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PREFAZIONE 


S  AL   PRIMO   VOLUME   DELLA   PRIMA   EDIZIONE 


L*  opera,  della  quale  questo  è  il  primo  volume, 
contiene,  con  alcune  aggiunte,  la  riproduzione  delle  le- 
zioni di  calcolo  infinitesimale  che  vengono  da  me  date 
nella  R.  Università  di  Padova.  È-  perciò  quasi  superfluo 
di  aggiungere  che  essa  non  pretende  in  alcun  modo  di 
uscire  dai  modesti  confini  di  un'  opera  didattica  ed  ele- 
mentare. 

Le  opere  che  più  mi  furono  utili  nel  compilarla  sono  : 
in  primo  luogo  le  Lezioni  di  Analisi  Infinitesimale  (lito- 
grafia) e  Fondamenti  per  la  teorica  delle  funzioni  di  va- 
riabili reali  del    nostro    illustre    professore  Ulisse  Dini, 
opere  ormai  classiche  e   fondamentali   e   che   avrebbero 
esse  sole  bastato  a  rendere  preclaro  il  nome  dell' autore, 
e  alle  quali  deve   necesssariamente    ricorrere  chi   si  ac- 
cinge a  scrivere  un  libro  di  analisi  ;  il  Calcolo  differe?i- 
ziale  e  principi  di  Calcolo    integra/e   del    prof.    Genocchi 
pubblicato  con  molte  aggiunte  e  proprie    considerazioni 
dal  Prof.  G.  Peano,  e  Die  Elemcnte  der  Differential-und 
'  ntegralrechnung  di  Axel  Harnack,  i  quali  due  ultimi  la- 
>ri,  unitamente  a  quello  del  Lipschitz,  segnarono  ancor 
ssi  un  progresso  nei  metodi  coi  quali    devonsi  trattare 
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le  ricerche  spettanti  al  calcolo  infinitesimale.  Mi  sono  poi 
anche  valso  delle  notissime  opere  del  Bertrand,  Sturm, 
Serret,  Jordan  ecc.  Valga  questa  dichiarazione  a  sosti- 
tuire le  citazioni,  che  ho  tralasciato  di  intercalare  nel  testo. 

Si  troverà  una  copiosa  raccolta  di  esempi  e  di  eser- 
cizi. Ho  cercato  che  ogni  singolo  esempio  od  esercizio, 
spettante  ad  una  data  teoria,  fosse  appropriato  a  illu- 
strarne ciascuna  particolarità.  Quelli,  che  non  furono  da 
me  composti,  vennero  tolti  principalmente  dalle  raccolte 
di  esercizi  del  Frenet  e  dello  Schlòmilch  e  dalle  opere, 
sul  calcolo,  del  Todhunter  e  di  Houel. 

Attenendomi  sempre,  anche  a  scapito  della  sempli- 
cità e  brevità  delle  dimostrazioni,  a    quei    metodi    rigo- 
rosi di  ricerca,   che    devono    ormai  divenire   familiari   a 
chi  principia   e   a  chi  vuole  proseguire    lo   studio    della 
i  scienza,  e  cercando  di  esercitare  il  lettore  nella  risoluzione 

di  problemi  concreti,  ho  tentato  che  questo  libro  fosse 
per  riuscire  non  inutile  a  coloro  che  intendono  darsi  com- 
pletamente allo  studio  delle  matematiche  discipline,  e  a 
coloro  che  del  calcolo  infinitesimale  si  devono  servire 
più  specialmente  come  uno  strumento  per  ulteriori  studi 
nel  campo  delle  applicazioni  della  scienza.  Ma,  pur  troppo, 
al  buon  volere  non  sempre  corrisponde  il  buon  esito. 

Il  secondo  volume  tratterà  degli  integrali  definiti 
ed  indefiniti  e  loro  applicazioni,  del  calcolo  infinitesimale 
per  le  funzioni  di  variabili  complesse,  delle  equazioni 
differenziali  e  degli  elementi  del  calcolo  delle  variazioni. 


Padova,  16  Dicembr-e  i8go. 


F.  d'  Arcais 


PREFAZIONE 


ALLA    SECONDA    EDIZIONE 


In  questa  seconda  edizione  del  mio  Corso  di  Calcolo 
Infinitesimale  è  conservalo,  nelle  sue  linee  generali,  lo 
stesso  piano  dell'  opera  della  edizione  precedente.  Sola- 
mente ho  creduto  opportuno  premettere  gli  elementi  della 
teoria  degli  integrali  definiti  e  la  integrazione  dei  diffe- 
renziali alle  applicazioni  geometriche  del  calcolo  differen- 
renziale.  Ho  modificato  gli  enunciati  di  alcuni  teoremi  e 
alcune  dimostrazioni  ed  ho  fatto  alcune  aggiunte,  tra  le 
quali,  in  questo  primo  volume,  noto  un  cenno  sulle  serie 
doppie,  alcune  proprietà  delle  serie  di  potenze,  e  le  ul- 
time ricerche  del  Sig.  Pringsheim  sulla  serie  del   Taylor. 
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1.  Funzioni  e  Limiti. 


Considerazioni  preliminari.  —  Intorno  di  un  punto.  — 

Gruppo  di  punti. 

1.  L'Aritmetica  e  l'Algebra  insegnano  la  genesi  dei  numeri 
razionali  e  irrazionali,  dei  numeri  immaginari  e  dei  numeri  com- 
plessi, le  regole  colle  quali  si  opera  con  essi  e  come  i  numeri  reali 
possano  venire  rappresentati  mediante  i  punti  d'una  retta,  i  numeri 
complessi  mediante  i  punti  d'  un  piano.  Tutto  ciò  supponiamo  fami- 
liare a  chi  intraprende  lo  studio  del  Calcolo  infinitesimale,  e  seb- 
bene anche  i  concetti  di  funzione  e  di  limite  sieno  noti  in  seguito 
allo  studio  dell'Algebra  complementare,  gioverà  ciò  non  ostante  pren- 
dere le  mosse  da  essi,  sviluppandoli  convenientemente. 

2.  Le  quantità  che  andremo  ora  a  considerare  saranno  supposte 
reali,  e  indicheremo  colla  stessa  lettera  il  numero  ed  il  punto  cor- 
rispondente sulla  retta  scelta  come  rappresentazione  geometrica  dei 
numeri  stessi. 

Prendiamo  sulla  retta  un  intervallo  (a,  b).  Se  a  <b  ,a  è  l'estremo 
inferiore,  b  restremo  superiore  dell'  intervallo  stesso.  Se  consideriamo 
valori  di  x  tali  che  a<#<£,  diremo  che   x  varia  nell'intervallo 

(a ,  b)}  assumendo  tutti  i  valori  dell'  intervallo,  o,  semplicemente,  che 
varia  nell'  intervallo  {a  ,  b).  Sia  e  un  punto  interno  all'  intervallo,  cioè 
non  coincidente  con  alcuno  degli  estremi  <*,  b.  Dicesi  intorno  del  punto 
e  un  intervallo  qualunque,  anche  piccolo  quanto  si  voglia,  ma  di  am- 
\  >zza  diversa  da  zero,  contenuto  intieramente  nell'  intervallo  {a ,  b) 
e   :ui  appartiene  il  punto  e  come  punto  interno. 

Dicesi  intorno  alla  destra  {alla  sinistra)  del  punto  e  un  intervallo 
e    ilunque,  anche  piccolo  quanto  si  voglia,  ma  di   ampiezza  diversa 


da  zero,  contenuto  intieramente  nell'  intervallo  (a ,  b)  e  cui  i 
tiene  il  punto  e  come  estremo  inferiore  (superiore). 

Se  il  punto  e  coincide  coll'estremo  inferiore  a  (o  col  superi 
dell'intervallo  {a ,  b)  esso  non  potrà  avere  che  intorni  alla  des 
alla  sinistra)  contenuti  intieramente  in  (a ,  b). 

Considerando  i  numeri  corrispondenti  ai  punti  si  intende, 
altro,  cosa  sia  V intorno  di  un  numero. 

Se  i  valori  che  può  assumere  la  variabile  x  sono  >  a,  m 
fissato  un  numero  B  positivo  comunque  grande,  x  può  assum 
valore  B  e  tutti  i  valori  maggiori  di  B,  diremo  che  x  varia 
mendo  tutti  i  valori,  nell' intervallo  infinito  (■*,'»)  o  semplice 
nell'intervallo  (a ,  oo  ).  Dopo  questa  definizione  si  intenderà  pure, 
altro,  il  significato  delle  espressioni:  x  varia  nell' intervallo  ( — e 
oppure  *  varia  nell'  intervallo  ( —  00,00),  nel  quale  ultimo  cas 
remo  ancora  che  x  varia  prendendo  tutti  i  valori  reali;  come 
è  chiaro  il  significato  di  intervallo  (a ,  00  ),  punto  appartener 
un  intervallo  (a,  co)  e  simili. 

Chiameremo  intorno  del  punto  all'  infinito,  o  del  punto  0 
intervallo  qualunque  (a ,  00  )  per  quanto  grande  si  possa  pensi 
numero  positivo  a,  e  intorno  del  punto  —  uo  un  intervallo 
lunque  ( —  00 ,  —  b)  per  quanto  grande  si  possa  pensare  il  ni 
positivo  b. 

3.  Chiamasi  gruppo  di  numeri  l'insieme  dei  numeri  che  vei 
determinati  da  certe  leggi  conosciute.  Avremo  in  corrisponde] 
gruppo  di  punti.  Il  numero  dei  punti  d'un  gruppo  potrà  esse 
mitato  o  finito;  oppure  illimitato  o  infinito,  cioè  potrà  essere  < 
leggi  che  determinano  i  punti  del  gruppo  permettano  di  aggiu 
sempre  nuovi  punti  a  quelli  cui  siamo  pervenuti. 

Esempi 

1)  Gruppo  costituito  dai  numeri   1,  2,  :-ì,  4,  5. 

2)  Gruppo   costituito   da   tutti    i   numeri    interi    positivi 

3)  Gruppo  costituito  da  tutti  i  numeri  razionali  appartenei 

un  intervallo  (a  ,b). 

4)  Cruppo  G  costituito  dei  numeri  I,  TiTiT'----! 
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Potremo  indicarlo  con  G  =  (  —  ),  (n  =  1,  2,  8 ). 

4«  Chiamasi  punto  limite  di  un  gruppo  un  punto  tale,  che  in 
ogni  suo  intorno  cadano  infiniti  punti  del  gruppo,  in  guisa  che  in 
un  punto  limite  si  condensano  i  punti  del  gruppo. 


k:-t- 


Esempi 


1)  Il  gruppo  di  punti  —  («  =  1,  2,  3. )  ha  per  punto  limite 

il  punto  {ero  che  non  appartiene  al  gruppo. 

2)  Il  gruppo 

ha  i  punti  limiti  {ero  ed  —,  dei  quali   il    primo   non   appartiene  ed 

il  secondo  appartiene  al  gruppo. 

3)  I  punti  limiti  del  gruppo 


1111    1  i 

«  '2  "f7T,¥"1'   «  '"•'  n-l 

|W  — —  >*/«    O,    4  •  •  .  •  1 


1 


« 


sono 


olii 

>  2  '  3  '  4  '  '  '  '  ' 

dei  quali  il  primo  non  appartiene  e  gli  altri  tutti  appartengono  al 
gruppo  e  costituiscono  un  gruppo  di  punti  in  numero  infinito  che 
ha  il  punto  zero  come  punto  limite. 

4)  Il  gruppo  di  punti  formato  dai  punti  corrispondenti  ai  nu- 
meri razionali  di  un  intervallo  ha  per  punti  limiti  tutti  i  punti  del- 
l' intervallo  stesso. 

Un  gruppo  di  punti,  in  numero   infinito,  appartenenti   all'  inter- 
vallo (a ,  b\  ammette  almeno   un   punto  limite   appartenente    all'  in- 
vallo stesso. 

Invero,  sia  e  il  punto  che  dimezza  l'intervallo  (<*,£);  in  uno 
neno  dei  due  intervalli  (a  ,  e) ,  (e ,  b)  cadranno  infiniti  punti  del 
jppo.  Chiamiamo  (a, ,  bx)  quello  dei  due  intervalli  in  cui   cadono 


aV3 


infiniti  punti  del  gruppo,  o  uno  qualunque  dei  dui 
in  entrambi.  Avremo  allora  "<.&i  ,  *>*i  e  l'am 

vallo  (u,  ,^i)  è  — — — .  Sia  ct  il  punto  di  mezzo  dì 

in  modo  analogo,  un  intervallo  (a, ,  i>t),  nel  quale  ca. 

del  gruppo,  la  cui  empiezza  è  — ^ —  ed  è  «,  <  a. 

Con  questo   procedimento   arriveremo  a  determinare  quanti    si 
vogliono  intervalli 

(«.,*■),  («!■*.),  ■■,(«.,*.) 

in  ciascuno  dei  quali  cade  un  numero  infinito  di  punti  del  gruppo, 
le  cui  ampiezze  sono 

b  —  a      b  —  a  b—a 


e  tali  che 


i<"t<-  •-<*"<■ 


*^*i: 


">"i>"t>-->"«> 

Ora  se  noi  assegniamo  ad  una  prima  classe  tutti  i 
zionali  minori  o  uguali  a  uno  qualunque  dei  numeri  a  ,a,  ,atJ. . , 
e  ad  una  seconda  classe  tutti  i  numeri  razionali  maggiori  o  uguali 
ad  uno  qualunque  dei  numeri  b  ,èj  ,  è, ,...,  si  riconosce  subito  che 
otteniamo  cosi  una  ripartizione  di  Dedekind  (')  ;  perchè,  se  un  nu- 
mero razionale  appartiene  alla  prima  classe,  i  razionali  minori  vi 
appartengono  pure,  e  se  un  numero  razionale  appartiene  alla  seconda 
classe,  i  razionali  maggiori  vi  appartengono  pure.  Inoltre  ogni  nu- 
mero razionale,  uno  al  più  eccettuato,  appartiene  o  alla  prima  o  alla 
seconda  classe  ;  infatti,  se  « ,  p  fossero  due  numeri  razionali  che  non 
soddisfacessero  a  tale  condizione  essi  dovrebbero  essere  maggiori  di 
tutti  i  numeri  «,«,,«,,..  e  minori  di  tutti  i  numeri  *,*,,*,,... 
il   che   non    può    essere,    perchè,   supposto   0  >  «   potremo  sempre 

prendere   w   cosi    grande  che   sia  b„  —  a„  =  ■ — ~ —  <  f)  —  a  ;  giac- 


ché se  p  indica  numero  reale  maggiore  di   1,  sommando  le  identità 

('}  Conf.  Della  teoria  dei  numeri  reali  secondo  il  concetto  di  Dedekind, 
monografia  del  Prof.  Gregorio  Ricci,  pubblicato  nel  voi.  54°  {40  della  2'  seriej 
del  Giornale  di  matematiche  di  Battagliai,  diretto  dal  Prof.  A.  Cappelli. 


r 


p  =  1  -h  p  —  1  colle  disuguaglianze/1 —  P>P  —  1  j/>3  —  P*  >  P  —  1  ?  •  • 
/>*  — p»-1  >p  —  1,  otteniamo  pn  >  l  +  n  (p  —  1),  dalla  quale  si 
vede  che,   affinchè  risulti  pn  >  fl,  5  essendo    numero    positivo  co- 

munque   grande,    basterà    prendere  n  > ;  e    quindi  anche  — 

<  -=r,  indicando  -=■  numero  positivo  comunque  piccolo.   Nel   nostro 

b  —  a 
caso  basterà  prendere  n  > 1,  perchè  risulti  bn  —  an  <  fi  —  a, 

p  —  a 

disuguaglianza  che  è  in  contraddizione  coli'  altra  #„  <  a  <  <  bnì 
che  pur  dovrebbe  aver  luogo. 

Ora  la  nostra  ripartizione  di  Dedekind  definisce  un  numero  /, 
cui  corrisponde  il  punto  /,  che  si  riconosce  subito  essere  un  punto 
limite  del  gruppo,  giacché  in  ogni  suo  intorno  comunque  piccolo 
sono  contenuti  numeri  razionali  appartenenti  alle  due  classi  della  ri- 
partizione e  quindi  dei  punti  a ,  ax ,  at  . .  e  dei  punti  b  ,bl}b2. . .  ed 
in  conseguenza  un  certo  intervallo  (am ,  bm)  nel  quale  cadono  infiniti 
punti  del  gruppo. 

Se  il  gruppo  di  infiniti  punti  non  può  essere  contenuto  in  un 
intervallo  (a ,  b\  ma  è  contenuto  in  un  intervallo  {e ,  oc  ),  allora  in 
qualunque  intervallo  (d ,  oo  )  per  quanto  grande  si  fissi  il  numero  d} 
cadono  sempre  infiniti  punti  del  gruppo.  Ciò  esprimiamo  dicendo 
che  il  punto  oo  è  punto  limite  del  gruppo  di  punti,  o  che  essi  si 
condensano  all'  infinito. 


5.  Un  gruppo  di  punti  o  numeri  dicesi  numerabile ì  se  la  sua 
definizione  permette  di  disporre  i  numeri  del  gruppo  in  una  sola  suc- 
cessione nella  quale  ciascuno  di  essi  ha  un  determinato  posto  nume- 
rato secondo  una  certa  legge,  di  guisa  che  ai  numeri  del  gruppo  si 
possano  far  corrispondere  univocamente  i  numeri  1,  2,  3, . . . ,  cioè 
si  possano  numerare  i  numeri  del  gruppo.  Così  p.  e.  sono  evidente- 
mente numerabili  i  gruppi  degli  esempi  precedenti  1),  2),  3). 

É  pure  numerabile  il  gruppo  formato  da  tutti  i  numeri  razionali 

compresi  in  un  intervallo  p.  e.  nell'  intevallo  (0 , 1).  Infatti  possiamo 

tenere  tutti  i  numeri  razionali  compresi  tra  0  e  1,  scrivendo   suc- 

ssivamente  tutte  le  frazioni,  nelle  quali  la  somma  del   numeratore 

denominatore  è  eguale  a  2,  3,  4,  5,  0, . . . .   Otterremo  così   tutte 

frazioni 


~mm 


■■  A„y-  +  A,^»-1  +  Aty-*  +  ...+  AH_!/  +  A„, 

iero  intero  e  positivo,  e  le  A,,  A,  ....A,  dei  polinomi 

?rado  in  x,  cioè  della  forma 

\  —  a0  xm  +  a,  tf— '  +  . . .  +  *„,_,  x  +  a„, 

costanti,  m  intero  positivo). 


Esempi. 
ìfinita  dalla  equazione 

f—  (*-2)  (3  — *)  =  0 
.'brica  di  *.  Per  essa  abbiamo  ancora 

J  =  ±|/(*-2)<3-*> 

sstare  nel  campo  dei  valori  reali,  bisogna  considerare 
*  appartenenti  all'  intervallo  (2 ,  lì).  Così  che  la  y  è 
:n  quest'  intervallo,  ed  è  funzione  a  due  valori,  poi- 
calore  di  x  corrispondono  per  y  i  due  valori  distinti 
")»  ~~  Vi*--)  (:*-x)-  Vìèeccezionesolamenteper*  —  2, 
ei  quali  si  ha  l'unico  valore/^O.  I  due  rami  della 
x-3)  (\i-x),  —  \  ■'  (x-2)  (:ì-x\  si  possono  considerare 
ioni  ad  un  sol  valore  nell'  intervallo  (2 , 3). 


=tf.+s/ 


x+2 


brica  di  x,  poiché,  con  successive  elevazioni  a  potenza, 

=  *  +  3[/*  +  2,  (y_*)P  =  9(»  +  3) 

ibito  alla  forma  precedente  /(*  ,7)  =  0. 

la 

=  V*a  +  |/**  +  *«  +   \j  x*  —  y/x*  +  X> 
brica  di  #,  definita  dalla  equazione 
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3)  In  generale,  le  funzioni  y  =  <p  (#),  dove  9  (x)  è  simbolo  di  una 
successione,  in  numero  limitato,  delle  quattro  prime  operazioni  del- 
l' aritmetica  e  di  elevazione  a  potenza  razionale,  sono  funzioni  alge- 
briche, perchè,  con  opportune  riduzioni,  si  può  sempre  dalla  y  =  <p  (x) 
passare  ad  una  relazione  tra  x  e  y  della  forma  f{x  }y)  =  0. 

4)  Quando  nella  f(x,y)  =  Q  abbiamo  «  =  1,  la  y  è  funzione 
ragionale.  Si  ha  allora  Any  +  Ax  =  0  da  cui 

A!         b&>»  +  bxx™~1  +  . .  +  *m_!  x  +  *m 


^  =  — 


tf0  Xp  -f  ^!  ^— l  +  .  .  +  * p—  !  *  -f  *p 


Se  a0  =  <*!  =  ...  ==  j^^.!  z=  0,  la  funzione  razionale  è  intera. 
Tutte  le  altre  funzioni,  che  non  sono  algebriche,  diconsi   tra- 
scendenti. 


Funzioni  trascendenti  elementari. 


8.  Quantunque  esse  siano  note  fino  dagli  elementi  della  mate- 
matica, gioverà  richiamarne  brevemente  la  definizione  e  le  proprietà 
fondamentali. 

Funzioni  circolari.  —  Si  descriva  un  circolo  di  centro  O  e  di 
raggio  uno.  Fissiamo  sulla  sua  circonferenza  un  punto  A  come  orì- 
gine degli  archi,  che  vengono  contati   positivamente  in  un  verso  e 

B 


nativamente  nell'opposto  a  partire  da  A.  Conduciamo  il  diametro 
A  ed  il  perpendicolare  ad  esso  BB';  sia  B  il  primo  dei  punti 
B'  incontrato  quando  ci  si  muove  positivamente  a  partire  da  A 


1 


to  x,  misuriamo  sulla  circonferenza  un  arco  uguale 
ato  nel  verso  positivo  se  *  è  positivo,  nel  negativo 
arco  saia  minore  uguale  o  maggiore  della  ci rcon- 
hè  x  è  minore  uguale  o  maggiore  del  numero  2« 
il  8531...  Dall'estremo  M  di  quest'arco  si  abbassi 
sopra  O  A;  allora  la  lunghezza  di  M  P,  presa  po- 
)  M  trovasi  rispetto  ad  OA  dalla  stessa  parte  di 
te  se  trovasi  dalla  parte  opposta,  è  il  seno  di  *, 
l  O  P,  presa  positivamente,  se  P  trovasi  dalla 
tetto  ad  OB,  e  negativamente  se  dalla  parte  op- 
*,  cosa-.  Si  vede  cosi  che  le  funzioni  circolari 
pletamente  determinate  per  ogni  valore  finito 
ad  un  sol  valore.  Dalla  definizione  stessa  sca- 
di queste  funzioni,  perchè  si  vede  che  archi  di- 
Io  stesso  estremo,  cioè  che  differiscono  tra  loro 
nque  di  circonferenze  dì  circolo  di  raggio  uni- 
seno  e  lo  stesso  coseno,  cioè  abbiamo  : 
i*)  =  sen  (a  +  k  .  (5,28318531)  =  sen  a, 
ir)  =  cos  0  +  k  .  tì,2831833I)  =  cos  m, 
ero  qualunque. 

permette  di  determinare  subito  il  seno  e  coseno 
jando  siano  conosciuti  i  seni  e  coseni  dagli  arch  i 
ere  sen  x,  basterebbe  infatti  dividere  x  per  2« 
se  i  è  il  quoziente  ed  r  il  resto  si  avrebbe, 
ai  x  =:  sen  (2in  +  r)  —  sen  r. 
ii,  come  è  noto,  la  circonferenza  viene  divisa  in 
ado  in  '50  minuti,  ogni  minuto  in  (50  secondi, 
I  numero  dei  gradi,  minuti  e  secondi  contenuti 
N  1 

—  ovvero,  poiché  —  =  0,3183008...., 
80  '  *     ■       n 

».<W183098  =  .Ì 

ridurre  x  in  gradi,  e  l'arco  di  N  gradi  in  unità  di 

v,  cos  x  assumono  i  soli  valori  compresi  tra  -1 
inclusi,  quando  x  varia  in  un  intervallo  co- 
.  nell'  intervallo  ( —  =c  ,  =c  ). 


^r-^r 


";**V 


»    - 
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In  particolare  si-  ha  : 


sen 


cos 


0  =  0,  l  sen  —  =  sen  (0,785398163...)  = 
0  =  l,f  cos-=i— =  0, 


sen  45°  =  ^  =  0,7071.., 


7071.... 


\  sen-£  =  sen  (1,047197551...)  =  sen  60°  =  ^-  =  0,8665.. 


( 


cos~  =  ~^0,5 


IT 


'  IT 

sen-— 


sen  (1,570796327...)  =  sen  90°  =  1 


ir 

cos  — 
o 


=  0 


\ 

< 

( 

/  3  A/  ° 

\  sen  —  «  =  sen  (2.356194489...)  =  sen  135"  =  ^—  =  0,7071... 

;         4  2 

f  cos4^  =  —  ^r-=  — 0,7071... 
\         4  2  ' 

j  sen  1  =  sen  57°  17'  44" ,  8062471  =  0,841471 

(  cos  1  =  0,540302 

Ma  non  staremo  qui  a  ripetere  le  notissime  formole  e  proprietà 

di  queste  funzioni. 

sen  x 

La  funzione  tg  x  è  definita  dalla  formola  tg  #  = . 

cos  ;r 

Essa  è  completamente  determinata  per  ogni  valore  di  x}  eccetto  per 

quelli  che  annullano  il  denominatore  cos  x}  e  prende  un  solo  valore 

per  ogni  valore  di  x. 

Le  funzioni  cot  x9  sec  x,  cosec  #,  sono  definite  dalle  formole. 


cosa 


1 


cot  x  = ,  sec  x  = ■ ,  cosec  x  = . 


sen  x 


COSA? 


1 
sen  x 


g.  —  Funzioni  circolari  inverse.  Nella  espressione 

y  z=z  are  sen  x9 
x  essendo  il  seno  di  un  arco,  possiamo  attribuirle  i  soli  valori  del- 


,  v; 


Jf\ 


12 

l'interralo  ( — 1,  1).  Corrispondentemente  a  ciascuno  dì  questi  valori 

la  y  assume  un  numero  infinito  di  valori,  perchè  se  «  indica  un  arco 

che  ha  per  seno  x,  anche  tutti  gli   archi  a  +  2kn,  —  a  +  (2k  +  l)n, 

dove  k  è  un  intero  qualunque,   hanno   lo  stesso   seno   x,   cosichè  si 

avrebbe 

y  —  <x  +  2kn,  J  =  —  *  +  (2k  +  I)«. 

Per  ridurre  la  y  ad  essere  funzione   univalente  riterremo  i   soli 

valori  di  y  compresi  tra  —  —  e  -—  (questi  ultimi  valori  inclusi)  e  rig- 

getteremo  gli  altri;  allora  ad  ogni  valore  di  x  appartenente  all'  in- 
tervallo ( — 1,-M)  corrisponde  per^  un   solo   valore  che  apparterrà 

all'  intervallo  (  —  —  ,  —  \  per  y.  Notiamo  anche  che  si  potrebbero 

ritenere  i  soli  valori  dì  y  compresi  tra  (2  k  +  1)  —  e  (2  k  +  3)  -^- , 

essendo  k  un  intero  qualunque. 

Con  la  precedente  convenzione  adunque 
y  =  are  sen  * 
è  una  funzione  di  *  ad  un  sol  valore  nell'  intervallo  ( — 1,  1),  e  i  va- 
lori che   assume   la  y   sono  compresi    tra  —  —  e  — -  (questi  numeri 
inclusi). 

La  funzione  are  cos  x  è  poi  pienamente  determinta  dalla  forinola 

« 
are  cos*  — — are  sen  x. 

Nella  « 


=  are  tg  x 
possiamo  attribuire  alla  *  qualunque  valore  reale  finito,  e  /  assume 


per  ciascuno  di  questi  valori  di  *  un  numero  infinito  di  valori  di- 
versi, poiché  se  a  indica  uno  di  essi,  tutti  gli  altri  sono  compresi 
nella  formola  a  +  kn,  (i  intero  qualunque).  Limitandoci  a  conside- 
rare i  valori  di  /  compresi  tra  —  —  e  — -  (questi  numeri  esclusi),  la 

y  diventa  una  funzione,  ad  un  sol  valore,  di  x,  ed  in  questo    modo 
ad  ogni  valore  reale  di  x  cioè  ad  ogni  valore  di  x  dell'  intensi' 
( — oo ,  +  »  )  corrisponde  per  y  un  unico  valore  determinato  compre; 

tra  —  -—  e  —  (questi  estremi  esclusi). 
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La  funzione  arccot*  viene  poi  completamente  determinata  dalla 

formola 

r. 
are  cot  x  =  — are  tg  x. 


io.  Funzione  esponenziale.  Supposto  sempre  a  >  0,  se  x  è  intero, 
la  quantità  a*  ha  un  unico  valore  ben  determinato.  Se  x  è  un  nu- 
mero frazionario  —  sappiamo  dall'algebra  che  allora  a*  prende   n 

valori,  dei  quali  uno  è  reale  e  positivo.  È  quello  che  noi  converremo 
di  considerare  lasciando  da  parte  gli  altri  «-1  valori.  In  tal  modo 
a?  ha  un  valore  unico  e  determinato,  sempre  positivo,  corrispondente 
a  qualunque  valore  razionale  di  x. 

Rammentiamo  ora  la  definizione  di  a*,  per  x  irrazionale  ed  a  >  1. 

Il  numero  irrazionale  x  sia  definito  da  una  ripartizione  di  De- 
dekind  (Xl ,  X2)  ;  la  ripartizione  che  si  ottiene,  attribuendo  ad  una 
classe  Y,  tutti  i  numeri  razionali  minori  di  un  numero  cf',  x  es- 
sendo un  numero  razionale  qualunque  della  classe  Xl?  ed  alla  classe 
Y„  tutti  i  numeri  razionali  maggiori  di  un  numero  a*"",  x"  essendo 
un  numero  della  classe  X2,  è  una  ripartizione  di  Dedekind,  (*)  la 
quale  definisce  un  numero  y  =  (Y, ,  Ys)  ;  questo  numero  y  noi  defi- 
niamo come  a*,  cioè  poniamo 

**  =  (Y, ,  Yt). 

Se  4=1,  poniamo  <rr=l,  e  se  4<1,  poniamo 

1 


G) 


Così  rimane  definita,  per  ogni  valore  reale  di  #,  la  f unitoti  e  espo- 
nenziale a*,  dove  a>  o. 

Non  ci  dilungheremo  a  dimostrare  che,  in  ogni  caso,  valgono 
per  aT  le  regole  di  operazione  note  se  x  è  reale. 

Rammentiamo  solo  ancora  che  i  valori  di  aT  sono  sempre  positivi,  e 
^~  *n  •*?  indicano  due  numeri  qualunque  diversi,  anche  a*"1,  a**  sono 
i     meri  diversi  (2). 


;')  Vedi  Monografia  citata,  del  Prof.  Ricci. 
,*)  Loco  citato. 
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il.  Funzione  logaritmica.  —  Come  abbiamo  ora  visto,  la  funzione 
esponenziale  a00  è  completamente  determinata  per  ogni  valore  reale 
di  x,  ed  assume  tutti  i  valori  positivi;  ed  ognuno  una  sola  volta. 

In  conseguenza,  se  poniamo  x  =  a?  e  chiamiamo  y  il  logaritmo 
di  x  nella  base  a  e  scriviamo 

y  =  Ioga  *, 

Ioga  x  è  una  quantità  unica  e  determinata  per  ogni  valore  positivo  di 
x,  e  la  y  è  così  una  funzione,  ad  un  sol  valore,  di  x  nell'  intervallo 
(0,  -h  oo  ),  (gli  estremi  esclusi). 

Concetto  di  limite. 

12.  Quando  si  possa  fissare  un  numero  positivo  A  tale  che  i  va- 
lori di  una  quantità  variabile  y>  che  compariscono  in  un  problema 
o  questione,  siano  in  valore  assoluto  tutti  minori  di  A,  cioè 

bl<A 

diciamo  che  y  si  mantiene  finita,  che  i  valori  di  y  sono  finiti. 

Sia  a  un  valore  speciale  di  una  quantità  variabile  x  e  y  un  altra 
quantità  variabile,  che  pei  valori  di  x  che  consideriamo,  a  al  più 
escluso,  ha  un  valore  determinato  e  finito,  cioè  una  funzione  y(x)  di 
x,  e  i  valori  che  prendiamo  a  considerare  di  x  supponiamo  costituiscano 
un  intervallo  cui  appartiene  il  punto  a,  o  formino  un  gruppo  di  punti 
G,  di  cui  a  sia  punto  limite. 

Useremo  alcune  volte  la  notazione  a  -f  0,  (a  —  0),  per  indicare 
il  punto  a  considerato  come  estremo  inferiore  (superiore)  di  un  in- 
torno alla  destra  (alla  sinistra)  di  ay  ciò  che  esprimiamo  anche  di- 
cendo che  a  +  0,  {a  —  0),  è  il  limite  dei  valori  di  x  quando  arriviamo 
al  valore  a  passando  per  valori  x  maggiori  (minori)  di  a,  ovvero 
quando  ci  avviciniamo  ad  a  dalla  destra  (dalla  sinistra). 

Indicheremo  con  a  un  numero  arbitrariamente  piccolo  e  positivo, 
con  B  un  numero  arbitrariamente  grande  e   positivo,  e  quando    di- 
remo t  punti  di  un  intorno  di  a  » ,  intenderemo  tutti  i  punti  di  esso, 
escluso  al  più  ay  quando  si   debbano  considerare  tutti  i   valori  di  x 
dell'intervallo  cui  l'intorno  appartiene  f  e  quelli  soli  dell' intorno  ci 
sono  punti  d' un  gruppo  G,  escluso  al  più  a,   quando  non  dovrem 
considerare  tutti  i  valori  di  x  dell'  intervallo,  ma  solo  quelli  che  ap 
partengono  a  G. 


I.T 
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13-  Ciò  premesso,  diciamo  che  /  è  il  limite  dei  valori  di  y,  o 
semplicemente  di  y,  per  x  convergente  ad  a  o  per  x  =  a  e  scriviamo 

\\vay  =  l, 

(oppure  per  x  convergente  ad  a  ^i  valori  di  G  s*  dovremo  solo  con- 
siderare i  valori  del  gruppo  G)  quando,  dato  o,  possiamo  determinare, 
o  sappiamo  che  esista,  un  intorno  di  a,  pei  punti  x  del  quale  sia 

|J(*)-1|<CJ. 

Si  intende  poi  subito  come,  se  di  tali  intorni  ne  esiste  uno,  ne 
esiste  anche  un  numero  infinito,  cioè  tutti  quelli  che  sono  contenuti 
nel  primo. 

Se  occorrerà  considerare  valori  di  x  solamente  alla  destra  o  alla 
sinistra  di  a  diciamo  che  /  è  il  limite  di  y  per  x  convergente  ad  a 
dalla  destra  (sinistra)  e  scriviamo 

lim    y  =  l,    o    lim    y  =  l, 

a?=.<i-{-0  a?:=rt  —  0 

quando,  dato  ay  possiamo  determinare,  o  sappiamo  che  esista ,  un  intorno 
alla  destra  o  alla  sinistra  di  a,  pei  punti  x  del  quale  sia 

y  (x)  —  1  |  <  a.     . 


Esempi 


1)  Sia 


y  =  (x  —  a)  sen 


1 


x 


e  si  considerino  tutti  i  valori  di  x  di  un  intervallo  qualunque  cui 
appartenga  il  punto  a,  escludendo  il  valore  a,  pel  quale  la  espres- 
sione y  non  ha  più  significato,  perchè  per  x  =  a  si  avrebbe 


1 
y  =  0  .  sen  —  . 


Siccome 


1 


sen 


x 


a    emo 


(x  —  a)  sen 


1 


x 


<i, 


<\x  — 


così  che,  dato  u,  pei   punti    interni   all'  int 
avendosi  |*~«|  <°",  sarà  ancora  \y\<a, 

lim  y  =  lim  (*  —  a)  sen  — 

2)  Sia  y  =  sen   — — - 

e  si  considerino  i  punti  del  gruppo 

G  =  (a  +  ~— 1 — ),(«  =  0, 
V         *  +  2«n  /'y  ' 

di  cui  a  è  punto  limite. 

Pei  punti  *  di  G  abbiamo 

=  «  +  2«7r ,  sen =  sen  { 

e  quindi  si  vede,  senz'altro,  che 

lim  sen =  sen 

quando  x  converge  ad  a  passando  pei  punt: 

14.  Dato  B,  se  possiamo  determinare,  0  i 
forno  del  punto  a,  per  tutti  i  punti  del  quo 

|>MI>B, 

dicesi  che  y  ha  per  limite  V  infinito  per  x  convergente  ad  a  e  si  scrive 
\\my  ■=.  +  00 . 

Se  y  per  tutti  i  punti  di  detto  intorno  (a  al  più  escluso)  man- 
tiene sempre  lo  stesso  segno,  +  ovvero  —,  jl  limite  sarà  +  x  ov- 
vero —  so.  Sono  poi  evidenti  le  modificazioni  da  introdursi  alla 
precedente  definizione,  quando  si  abbiano  da  considerare  valori  di  x 
appartenenti  ad  un  gruppo  di  cui  a  sia  punto  limite,  o  punti  solo  alla 
destra  o  alla  sinistra  di  a. 


1)  Sia  jr= ■  e  si  considerino  i  valori  di  *  di   un   intei 

vallo  qualunque  cui  appartenga  a,  escludendo  il  valore  *■  =  «.  Dai 


?>-♦. 


17 


B,  pei  valori  di  x  interni  all'intorno  (a — , a  +  —  ) 


sarà    \x 


< 


1 


B 


e  perciò  |^|>B.  Avremo   quindi 


lim  — 


1 


=  +  X. 


Se  si  considerano  i  soli  valori  alla  destra  o  i  soli  alla  sinistra  di 


a  e  si  osserva  che  pei  primi 


1 


x 


è  positivo,  pei  secondi  sempre  nega- 


tivo, si  vede  che 

lim 


=  -f  X,        lim     


=  —  X. 


2)  Sia  y  = 


1 


e  si  considerino  i  valori  di  x  di  un  inter- 


#sen 


vallo  qualunque  cui  appartenga  il  punto  zero  (zero  escluso). 

1 


Osservando  che  I  x  sen 


x 


<  |*|,  dato  B,  pei  punti  interni   al- 


l' intorno  ( — - ,—  j  del  punto  zero,  avremo 


i*i< 


e  quindi 


1 

1            1 
,  1  x  sen  — 

'|                 X 

1 

<B   ' 

1 

B 

1 
#sen  — 

X 

lim 

x  =  0 

L       =  + 
1       — 

x . 

>B 


xsen 


t  • 


Qui  l'indeterminazione  del  segno  rimane  sempre  anche  quando 

si  faccia  convergere  x  a  zero  dalla  destra  o  dalla  sinistra  solamente, 

perchè  non  esiste  alcun  intorno,  alla  destra  o  alla  sinistra,  nel  quale 

1 
jr  sen  —  mantenga  sempre  lo  stesso  segno. 
x 

Osserviamo  a  proposito  del  calcolo  di  questo  limite,  che  per  i 
raion  di  x  appartenenti  al  gruppo  x  =  — — ,  («  =  0,  1,  2,  3  . . . .; 
—  1,  —  2,  —  3....),  dei  quali  cade  sempre  un  numero  infinito  in  un 
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intorno  qualunque  del  punto  zero,  avendosi   sen 

la  y  avrebbe  il  valore  privo  dì  significato  y  =  - 

remo  dì  dire  che  la  y  assume  in  quei  punti  que 
è  il  limite,  come  facilmente  potrebbe  verificarsi,  d 

facciamo   convergere  x  verso   i  punti  — — . 

:t)  Si  considerino  per  la  espressione  precede 


y  = 


1 


1 


i  soli  punti  del  gruppo 

G  =  ( --V(«  =  0,  1,  2,  :i 

Va  +  2tmf  ' v  '    '    ' 

di  cui  zero  è  punto  limite. 

Avremo  per  questi  punti  x, 

sen  —  =  sen  (a  +  ->«it)  —  sen 

Supponiamo  sen  •  >  0.  A  partire  da  un  certf 
1 


■  >  0  e  quindi  anche  y  —  - 


*sen   - 

Dato  B,  pei  punti  dell'intorno  (0,-g-)  è  |_ 
punti  di  G,  che  vi  appartengono,  non  fosse  y~> 
minare  un  altro  intorno  contenuto  in  (0,  -=-)  p 

quale  sia^  >  0,  cosichè  per  i  punti  di  G  di  esso 
igneamente 

\j\>B    ,y>0, 
■ovvero  semplicemente  y  >  B,  cosichè 


quando  x  converge  a  zero  passando  pei  punti  de 


nr-v- ■■--"* 
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Se  fosse  sena<0,  si  avrebbe  lim 


1 


■rsen 


1 


x 


=  —  00  . 


15.  Supponiamo  ora  che  la  variabile  x  possa  assumere  valori  nu- 
mericamente maggiori  di  qualunque  numero  positivo  prefissato,  co- 
munque grande,  ciò  che  esprimiamo  brevemente  dicendo  che  x  può  cre- 
scere indefinitamente  o  che  x  può  divenire  infinito.  Tali  valori  di  x 
potranno  essere  tutti  i  numeri  contati  in  uno  dei  due  versi,  a  partire 
da  un  certo  numero,  oppure  costituire  un  gruppo   di   numeri,   per 

esempio,  i  numeri  del  gruppo  1,  2,  3,  4  ...  n o  quelli  del  gruppo 

—  1,  —  2,  —  3,  — 4, . . .  — n, ...  o  del  gruppo  2,  4,  (5,  8, ... ,  2«, . . . 
e  simili. 

Se,  dato  o,  postiamo  determinare,  0  sappiamo  che  esiste,  un  va  'ore 
positivo  x'  in  guisa  che,  pei  valori  x  che  dobbiamo  considerare  e  tali 
che  |x|  >  x',  sia  |y  ~  1|  <<?,  diciamo  che  1  è  il  limite  di  y  quando  x 
cresce  indefinitamevte  nel  modo  fissato  e  scriviamo,  secondo  i  casi, 

lim    y  =  /,        lim    y  =  l, 

00  =  4"  *>  30  —  —  X 

o  lim  y  =  l  quando  x  cresce  indefinitamente  passando  pei  punti  d'un 
gruppo  G. 


Esempi 


1)  Sia 


y  = 


1 


sarà  1  — 
x 


Dato  s,  si  prenda  x  ^ ;  allora  pei  valori  di  x  tali  che  \x\  >  x 


<  a,  ossia  |  y  —  0|  <  o,  cioè  avremo 
lim  —  =  0,        lim  —  =  0, 


o  semplicemente 


lim  —  =  0. 

azrao    X 


sena 


2)  Sia  y  = ;  poiché  |sen  x\  <  1  avremo  \y\  < 


x 


.  Dato  a, 


prendasi  x  >  —  ;  pei  valori  |*|  >  x'  sarà  |  y\  < 


3)Si,>  =  l_0__-_-....-I5^-T5.dov.: 

valori  del  gruppo 

G~(l,  2,  3,  4,  5,...  «,....) 
Osservando  che 

^-0-i)-(i-i)-(i-i)-« 

V  ar         x+\  }        *+l  ' 

si  vede  subito  che 

lim,y  =  0 

quando  x  cresce  indefinitamente  assumendo  i  valori   del  gruppo   < 
cioè  quando  *  cresce  indefinitamente  per  numeri  interi  e    positivi. 

16.  Se,  dato  B,  può  determinarsi,  o  sappiamo  che  esiste,  t. 
mero  x  tale  che  pei  valori  |x|  >x'.  da  considerarsi,  sia  |y|  >  B,  di- 
ciamo che  y  ha  per  limite  l'infinito  quando  x  cresce  indefinitamente 
nel  modo  fissato,  e  scriviamo,  secondo  i  casi, 

lim   j>=?Lx>,        lim    ^  =  +sc,ecc. 

È  chiaro  poi  come  qualunque  numero  maggiore  di  *'  soddisfaccia 
alla  stessa  condizione  dì  *. 

Esempi 

1)  Sny=x*.  Dato  B,  prendasi  *'>(/  B,  cosìchè  *'4>B;  pei 
valori  |*|  <  x,  sarà  |**[  >  B  o  semplicemente  x*  >  B  e  quindi 


2)  Sia  y  =  x  +  sen  — . 

Essendo  x  variabile  destinata  a  crescere  indefinitamente,   supr  >- 


t^.wwiy  '  •   -T-r- -\i-è 


niamola  già  numericamente  maggiore  dell'  unità,  e  poiché 


I  1 

I  sen  — 

I  * 


<  1,  sarà  |*|  >  I  sen  — i  ed  avremo 

—  '  x  ' 


\y\  = 


i 

x  4-  sen  — 
x 


>\x 


1 
sen  — 
x 


da  cui 


W>  1*1-1. 

Dato  B,  prendasi  #'>B  +  1;  pei  valori  \x\  >#',  avremo 
i*l  —  \>x — 1>B  e  quindi  |/|>B. 
Osservando  inoltre  che 


^>Oper  #>1;       /<0per#< —  1, 


avremo 


lim  (  x  -4-  sen  —  )  =  4-  x> , 

lim  (  x  -l  sen  —  )  =  —  oo  . 
^=— x\  x) 
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17.  Una  quantità  variabile  y  può  non  ammettere  un  limite  finito 
od  infinito  quando  x  converga  ad  a  o  quando  x  cresca  indefinitamente, 
se  la  y  si  comporta  in  guisa  da  non  rientrare  in  alcuno  dei  casi  pre- 
cedentemente studiati. 


•f 


Esempi 


1)  Sia  y  =  sen 


x  —  a 

Quando  x  converge  ad  a  passando  per  tutti  i  valori  o  dalla  destra 
o  dalla  sinistra  o  dalla  destra  e  dalla  sinistra,  la  y  non  ha  limite  de- 
terminato, poiché  non  vi  è  alcun  numero  /  tale  che,  dato  a,  esista 
un  intorno  di  a  per  tutti  i  punti  del  quale  sia 

1 


sen 


x  —  a 


<*• 


Infatti,  un  tal  numero  dovrebbe  necessariamente  essere  in  valore 
ai    jluto  <  1.  Fissiamo  un  numero  qualunque  |/[  -^  1.  Prendiamo  un 

u     altro  numero  |/,|  <  1,  e  tale  che  \l —  lx\  >  a. 


are  sen  /,  +  in: 
umero  intero  qualunque,  avendosi 


cora 


1/  —  sen 1  ><7. 

i  x  —  a\ 

un  intorno  qualunque  dì  a  cador 
i)  non  esiste  nessun  intorno   di   e 


è  limite  di  y.  Lo  stesso  ragionarci 

>  numero  /'  qualunque,  si  vede  che 

minato  quando  x  converge  ad  a  pr 
io  visto  invece  (n.  13,  es.  2)  come  e 
i  x  converge  ad  a  passando  per  £ 


può  assumere  valori  maggiori  numi 

quando  *■  converge  ad  a,  ma  non   possiamo  dire  che  y 

te  l' infinito,  né  alcun  limite  finito.  Infatti    pei    punti    del 

—  J— 

*  —  a+  *2«jt  ' 

umero  intero  qualunque,  e  dei  quali  cade  un  numero  in- 
ni intorno  di  a   è 


tra  espressione  non  ha  quindi  limite   determinato  quam 
ad  a  passando  per  tutti  i  valori. 
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3)  In  modo  analogo  si  vedrebbe  che,  quando  x  cresce  indefini- 
tamente assumendo  tutti  i  valori  positivi  o  negativi,  non  hanno  li- 
mite determinato  le  espressioni 

y  ■=.  sen  #,       y  =  x  sen  x. 

18.  Relativamente  al  concetto  di  limite  è  poi  da  notare  che,  in 
generale,  non  si  ricerca  il  limite  per  x  =  a  di  una  espressione  y,  se 
non  quando  questa  espressione  facendovi  in  essa  x  =  a  sia  priva  di 
significato,  ovvero  quando,  avendo  un  valore  determinato  per  x  =  ay 
questo  è  diverso  dal  limite  dei  valori  di  y  quando  x  converge  ad  a. 
Così  ad  es.  non  si  parlerebbe  di  limite  di  y  =  (x  —  a)%  per  x  —  a, 
quantunque  il  valore  zero,  che  la  y  assume  facendo  #  =  <j,  sia  anche 
effettivamente,  per  la  definizione  di  limite  che  abbiamo  data,  il  li- 
mite dei  valori  di  y  per  x  convergente  ad  a.  Negli  esempi  che  pre- 
cedentemente abbiamo  arrecato  la  y  era  sempre  priva  di  significato 
pel  valore  di  x  pel  quale  si  cercava  il  limite. 

Alcune  volte  però  si  ricerca  il  limite  di  y,  per  x  convergente 
ad  a,  anche  se  la  y  per  x  =  a  ha  un  valore  completamente  deter- 
minato, come  avviene  quando  la  y  deva  considerarsi  insieme  ad  altre 
quantità  delle  quali  si  cerca  il  limite  per  x=~a,  ovvero  quando  il 
valore  di  y  per  x=:a  non  si  voglia  o  non  si  possa  considerare  in- 
sieme agli  altri  valori  di  y,  il  quale  ultimo  caso  si  presenta  quando 
il  processo  col  quale  si  calcolano  i  valori  di  /,  per  gli  altri  valori 
di  x}  non  può  essere  applicato  per  x  =  a. 

Quando  poi  si  considerino  valori  di  #,  che  possano  divenire  in- 
finiti, non  si  potrà  parlare  di  valore  di  y  per  x  =  4-  oo ,  ma  sola- 
mente di  limite  di  y  per  x  =r  +  » ,  perchè  V  infinito  non  è  un  par- 
ticolare valore  della  variabile  #,  e  quando  diciamo  che  x  diviene  in- 
finito esprimiamo  la  proprietà  che  ha  x  di  poter  divenire  e  mante- 
nersi maggiore  numericamente  di  quanlunque  numero  positivo  pre- 
fissato. Così  che  quantunque  spesso  si  usi  la  locuzione  e  valore  di  y 
per  x  =  +  oo  »  si  deve  sempre  intendere  che  tal  valore  è  il  limite 
di  y  quando  x  cresce  indefinitamente. 

Teoremi  sui  limiti. 

19.  S*  una  quantità  variabile  y  ha  un  limite  finito^  quando  x 
et  werge  ad  a  in  un  modo  determinato  0  per  x  crescente  indefinita- 
m  *tte,  ne  ha  uno  solo.  ' 


Per  provare  questa  asserzione,  mostreremo  come 
trario,  giungeremmo  ad  un  risultato  impossibile.  £ 
niamo  che  sia 

lim  y  =  /[        (oppure    lim  y  =  /,] 

e  che  sia  ancora 

lim  y  =  /[,        (oppure    lim  y  =.  I,] 

Dato  a,  esìsterà  un  intorno  e  di  a  pei  punti  x 
un  numero  *'  tale  che  per  \x\  >*')  sarà 

L>-'.l<f, 

ed  un  intorno  e'  pel  quale  (oppure  un  numero  x"  tale 
sarà 

:/-'.!<  |. 

Nel  più  piccolo  dei  due  intorni  e,  e'  (oppure  pr< 
essendo  *"  il  più  grande  dei  due  numeri  *',  x")  sai 
rancamente  soddisfatte  le  due  disuguaglianze  precec 
inoltre  che 

l'i  -  «  =  l'i  -y  +f-  '■(  <  l'i  -y  I  + 1 

avremo 

!A -'■!<»! 

la  quale  disuguaglianza  è  impossibile,  la  differenz 
un  numero  fisso,  non  suscettibile  perciò  di  diveni 
numero  o,  arbitrariamente  piccolo  e  positivo.  Tal 
solo  possibile  se  /, — /t  =  0. 

20.  Se  lim  y  =  l,  sarà  lim( — y)  = — l;  ciò  sci 
tamente  osservando  che 

i^-'i=i-(^-')i=i-^-(-^ 

Se  lim  y  =  I,  avremo  y  —  l  +  a,  dove  w  è  una  i 
che  converge  a  zero,  quando  y  converge  verso  /. 

Infatti  posto  y  —  l  =  a,  dato  <7,  pei  punti  d'  un 
per  |#|>#')  si  ha  \y~-l\<.oì  ovvero   |a|<<7,  ciò* 


r^ 
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ciò  si  ricava  che  y  finisce  per  mantenersi  dello  stesso  segno  del  suo  li- 
mite /.  Infatti  in  un  certo  intorno  di  a  (o  per  \x\  >  di  un  certo  x)  sarà 
|*|<|/|,  cosiché  il  segno  di  /-f-a=^  in  quel  intorno,  dipenderà  da 
quello  di  /. 

21.  Il  limite  della  somma  algebrica  di  òiù  quantità  (in  numero 
limitato),  che  hanno  limiti  finiti ì  é  uguale  alla  somma  algebrica  dei 
limiti  delle  quantità  stesse. 

Siano  yx  ,y2 , . .  .yH  le  quantità,  lx ,  /e , . . .  /„,  i  rispettivi  limiti 
quando  x  converge  ad  a  (o  quando  x  cresce  indefinitamente). 

Dato  a,  indichiamo  con  cì7  £2,.„  cn  gli  intorni  di  a  pei  quali  (o  con 
*i  >  **>  •  •  •  xn  i  numeri  tali  che  per  |*|  >  xx ,  \x\  >  x% . . .  \x\  >  xn)  sia 

n 


\yn  -  4.1  <  — 

n 

Queste  disuguaglianze  saranno  tutte  verificate  nel  più  piccolo  e 
degli  intorni  cl}  c2, . .  c„  (o  per  \x\  >  #',  essendo  x'  il  più  grande  dei 
numeri  xu  x2... x„). 

Osservando  che 

\}\  +yt  +  .  .  +>'n  —  (A  +  A  +  . .  ln)\ 

<  \j\  —  Al  +  \y%  —  Al  + .  •  •  + 1>  —  '"I, # 

avremo 

\j?i  +>'«  +  ...  +>  —  (A  +  A  +  •  ■  +  /•.)!  <  » 

pei  punti  dell'  intorno  e  (o  per  \x\  >  #)  e  perciò 

lira  (yx  +yt  +  . .  +  >)  =  A  +  A  +  ••  +  A 

=  lim^!  +  lim^s  +  . . .  +  lim^„. 

Abbiamo  per  semplicità  fatta  la  dimostrazione  per  una  vera  e 
propria  somma,  ma  si  intende,  ricordando  l'osservazione  fatta  al  prin- 
c  )io  del  numero  precedente,  come  il  teorema  valga  per  una  somma 
fl     ebrica.  Così,  ad  es.  abbiamo 

lim  (yx  —  yj  =  lim  [yx  +  (— y2)\  =  \imyx  -I-  lim  (— yt) 

=  \imyl  —  lim^v 
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Notiamo  che  la  dimostrazione  che  abbiamo  e 
lida  quando  il  numero  n  delle  quantità  y  non  sii 
tal  numero  vada  crescendo  indefinitamente  a  mis 
dna  ad  a  (o  a  misura  che  *  cresce  indenni!  amenti 
caso  non  possiamo  più  stabilire  le  disuguagliane 
l'ampiezza  degli  intorni  cl}  ct, ,  .c„,  pur  mantenen 
potrà  andare  impiccolendo  al  crescere  di  n  in  ni 
vene  uno  e  minore  di  tutti  gli  altri  (o  i  nume 
Iranno  crescere  in  modo  da  non  esservene  uno  x 

Si  riscontra  poi  con  molti  casi  particolari  et 
teorema  non  ha  più  luogo. 

aa.  //  limite  del  prodotto  di  più  quantità  (it 
che  hanno  limite  finito,  é  uguale  al  prodotto  dei 
tìtà  stesse. 

Cominciamo  a  dimostrare  il  teorema  pel  cai 
due  quantità  yx  ,yt. 

Siano  /, ,  /,  i  limiti  di  j>,  ,yt  per  x  =  a. 

Posto  yt=Ix  +  «i  ,ys  =zlt  +  <*r,  ove  «( ,  «,  hi 
abbiamo 

>,*=(/,  +  «,>('■->-«■) 

dalla  quale 

io         i^.-v,i<i«;ii/,i+ni/,i+i< 

Ora,  poiché  a,  ha  per  limite  zero,  dato  a,  e 
dia 

(2)  Kll'tl<f- 

Per  la  stessa  ragione  esiste  un  intorno  ct  n 

(3)  wm<|. 

e  due  intorni  c'3ì  c"3  nei  quali  rispettivamente 
VS  \  :« 


rr**r- 


i    •"■ 
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e  quindi  nel  più  piccolo  di  questi  due  intorni,  che  indicheremo  con 
£3,  sono  verificate  insieme  le  due  precedenti  disuguaglianze  il  cui 
prodotto  ci  da 


(4) 


l«il  W  <  3-. 


Nel  più  piccolo  dei  tre  intorni  cl}  c2,  c3  che  indicheremo  con  e 
saranno  adunque  verificate  le  tre  disuguaglianze  (2),  (3),  (4)  e  perciò 

Avuto  riguardo  alla  (1),  vediamo  così,  come,  dato  a,  esista  un 
intorno  e  pei  punti  del  quale 

bi  y*  — 1\  '«I  <  *, 

cioè 

lim  yxyt  =  lx  l%  =  \imyl  \imyìy 

come  volevasi  dimostrare. 

Sono  ovvie  le  modificazioni  da  introdursi  nella  dimostrazione 
quando  si  cerchi  il  limite  per  x  crescente  indefinitamente.  Sicché 
avremo  in  ogni  caso 

lim  (yiyt)  =  lim^  lim^. 

Dimostrato  così  il  teorema  pel  prodotto  di  due .  quantità  lo  si 
estende  facilmente  al  prodotto  di  più  quantità.  Infatti,  applicando  il 
teorema  dimostrato,  avremo 

lim  (yxy%y3)  =    lim  [{yxyt)  .y3\  =  lim  (yxyt)  \ìmy3 

=    lim yx  lim  y%  lim^3, 
lim  (ylyiy3yi)=    lim  {yxytyz)  \\myA 

m 

=    \imyl  limyt  \imyz  \\myi 

e  così  di  seguito. 

Notiamo  anche  qui  che  il  teorema  può  cessare  di  essere  vero  pel 
caso  di  un  prodotto  di  un  numero  illimitato  di  fattori,  o  che  vada 
crescendo  indefinitamente,  quando  x  si  avvicina  ad  a  o  cresce  indefi- 
nitamente. 

23.  //  limite  del  quoziente  di  due  quantità  che  hanno  limiti  fi- 
itiy  dei  quali  sia  diverso  da  {ero  quello  del  divisore,  è  uguale  al  quo- 
ente  dei  limiti. 


"*•:>•• 


vfl 


•-$ 


•    ••« 


t  s 
». 
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Si  cerchi  il  limite  del  quoziente  — — ,  e  si  si 

V 

zero.  Osserviamo  che  allora  esisterà  certamente 
a  per  tutti  i  punti  del  quale  sarà  y%  diverso  da  ; 
preso  u  <  |/,|,  non  esisterebbe  un  intorno  pei  pi 
sempre  \yx  —  /,|  <  e,  perchè  in  qualunque  intorni 
dei  punti  nei  quali  la  differenti  \yt  —  /t|  si   rid 

l-4l>»- 

Supponiamo  adunque  dì  considerare  un  intei 
a,  e  tale  che  nei  punti  di  esso  v,  sia  sempre  di 
tiamoci  dalla  forinola 


y. 

'.  +  «■ 

',  +  ', 

/, 

«,  ;,  —  »,  ;, 

1, 

1,(1,  +  ",) 

4 

1      l«,4-«.4l 

I, 

1      141  14  +  «.1 

«,', 

i<i«.im+wi. 

K4- 

avremo  ancora 

ni  |A_i|<WJM+Ni 

1  \y,      41  -     I4II4  +  «J 

Ora  esiste-  un  intorno  ct  di  a  nel  quale  1*,|  <  A 
positivo  <  |/,|,  e  quindi  ancora  — |«,|  >  —  fi,  \lt 
poiché 

|4  +  «.I>I4I-H, 

avremo  altresì 

ed  in  virtù  della  (1)  avremo 

I A  _  _4J  ..  I«.l  l'ai  +  I-I  1 

I*     '.  I      w(i4i-*: 

ossia 

m  I-'.       4 1  „      Kl  141      ,      Kl 

'  U       ',P  141  (141-*)  + 141(1', 

la  quale  é  dunque  verificata  pei  punti  dell' intor 


Ora  esistono  due  intorni  c„  ct  di  a  pei  quali  si  ha  rispettivamente 

,„,     HW-»)  »     ,,,  ,  141(141-*)  » 

ossia 

,...  hi  HI      f  <•        hi  141      ,  » 

1  141  (141-*)  ^  2  '  141  (141-'")     2' 

Nel  più  piccolo  dei  tre  intorni  cn  cn  c3  saranno  verificate  le  tre  di- 
suguaglianze (2),  (3)  dalle  quali  i 

\2i 


cioè 


I*        4I<0 

>1  'l  li™»'] 

lim  £*-  =  -^-  =  ■,.         , 
*=a  /i         '(         lira  A 

come  dovevasi  dimostrare. 

Si  intende  poi  come  debba  modificarsi  la  dimostrazione  quando 
si  cerca  il  limite  per  x  crescente  indennità  mente. 

34.  Se  pei  valori  di  x  che  occorre  considerare  è 
v     >■<« 
e  lim  v  :=  lim  u  =  l,  sarà  ancora  lim  y  =  l. 

Infatti  avremo 
(1)  jy  =  v  +  €(u-v) 

dove  e  indica  una  quantità   variabile  con  x  ma  sempre  compresa  tra 
Ì  numeri  zero  ed  uno  (0  ed  1  esclusi). 

Ora  poiché  |e|<l,  sarà  \t(u  —  o)|<|«  —  «|,  ma  lim(«  —  v)  = 
lim  w  —  lira  o  =  o,  quindi,  dato  a,  \u  —  v\  potrà  rendersi  <  o,  e  quindi 
ancora  |e(w  —  f)|<u,cÌoè  lim  [t(u — »)j  =  0. 

Allora  la  (1)  ci  dà 

lim_v  =  lim  v  +  lim  [t(«  —  p)j  =  limu=  /, 
come  volevasi  dimostrare, 

2$.  Se  y  è  una  quantità  che  cresce  continuamente,  0  almeno  non 
i  :resce  mai,  mantenendosi  però  minore  di  un  certo  numero  fisso, 
1  andò  x  converge  ad  a  (o  quando  x  cresce  indefinitamente),  essa  ha 
1  .'  limite  finito  e  determinato. 


T  *  JV, 


i*-r?VA 


30 

Infatti  allora  tutti  i  numeri  razionali  potranno  collocarsi  in  due 
classi.  Nella  prima  quelli  che  possono  essere  superati  da  valori  di  y} 
e  se  un  numero  vi  appartiene  vi  appartengono  pure  tutti  i  minori  di 
esso.  Nella  seconda  quelli  che  non  possono  essere  superati  da  alcun 
valore  di  y  e  se  un  numero  vi  appartiene  vi  appartengono  pure  tutti 
i  maggiori  di  esso.  Ora  queste  due  classi  di  numeri  razionali  costi- 
tuiscono una  ripartizione  di  Dedekind,  che  definisce  un  numero  /,  che 
dico  essere  il  limite  dei  valori  di  y.  Infatti,  dato  a,  tra  le  l — a  vi 
saranno  dei  numeri  della  prima  classe,  e  quindi  certamente  un  valore 
yx  di  y9  corrispondente  ad  x  =  xx.  Allora  avremo,  non  solo  yi>  I  —  <*, 
ma  ancora,  poiché  y  non  decresce,  /  >y  >  /  —  o  ossia  /  — y  <C  a,  in- 
dicando in  quest'  ultima  formola  con  y  i  valori  di  y  corrispondenti 
ai  punti  dell'  intorno  (xì9  a)  (ovvero  i  valori  di^  corrispondenti  a  va- 
lori  |*!  >  #,)  ;  il  che  esprime  che 

lim  y  =  l  (ovvero  lini  y  =  l), 

come  volevasi  dimostrare. 

In  modo  completamente  analogo  si  dimostrerebbe  che: 
Se  y  è  una  quantità  che  decresce   continuamente,   o   almeno   non 
cresce  mai,  mantenendosi  però  maggiore  di  un  numero  fisso,   quando 
x  converge  ad  a  (0  quando  x  cresce  indefinitamente),   essa  ha  un    li- 
mite finito  e  determinato. 

26.  La  condizione  necessaria  è  sufficiente  affinchè  y(x)  abbia  per  x  =  a 
un  limite  determinato  e  finito  è  che,  dato  a,  esista  un  intorno  di  a 
tale  che  pei  punti  x',  x"  di  essso  la  al  solito  al  più  escluso)  sia 

\y  (x'j  -  y(x")|  <  a. 

La  condizione  è  necessaria. 

Supposto,  infatti,  y(x)  abbia  un  limite  /,  dato  a,  esiste  un  intorno 
di  a  pei  punti  del  quale  è 

ix*)-'i<|-. 

Siano  x\  x"  punti  qualunque  di  questo  intorno;  avremo 

dalle  quali  si  ricava 

La  condizione  è  sufficiente. 


*?" 


Ut* 


:■  v,i 
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Infatti,  attribuiamo  ogni  numero  razionale  b  ad  una  classe  Ax  se 
esiste  un  corrispondente  intorno  del  punto  a,  pei  punti  x  del  quale  sia 
y{x)>  b,  e  ogni  numero  razionale  minore  di  b  apparterrà  pure  alla 
classe  AY.  Attribuiamo  il  numero  b  ad  una  classe  At,  se  esiste  un 
corrispondente  intorno  del  punto  a,  pei  punti  x  del  quale  sia^(#)  <  b, 
e  ogni  numero  razionale  maggiore  di  b  apparterrà  pure  alla  classe  A%. 
Tutti  i  numeri  razionali,  eccetto  al  più  uno  solo,  trovano  luogo  o 
nella  classe  Ax  o  nella  classe  Au  cioè,  non  può  esistere  che  un  solo 
numero  razionale  a  tale  che,  per  quanto  piccolo  si  prenda  un  intorno 
del  punto  a,  vi  siano  sempre  in  esso  dei  punti  xl  ove  y{xx)^>^  e 
dei  punti  xt  ove  y(xt)  <  a.  Se  esistessero  due  tali  numeri  0 ,  a,  e  fosse 
?  >  a,  prendiamo  a  <  0  —  a,  ed  allora,  per  quanto  piccolo  si  possa 
pensare  un  intorno  di  a,  vi  sarebbe  sempre  in  esso  un  punto  xx  ove 

Àxi)  >  &  e  uno  x*  ove  a  >X**)>  di  guisa  che  avremo  y(xx)  — y.x^)  > 
cj  —  a  >  <7.  Non  esisterebbe  dunque  alcun  intorno  di  a,  pei  punti  x\ 
x"  del  quale  sia  \y(x)  — /(*")l  < <7,  mentre  invece  abbiamo  supposto 
l'esistenza  d'un  tale  intorno. 

La  decomposizione  (Ax  ,  A%)  è  adunque  una  decomposizione  di 
Dedekind,  e  il  numero  /,  che  essa  definisce,  è  appunto  il  limite  di 
y(x)  per  x  =  a.  Basta  perciò  osservare  come,  dato  a,  esistano  numeri 
razionali  bu  bt  tali  che  /  —  bx<o,  b2  —  /  <  s  e  a  questi  numeri  cor- 
rispondono intorni  cìy  ct  di  a  nei  quali  è  rispettivamente  y(x)  >  bu 
y(x)<.bt,  cosichè  in  questi  intorni  avremo  /  — y(x)  <  o,  y(x)  —  /<  3" 
rispettivamente.  Se  ne  conchiude  l' esistenza  di  un  intorno  del  punto 
j,  pei  punti  x  del  quale  è 

/  —  <j  <y  (*)</+  a        ossia  \y(x)  — l\  <  a, 

il  che  appunto  dice  che  lim  y(x)  =  l. 

Sono  evidenti  le  semplici  modificazioni  da  introdursi  nella  pre- 
cedente dimostrazione  per  dimostrare  quest'altro  teorema  analogo: 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè,  per  x  crescente  in- 
definitamente comunque  o  in  modo  determinato,  per  es;  passando  x 
pei  punti  d*  un  gruppo  G,  la  y(x)  abbia  limite  finito  è  che,  dato  ?, 
esista  un  numero  xx  tale  che,  per  tutte  le  coppie  x' ,  x"  di  valori,  che 
dobbiamo  considerare,  e  maggiori  numericamente  di  x„  sia 

ossia,  che  esista  un  intorno  del  punto  all'infinito,  pei  punti  x\  x"  del 
quale,  tra  quelli  che  dobbiamo  considerare,  sia  verificata  la  prece- 
dente disuguaglianza. 


v's 


.ai 


'* 

V 


-v 


Esempi  di  effettiva  detekminaz; 

37.  I  teoremi  precedenti  e  la  conosce: 
espressioni  semplici,  come 

lim    #'"  =  +  00  (m  >  0)  ,  lim     - 
lim  — —  x(m>Q)  ,  lim 

e  simili,  giovano  per  la  determinazione  del  limite  di  date  espressÌor: 
Passiamo  a  dare  alcuni  esempi. 

1)  Lim  -^— . 

'  J=B    1  +  x 

X  1 

Osservando  che  - =  —   ed    applicando    opportur 

mente  i  teoremi  dimostrati  precedentemente,  abbiamo 

~,+*   'm'-T    Hl+i) 


2) 

Abbiamo 

4x*  +  3**  +  1 


ed  inoltre 


lim  (4 +  —  +  —)  = 

x=»  V  X  X*) 


f5_l+4W 


lim 


xl 


2  \ 


4  -f  lim  —  +  lim  — 
x  xì 

4  +  0  +  0  =  4, 

1  -> 

5  —  lim  — z  +  lim  -^ 


x* 


x* 


=  5  —  0  +  0  =  5, 


così  che 


») 


i*3  +  3*-'  +  1 


x:. oo     tX*    — "  X  +  <w 


,im(4  +  T  +  Ì) 

lfa(5-i+l) 


sen# 


Lim 
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Descrivasi  un  circolo 
MAM'  di  centro  0  e  di 
raggio  uguale  alla  unità, 
prendasi  arco  AM  =  #, 
cosichè  MP  =  sen  #,  e 
arco  AM'  =  arco  AM  =  #; 
si  conducano  in  M,  M' le 
tangenti  MT,  M'T  al  cir- 
colo ;  avremo  MT  =  MT 

=  tg*. 


38? 


•l'i 


-  4    -i 


.'  7 


'fi 


D*  altra  parte  sappiamo  che 

MM'  <  arco  MAM'  <  MT  +  TM' 


ossia 


2  sen  x  <  2x  ^  2  tg  # ,        sen  a*  <  #< 


sen* 


cos# 


1<- 


sen* 


1 


COS# 


3 


e  questa  relazione  ha  luogo  per  quanto  si  faccia  impiccolire*  (escluso   il 
valore  #=0).  Ma,  essendo  cosjt  funzione  continua  (V.  n."seg.  28),  è 

1  x 

limcos*=l,  e  quindi  lim >=1.  Perciò varia,  a  partire 

T=u  i=o  cosat  penar 

da  un  certo  valore  di  x  e  pel  successivo  impiccolire  di  x.  in  guisa  da 

essere  compreso   tra  l'unità  e  la   quantità ,  che  ha  per  limite 

l'unità.   In  virtù  del  teorema  al  n.  24  abbiamo  quindi 

lim —  1,  e  perciò  anche  lim =  1, 

■j -i,  sen  x  *  ;r=)      x 

sen  nix 
4)  Lim . 

Abbiamo 


:  quindi 


Qui  giova  ad  x  sostituire  un  altra  variabile  ponendo  {  =  — ,  in 

guisa  che,  quando  x  cresce  indefinitamente,  {  converga  a  zero.  Avremo 
perciò 


lim  x  sen  —  =  lim  —  sen  {  =  a  lini 


sen^ 


6)  Um    iVx  +  a~\U). 

Osserviamo  che 

v—    y-..  C\'»  +  .-V«)(V^7+V^  

v*+»+v«  v«  +  «+v-' 

e  che  il  denominatore  \'x  +  a  +\/x   può  divenire  maggiore  di  qus 
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B2 
lunque   numero   B,    pei    valori  x  >  x\    dove  x  >  — — ,  perchè  allora 

4 


2\/x>  B,  2V*  >B,eV*  +  «  +  V*>  2V*>  B- 

Allora,  dato  a=       ,  abbiamo  — —  <  ff    pei    valori 


.r  ;>  #',  cioè  lim 


1 


=+*  \/a  +  x  +\/x 


—  ==(),  e  perciò 


1 


lim  (\/x  +  a  —  \/  x)  =  a  lim  ■ — — 


=  0. 


7) 


Lim  (V*(tf  +  *)  —  *) 

JC=>f-oo 


Abbiamo 


\x(a  +  x)  —  x 


(  V#0*  +  x)  —  x)  (\/x(a  +  x)  +  x) 


yx{a  +  x)  +  x 
x{a  +  x)  —  x%   a x 


\/x(a  +  x)  +  x         \/x{a  +  x)  +  x  j  a_  ,l  +  ì 

V  x 


Osserviamo  ora  che 


v: 


+  1-1 


# 


+  1  +  s.-'  = 


=tf(W-,=£ 


a 


cosichè,  dato  a,  basterà  prendere  x  >  — -  per  avere,  quando  x  >  x} 
*  >  é  C  qUÌndÌ  Ì^a' 


V 


#  # 

_+!_!<_<,; 


cioè 


lim  V/—  +  1  =  1. 

=+*  V  * 


Quindi  avremo 


lim  (V*(*  +  *  —  x)  = 


lim  \/— +1  +  1 

x^-tooV   A* 


3r> 


t  •    /  1  2         3  *  \ 


quando  #  cresce  indefinitameate  per  valori,  che,  per  la  natura  stessa 
della  espressione  della  quale  si  cerca  il  limite,  devono  essere  interi 
e  positivi. 

Ciascun  termine  della  nostra  espressione  ha  per  limite  zero  al 
crescere  di  x,  ma,  poiché  il  numero  di  essi  cresce  indefinitamente  al 
crescere  di  #,  non  possiamo  applicare  il  teorema  al  n.  21. 

Per  calcolare  il  limite  richiesto,  osserviamo  che 

x1        x*  x2         x*  x*  2 

_  J_        1 


e  quindi 


X2 

r  x*  ^"^   *J-llUA\ 

1      ..    1       1 

=  -     -4-  lim  — -  —  — - -. 

<  ~ 

Questo   risultato    ci    mostra  che    effettivamente,  in  questo   caso, 
l'applicazione  del  teorema  al  n.  21  ci  avrebbe  condotto  ad   un    er- 
rore, perchè  qui,  il  limite   della  somma  è  — ,  mentre  che  la  somma 
dei  limiti  dei  termini  è  Oh  0  +  0  +  0  -f- . .  —  0. 
0)  Lim 


=  0  +  t)' 


Cominciamo  dal  cercare   il   limite  quando    x  cresce   indefinita- 
mente assumendo  valori  interi  e  positivi  1,  2,  li,...  ny  . 
Nella  identità  {m  intero  e  positivo) 

.  =  am  +  a"1-1  b  +  a™-*  **  +  ..  +  abm~l  +  bw 

a  —  b 

supponiamo  a,  b  positivi  e  a>  b.  Avremo  allora 

a»'  * l  —  bm+l 

j <  am  +  am  -f  . .  +  a1" 

a  —  b 


:n 


ossia 


<(w  -4-  l)am, 


a  —  b 
dalla  quale 

(1)  .         a>»\a  —  (m  +  \){a  —  b)\  <  *-+l. 

Poniamo    in   questa   formola  a=z\  +  — ,b  =  1  4- ,  es- 

m  m  -+-  1 

sendo  così  a^>b\  avremo 

('^r<('+^r. 

la  qual  formola  ci  mostra  che  la  quantità  (Ih ) 

quando  x  cresce  per  valori  interi  e  positivi. 
Poniamo  ora  nella  formola  (1) 


cresce   con    x 


=  1+  —-,  b=l    m=zr 

Or  7 


essendo  r  un  numero  intero  e  positivo  ;  è  a  >  b  ed  avremo 


t('  +  Ì)' 


<1 


ossia 


(1  +  è-)<2' 

dalla  quale  ancora 
e,  poiché,  per  la  (2), 


(i  +  -2èr)r-<(1  +  ì)<4' 

i    diamo  che   la  quantità  11  h )  ,    per  quanto  x  cresca  assumendo 

i    lori  interi  positivi  pari  o  dispari,  si   mantiene  sempre    minore  del 
i    mero  quattro. 


■0  +  v)- 


che    cresce    continuamente,   quando 

umeri  interi  e  positivi,  mantenendosi  però  sempre  in- 
ero  quattro,  in  virtù  del  teorema  al  n.  25,   ha  un  li- 
ito  e  finito  che  indicheremo  con  e. 
e  può  calcolarsi  con  approssimazione,  grande   quanto 
ante  le  formo  le 

+  t)=« 0^)"=«- 

i5ó)""=3'™ (1+T5»)'"  =  2'713'- 

dremo  in  seguito,  pel  calcolo  del  numero  e  si  adopera 
sso,  col  quale  si  arriva  agevolmente  ad  un  valore  più 
el  numero  e.  Si  trova  in  tal  guisa: 

e  =  2,71828182845tì045....    . 

ora  crescere  x  assumendo  tutti  i  valori  positivi.  In  qua- 

i  grandezza  per  x,  avremo  sempre 

P<*<p+  1, 
I-  1   due   interi   consecutivi,   che   cresceranno   cori    x. 
i,  in  conseguenza, 

1  y-i1 


^<(>-t)*<('  +  7)'(1  +  7) 

p  +  l 

mo 

.('+7ÌTr  =  's(-7)'=" 
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per  cui  il  primo  e  terzo  membro   della  disuguaglianza  (1)  hanno  lo 
stesso  limite  e.  In  virtù  del  teorema  al  n.  25  avremo  quindi  ancora 


lim(l +  —)*=«. 


Facciamo  ora  crescere  x  per  numeri  negativi.  Poiché  x  è  desti- 
nata a  crescere  indefinitamente  in  valore  assoluto  possiamo  già  sup- 

1                                /         1  \x 
porla  tale  che    1  -\ >  0,  cosicché  la  (  1  -\ J  avrà  un  valore  pie- 

X  y  X  / 

namente  conosciuto  e  determinato  pei  valori  di  x  che  prenderemo  a 
considerare.  Posto  allora  x  —  —  x\  avremo 


lim  (l  4-  —)"  =  lim  (l  -  -X"'  =  lira  (f_l_)*' 

= lim  (*  7-t *  )"  =  lim  (l  +  7=t)' 

=  lim  (l  +  -^^(l  +  ■7^T)  =  e.  1 


=  e. 
Dunque  comunque  cresca  x  abbiamo  sempre 


im  (  1  H )  =e. 

=  *>  \  X  / 


lim 

.r 


La  funzione  esponenziale  che  più  viene  usata  nell'analisi  è  quella 
la  cui  base  è  il  numero  e,  cioè  la  e*  e  i  logaritmi  che  più  vengono 
usati  nell'  analisi  sono  i  corrispondenti  logaritmi  a  base  e.  Questi  lo- 
garitmi, che  noi  indicheremo  con  log  x,  senza  designazione  della 
base,  si  chiamano  Neperiani  o  naturali  o  iperbolici.  Nelle  applica- 
zioni si  usano  invece  i  logaritmi  a  base  10,  e  questi  si  chiamano 
logaritmi  volgari  o  di  Brigg. 


Continuità  e  discontinuità  delle  funzioni. 

28.  Se  si  presenta  una  funzione  plurivalente  nei  nostri  calcoli, 
]  stremo  supporre  che,  con  opportune  convenzioni,  si  riesca  a  stac- 
i    re  dall'  insieme  dei  valori,  che  la  funzione  possiede  corrisponden- 


ET 


s- 


l 
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temente  ai  singoli  valori  della  variabile  indipendente  *,  che  vengono 
considerati,  una  successione  di  valori  univalente  per  quei  valori  della  *, 

t  o,  come  suol  dirsi,  un  ramo  univalente  della  funzione  stessa. 

f'  Sia  ora  y  =/(*)  funzione  univalente  finita  in  un  intorno  del  punto 

r  #,  o  ramo  univalente  di  una  funzione  a  più  valori.  Ove   non    venga 

avvertito  il  contrario,  converremo,  d'ora  innanzi,  di  considerare  sempre 
funzioni  univalenti  o  rami  di  funzioni  univalenti,  quando  diciamo 
che  v  è  una  funzione  di  x. 

La  f(x)  dicesi  continua  nel  putito  a,  ove  ha  il  valore  f(a),  quando, 
assegnato  a,  esiste  un  corrispondente  intorno,  per  tutti  i  punti  x  del 

■/■  quale  è 

ì  I/O) -/(«)!<*, 

[.  ossia,  in  altre  parole,  quando 

». 

f.  lim /(>)  =/(<*),  o  lim  [  /(*)  -/(*)]  —  o, 

od  anche 

t:  lim  /(#  -*-  h)  =/(a). 

Esempi 

1)  La  funzione  /(*):=  A*"1  (m  intero  positivo),  è  continua  per  qua- 
lunque valore  di  #,  giacché  abbiamo 

lim  f[x  +  h)  =  lim  A(*  +  //)'"  =  A  lim  (*»  +  h  x>»-1  +  . . .  +  Aw) 

=  A  *,M  =/(*). 
Da  ciò  si  deduce  che  qualunque  funzione  razionale  intera 
f(x)  =  tfj  a:"'  -f  ax  a"'-1  +  . . .  +  am-x  x  +  am 

è  continua  per  ogni  valore  di  #,  giacché  abbiamo 

lim/t*  +  h)  =  lim  |* ,  (*  +  A)»'  +  «  !  (*  +  A)1*-1  +  ...  +  am.  .x  (x  +  //)  +  **[ 

—  a}  xm  +  *i  #w_l  +  . .  +  am    xx  +  am  = /(■*"). 

2)  Le  funzioni  sen  x,  cos  *  sono  continue  per  qualunque  valore  a  di  .v. 


--  ^,j  *"• 


Per 

provarlo 

osserviamo  che 

[sen* — 

seno]  = 

2  sen 

x —  a 

— z — cos 

x+  a 

■z 

<• 

1       x 

sen— 

2 

a 

<!* 

-«| 

*  poiché 

dato   e 

nell 

intorno 

a  —  a, 

,.+ 

o)    di 

a 

è 

V- 

a\< 

avremo,  pei  punti  *  di  quest'intorno, 

|sen  x  —  sen  a\  <  e, 

cioè  sen  x  è  continua  nel  punto  a. 
Usando  la  formola 


si  dimostra,  allo  stesso  modo,  la  continuità  di  cos*. 

La  funzione  tg  x  = è  continua  per  tutti  i  valori  di  x,  come 

cos*  r 

si  potrebbe  subito  dimostrare,  fuori  che  pei  valori  di  x,  multipli  di- 
spari di  —,  pei  quali,  annullandosi  cos  *,   la   funzione   definita  come 

non  ha  alcun  significato.  Per  tali  punti  abbiamo 

cos*  r 

lim  tg  #=+_»,  lim  tg  x  :=  +_  x ,.... 

3)  Dimostriamo  ora  che  la  funzione  a"  è  continua  per  qualunque 
valore  di  *,  cioè  che 

lim  / 1  n«'  ,  ovvero    lim    (aFi  —  a*)  =  0, 

o  ciò  che  è  lo  stesso,  posto  xl  =  x  +  h,  che 

lim  (a*  +  *  —  a*)  —  lim  ««(a*  — 1)  =  a* lim  (a"  —  1)  =  0. 

Basterà  quindi  dimostrare  che  lim  {a" — 1)  =  0,  cioè  che  la  fun- 

z.   ne  a"  è  continua  per  x=z  0.  Proviamo  adunque  che  lim  «*  =  au  =  1. 


w 
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Sia  a  >  1 .  Dato  a,  possiamo  determinare  un  numero  intero  e  posi- 


tivo m  tale  che  sia  a  m  <  1  +  a  ;  ciò  ricavasi  dalla  formola 


dalla  quale 


tn(tn  —  1)     , 

lata/ 


(1  +  <7)'n  >  1  +  /«7  ; 


basta  prendere  w  tale  che  sia  1  +  m?>  a,  il  che  si  ottiene  sew> 


*—  1 


Allora  abbiamo  (1  -f  s)m  >  *,  a  m  <  1  -+-  a,  e,  pei  valori  #  dell'intorno 

(  0,  —  1  del  punto  zero,  essendo  a*  <  a  m  ,  avremo  ancora  a*  <  1  +  ^, 
<**" —  1  <a;  dunque,  se  <*>  1, 


lim     ar  =  1. 


Posto  poi  x  =  —  #1?  con  #,  positivo,  avremo: 


lim    £**=    lim 


Cosichè  se  *  >  1,  si  ha  lim  <r*=  1. 

Se  a  <  1,  porremo  b  =  — ,  ed  allora  b  >  1,  e  a*—  — ; 


lim  <f  =  lim  -j- 

a;—0  x  =  0  O" 


Dunque  in  ogni  caso 


lim  ar 

.v=0 


— /.O  — 


1. 


La  funzione  ar  è  quindi  continua  per  ogni  valore  di  x. 

4)  Sia  y  =y(x)  funzione  univalente  di  x  in  un  intervallo  (a ,  b)  ; 
ai  valori  di  ^  corrisponderanno  i  punti  di  un  intervallo  (e ,  d)  ed  i 
modo,   che  ad   ogni   punto   di  (a ,  £)  corrisponderà  un  solo   punti 
di  (c,d).  Supponiamo  che,  inversamente,  anche  ad  ogni  punto  di  (c,d 
corrisponda   un  solo   punto  di  (a ,  b\  cosichè  la  x  si  possa  assumer 


I 


come    funzione  uni  valente  x  =  x(y)  di    y  in  (c,d).  Questa  funzione 
dicesi  allora  la  funzione  inversa  di  ^  =  ^(3*). 

Ora:  S*  la  y  =  y(x)  è  funzione  continua  di  x  i«  (a,b),  5ari  /<* 
inversa  x=r=x(y)  funzione  continua  di  y  in  (c,d). 

Sia  y  =y  (x)  un  punto  qualunque  di  (e ,  d)  e  x  =  x (y')  il  suo 
corrispondente  in  (a ,  b\  La  *(.?)  è  continua  in  y\  Per  provarlo,  di- 
mostremo  come,  dato  a,  esiste  un  intorno  k  di  y  tale  che  per  tutti 
i  punti/  di  esso  sarà  \x(y)  —  x(y')\  <a,  ossia  \x  —  #'<ff;  e  si 
scorge  facilmente  che  perciò  basterà  provare  come,  preso  un  intorno 
(•*'  —  or',  x'  H-  o')  di  x\  dove  a'  <  (7,  esiste  un  intorno  >fc  di  y'  in  (r  ,  d) 
tale  che  ai  suoi  punti  corrispondono  punti  in  {a ,  b)  appartenenti  solo 
all'intervallo  (x  —  a\  x  -f  ^').  Ma,  ove  ciò  non  fosse,  si  cadrebbe  in 
contraddizione. 

Invero,  allora,  per  quanto  piccolo  si  pensasse  un  intorno  di  y\ 
vi  dovrebbe  sempre  essere  in  esso  almeno  un  punto  y  tale  che,  pel 
corrispondente  #,  risultasse  \x  —  x\>o\  Ma  allora  negli  intorni 
ci7  ct»  cz>  '  •  •  cni  •  •  •  di  y,  le  cui  ampiezze  cu  ct...  supponiamo  inde- 
finitamente decrescenti,  vi  saranno  in  ognuno  i  punti  ^1,  jv8, . . .  jv„  . . . 
tali  che  pei  corrispondenti  xly  xt...  xn  ...  è  [#,  —  x'\  >  a,  \xt  —  x'\  >  a,.. 

Questi  punti  xXJ  xt,  x3r..  ammetteranno  un  punto  limite  x"  ap- 
partenente all'intervallo  (a  ,£),  ed  essendo  certamente  \x — #"|>a', 
i  due  punti  x\  x"  non  coincidono.  Sia  y*  il  punto  di  (e ,  d)  che  cor- 
risponde ad  x".  In  x"  la  y  =y(x)  è  continua,  quindi,  assegnato  i  1  nu- 
mero e  positivo  comunque  piccolo,  esisterà  un  m  tale  che  per  n">m 

e  e 

è  \A*n)—À*')\<-2   ossia  1-7*—  f\  <2~5  ed   un   w'    tale    che  Per 

e  e 

«>*»'  è  £»<-^-,  e  quindi  ancora  \yn — y'\  <  — ,   e   perciò    altresì 

un  iwx   tale   che  per  n>mì  è  |^«—  y|  <— ,  !/»  —  XI  <-?i  dalle 

quali  si  trae  \y' — y"\  <e,  il  che  prova  che  y  =y".  Ma  allora,  con- 
trariamente a  quanto  fu  supposto,  all'  unico  punto  y  di  (e ,  d)  corri- 
sponderebbero in  (a ,  b)  i  due  punti  distinti  x\  x\ 

In  virtù  di  questa  proposizione,  dalla  continuità  delle  funzioni 
sen  x,  tg  X)  a*y  si  deduce  la  continuità  delle  loro  inverse  are  sen  x7 
a    tg*,  Ioga*. 

29.  Sia  a  un  punto  interno  all'  intervallo  nel  quale  supponiamo 
s     data  la  funzione  finita  /(#).  Quando  uno  dei  due  limiti  lim  f(x\ 

.Crr. a4-0 
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» 


lim    f{x)  o  tutti  e  due  non  sono  determinati,  o  essendo  determinati 

sono  differenti,  o  essendo  uguali  differiscono  da  f{a\  la  funzione  f(x) 
dicesi  discontinua  nel  punto  ay  che  è  così  un  punto  di  discontinuità 
della  /(*). 

Ponendo  mente  alle  diverse  cause  per  cui  una  funzione  può  di- 
venire discontinua  troviamo  adunque  che: 

1)  Una  funzione  può  divenire  discontinua   in  a  perchè   lim  f(x) 

=  lim  f{x)  =  A  ed  A  è  diverso  da  f(x).  Si  vede  che  la  funzione  può 

x=a— 0 

rendersi  continua  cambiando  il  valore  della  funzione  nel  punto  ay 
cioè  prendendo  /(a)  =  A.  La  discontinuità  che  consideriamo  è  così 
di  quelle  che  possono  togliersi  mutando  il  valore  della  funzione  in 
un  punto. 

Esempio.  —  La  funzione  che  per  x  diverso  da  a  è 


f(x)  =  (x  —  a)  sen  - 


1 


x  —  a 


e  per  x  =  a    è    uguale  ad    uno}  f\a)  =  1.  Qui  abbiamo  lim    f{x)  = 
lim  f{x)  i=  0  (Vedi  n.  13),  quindi  la  funzione  è  discontinua  in  a.  Ma 

x=a— o 

se  prendiamo  {ero  come  valore  della  funzione  nel  punto  a,  cioè 
se  stabiliamo  che  debba  essere  f(a)  =  0,  la  discontinuità  è  tolta,  e  la 
funzione  è  continua  nel  punto  a. 

2)  Può  avvenire  che  sia    lim    f(x)  =  A,     lim    f(x)  =  A,  ed  A 

od  Al  o  tutte  due  diverse  da  f(à).  In  questo  caso  si  dice  che  la  fun- 
zione ha  nel  punto  a  una  discontinuità  ordinaria  o  di  prima  specie. 
Esempio.  —  La  funzione  f(x)   che    per   x   diverso    da    a   è 


A*)  = 


ex—a  —  1 


er-«  +  l 


e  per   x  =  a  è   zero,  /(a)  =  0.  Per  essa   abbiamo,  posto  x  —  a  =  /r, 


lim    fKx)  =  lini 

x=a-\-0 


h 


1 


eh 


—  1 


=  lim 


1—  e 


h  =  +  0 


l—e 
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e,  poiché 


avremo 


-  --L  1 

Jim  e    *  =  lim  — -  =  0, 
A  =+o  a=+o  J_ 

eh 


lira    /(*)  —  1. 

Posto  a  —  x  =z  h,  avremo 

i_ 

e      h l 

lim    /(*)=  lim =— 1. 

^    HI 

Essendo   adunque     lim     f(x)  =  1,     lim    f{x)  =  — 1,  /(*)  =  0, 

la  J\x)  ha  una  discontinuità  ordinaria  nel  punto  a. 

3)  Quando  uno  o  tutti  e  due  i  limiti     lim    /(*),     lim    f(x)  non 

sono  determinati,  la  discontinuità  dicesi  di  seconda  specie. 

Esempio.  —  La  funzione  che  per  x  diversa  da  a  èf(x)  =  sen , 

x-a 

e  per  x  =  a  è  {ero,  /(a)  =.  0,  ha  una  discontinuità  di  seconda  specie 

nel  punto  a  perchè  sen non  ha  limite  determinato  per  x=a  -f  0, 

#— a 

e  per  x  =  a  —  0. 

Quando     lim    f(x)  ~f{a),  e    lim    f{x)  -A,  A  diverso  da  f(x) 

ar==a -H»  a  =za — «» 

oppure    lim    f(x)  non  è  determinato  la/(#)  dicesi  continua  alla  destra 

o  anteriormente  e  discontinua  alla  sinistra  o  posteriormente  del  punto  a  ; 
e  la  discontinuità  sarà  ordinaria  o  di  prima  specie  oppure  di  seconda 
specie  secondochè  lim  f(x)  =  A,  oppure  questo  limite  non  è  determi- 
nato. E  analogamente  potremo  avere  continuità  alla  sinistra  e  discon- 
tinuità alla  destra  del  punto  a. 

Se  il  punto  a  è  l'estremo  superiore  (inferiore)  dell'intervallo,  si 
intende  che  potremo  parlare  di  continuità  o  discontinuità  della  fun- 
z  me  in  a  solamente  alla  sinistra  (destra)  del  punto  a. 

È  chiaro  poi  che  se  da  una  parte  del  punto  a  la  funzione  ha 
u  a  discontinuità  ordinaria  questa  potrà  togliersi  mutando  il  valore 
e  Ha  funzione  nel  punto  a. 


E*» 


4(5 


Esercizi 


Dimostrare  che 


1. 


2.  lira 


lim    (V(*  +  a)(x  +  b)  —x)  =  —(a  +  b). 
lim    x  \  1  —  cos  —  )=0.  Si  ponga  —  =  r. 


3. 


4. 


lim    jt*  !  1    —  cos  —  )  =  —  aK 

*=*>         \  x)        2 


lim 


l2  +  22  +  3*  +  . .  -4  a:5 


2^ 

3"' 


quando  x  cresce  indefinitamente  per  numeri  interi  positivi. 
.     ..      /     1  1  1  1  1 

+      l     \  =  L 

T  (x-2)x/        4 
quando  a*  cresce  indefinitamente  per  numeri  interi  positivi. 


-1) 


ti. 


sen  2* 


, .      r  a  a  a  al         sen  S 

lim     cos  a  cos  — -  cos  —  cos  —  . . .  cos  -- 1  = — — - 

L  2  2*         23  2"J  2a 


quando  x  cresce  indefinitamente  per  numeri  interi  positivi. 

a 

sen 

sen  2a  a 


Si  osservi  che  cos  a 


2"-1 


•r ,  COS  —-  = 

2 sena   '         2n 


2sen- 


2» 


/. 


(a  \*  a 

IH )   =  ea  .  Si  faccia  —  =  {. 
x  /  x 


lim 


8.  La  funzione  che  pei    valori    diversi    da   zero   dell'  intervallo 

(—  —  +  h  —  —  e)  è  /(*)  = ,    e    per   x  =  0    e    zero, 

/(0)  =  0,  è  continua  nel  punto  zero  ? 

9.  Dove  e  di  che  specie  sono  le  discontinuità  della  funzione  eh 
pei  valori  razionali  di  x  è  uguale  a  {ero,  e  per  gli  irrazionali  è  ugual 
ad  uno  ? 


inuità  della  funzione  y  =  G  (x),  dove 

o  intero  contenuto  in  x. 

=  0è  uguale  ad  a,  per  * > 0  è 


n-i-)(V*+«) 


,  abbiamo  ?(/)  =  1  per  y  diverso  da 

zero,  e  <p(0)  =  0.  Ciò  posto,  per  quali  valori  di  x  é   discontinua  la 
funzione 

A*)  =  9(«n»iw) 

e  di  qual  natura  sodo  le  discontinuità? 
13.  Se 

quali  sono  e  di  qual  natura  le  discontinuità  della  funzione 
f{x)  =  <p(cos  nr.x)  ? 


II.  Mintesi] 


30.  Di  una  quantità  variabile  che  hi 
che  diviene  infinitesima^  o  che  è  un  in) 
pone  preso  quando  un  altra  quantità  var 
valore  particolare  a,  cioè  per  x  =  a,o  per 
o  per  x  =  +  00 .  Si  osservi  di  non  c< 
piccolissima,  che  possa  anche  per  uso  coi 
infinitamente  piccola,  cotl'infinitesimo,  e. 
è  invece  per  natura  essenzialmente  variabi 
nire  e  mantenersi    in    valore  assoluto  mi 


Due  infinitesimi  a,  B  possono  conve 
in  modo  diverso,  l'uno  avvicinandosi  a  zei 
Cosi  per  *  convergente  a  zero  «  =  x3,  f 
tesimi,  ma  il  secondo  fi  =  x  .  <x  convergi 
primo,  perchè  finisce  per  diventare  una 
cola  x  del  primo.  Questa  considerazione 
loro  gli  infinitesimi  circa  al  modo  di  ( 
gono  a  zero. 

31.  Siano  a.,  B  due  infinitesimi;  supp 
di  a  tale  che  (a  escluso),  o  un  numero  . 
diverso  da  zero.  Allora   avrà   un    sìgnifk 

B 
|*|  >  *■',  il  rapporto  — .  Ora  convergende 

B 
che  il   rapporto  —  non  converga  verso 

qual  caso  noi  non  prenderemo  in  speciale 
tranno  presentarsi  i  tre  casi  seguenti  : 

lim  — =  0,  lim  —  =  Ì,li 

Nel  primo  caso  diremo  che  B  è  un 
superiore  a  quello  di  *  o   semplicemente 


^r 
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nel  secondo  che   p  è  infinitesimo  dello  stesso  ordine  di  a,   nel    terzo 
che  p  è  infinitesimo  di  ordine  inferiore  ad  a. 


Esempi 

8 

1)  P=a3  è  infinitesimo  di  ordine  superiore  ed  a  perchè  lim  ~ 

a3 
=  lim  —  =  lim  a*  =-  0. 
a 

2)  j3  =  sen  a  è  infinitesimo  dello  stesso  ordine  di  «  perchè  lim  — 

a 

..       sena 
=  hm  =  1. 

3)  p  =  Sa  -f  sen  5a  è  infinitesimo  pure  dello  stesso  ordine  di  a, 
perchè 

..      p        ..      3a-f-sen5a         ..     .Sa     ,   ..      sen  5a 
lim  —  =  lim =  lini h  lim 


a  a 


sen  5a 


=  3  +  5  lim  — =  3  +  5  .  1  =  8. 

ha 

4)  p  =  x*  —  a8,  a  =  #  —  a  sono  infinitesimi  dello  stesso  ordine, 

quando  x  converge  ad  *,  perchè 

p                 a*  —  a8 
lim  —  =  lim =  lim  (x  +  a)  =z  2a. 

&=a  &  X  —  tf 


5)  Supposto  a  positivo,  p  =  \/3a  -f  sen  5a   è  infinitesimo  di  or- 
dine inferiore  ad  a  perchè 


..      p        ,.      \lòa  +  sen  5*         ..         1       I  Sa  +  sen  5a 
lim  — =  lim  — =  lini kl    


a 


m 


Ma  V3  <  V <  V [ <  V8>    mentre  — — 

v         *  v       *  v« 

ha  per  limite  l' infinito  ;  avremo  quindi   lim  —  =  x  . 

32.  Quando  in  una  questione  si  presentano  più  infinitesimi  se 
ne  oiole  scegliere  uno  come  V  infinitesimo  principale  o  di  primo  or- 
dii ,  ed  a  questo  vengono    riferiti    gli    altri.    Allora   se   chiamiamo 

4 
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questo  a  e  p  è  un'  altro  infinitesimo,  diremo,  per  le  convenzioni  del 
numero  precedente,  che  8  è  infinitesimo  di  ordine  superiore,  uguale 
od  inferiore  all'  unità,  secondochè  rispettivamente  sarà 

lim  —  =0,  lim  —  =  k*  lim  —  =  +  00. 
a  a  * 

Nel  secondo  caso  avremo 

-£-  =  k  4-  e, 

a 

8 
dove  e  ha  per  limite  zero  quando  —  ha  per  limite  £,  cioè  e  è  infi- 
nitesimo anche  esso.  La  forma  generale  di  un  infinitesimo  di  primo 
ordine  p  è  quindi  p  =  «£-fea;  il  secondo  membro  si  compone  di 
due  parti  ;  la  prima  ak,  che  è  pure  infinitesima  di  primo  ordine  e  ri- 
sulta dal  prodotto  di  una  costante  k  diversa  da  zero  per  1*  infinite- 
simo principale,  si  chiama  anche  il  valor  principale  di  P  ;  la  seconda  è 

un  infinitesimo  di  ordine  superiore  al  primo  perchè  lim  —  =  lim  e  =  0. 

33.  a  essendo  l' infinitesimo  di  primo  ordine,  aw  (n  numero  po- 
sitivo qualunque  anche  fratto  od  irrazionale)  è  un  infinitesimo  di  or- 
dine >1  oppure  <1,  secondochè  «>1  oppure  n  <  1.  Lo  diremo 
infinitesimo  di  ordine  n.  Ed  essendo  p  un  altro  infinitesimo,  esso  sarà 
d' ordine  >«,  =  «,  <  ny  secondochè  rispettivamente 

p  p  fi 

lim  —  =  0,  lim  —  =  k.  lim  —  =  -+-  oo , 

e  nel  secondo  caso  avremo 

3 


a 


n 


=  k  +  t,    p  =  ank  +  awe, 


essendo  e  infinitesimo,  e  questa  è  la  forma  generale  d'un  infinitesimo 
d' ordine  n,  L'  infinitesimo  pure  d'  ordine  «,  a*£,  costituisce  il  valor 
principale  di  P;  la  seconda  parte  eaM  è  infinitesimo  d'ordine  supe- 
riore ad  n. 

34.  La  trigonometria  e  la  geometria  ci  porgono  degli  eser 
semplici  di  infinitesimi  di  diversi  ordini.  Così  prendendo  Para 
come  infinitesimo  principale,  sen  x  è,  come  abbiamo   visto,  infin' 
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simo    di    primo    ordine,    tgx   è    pure   infinitesimo  di  primo  ordine, 
perchè 

..       tgx        ..       sen#       1 

lim  — ^—  =  lim =r  1  ; 

a7=0    x  x        cos* 

1  —  cos  x  è  infinitesimo  di  secondo  ordine,  perchè 


2; 


o»=0 


1  —  sec  x  è  pure  infinitesimo  di  secondo  ordine,  perchè 

, .      I  —  sec  x       , .      cos  x  —  1        1 

lim =  lim . =  - 


1 


x  —  0 


X' 


X1 


cosx 


Consideriamo  ora  un  arco  di  curva  piana,  e  su  esso  un  punto  M, 
la  tangente  MT  in  esso  alla  curva  (v.  n.  seg.  38)  e  la  perpendicolare 
M,P  abbassata  da  un  altro  punto  Mj  della  curva  sulla  tangente  MT. 
Se  si  suppone  la  corda  MMj  sia  un  infinitesimo  di  primo  ordine  (in 
finitesimo  in  quanto  supporremo  che  il  punto  Mt  possa  indefinitamente 
avvicinarsi  al  punto  M  e  quindi  MMi  diventare  minore  di  qualunque 
lunghezza  assegnata),  allora  MP  sarà  pure  infinitesimo  di  primo  or- 
dine e  MjP  di  ordine  superiore  al  primo.  Ciò  rilevasi  dal  triangolo 
MM^,  rettangolo  in  P,  dal  quale 

MP  MP 

=  cos(PMM.)  e  quindi  lim  X4XX  =  lim  cos(PMMj)==  1  ; 


MMi  v  '~  n        MMX 

M  P  M  P 

xiÌt-  =  ^  (PMMj)  e  quindi  lim  ~±r  =  lim  sen  (PMMJ  =  0. 

MMj  MMj 

35.  //  limile  del  rapporto  di  due  infinitesimi  non  viene  alterato 
quando  uno  di  questi  0  tutti  e  due  vengono  sostituiti  da  altri  che  ab- 
biano coi  primi  dei  rapporti  aventi  per  limite  V  unità. 

Siano  a,  p  gli  infinitesimi,  dei  quali  noi  consideriamo   il   limite 

si  rapporto,  — ,  e  siano  al9  Pi  altri  due  infinitesimi  tali  che 

lim  —  =  1.     lim -t—  =  1. 
«1  '  Pi 


■:*1 


Sia  lim  -  -  =  k,  k  essendo 


JL  =  _LfL,0!sia(2) 


abbiamo  allora  subito 


lim  —  =  lim  — , 

cosichè  il  limite  di  —  è  rimasto  lo  stesso  dopc 

Se  poi  lim  —  =  +  ao  o  lim  —  =  +  x 

lora  lo  stesso  avverrà  di  lim  — .  Ciò  ricavasi 

il  primo  membro  cresce    indefinitamente    e  — 

positiva,  avendo  per  limite  uno,  e  ciò  perchè 
un  limite  /  finisce  per  mantenersi  dello  stesso 

a 
Se  poi  — non  avesse  limite  determinato, 


1  caso  che  non  esista  il  limite  di  —,  che  nor 
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Dalle  formole 

p 

Pi     P 

P        P.    «,     P 

« 

"   «    Pi    ' 

a          «,     a    p. 

ricaveremo  in  modo  completamente  analogo 

0  01  0  Pi 

lim  —  =  lim  — ,  lim  —  =  lim  — . 

flt  OL  flt  flt. 

11  teorema  è  così  completamente  dimostrato. 
Ad  esempio,  quando  x  converge  a  zero  essendo 


\ 


..      sen  mx  sen  nx 

lim =  1,  lim  —  =  1 


mx 


nx 


abbiamo 


m 


..       sen  mx        ,.      w# 

lim -=  lim = 

sen  nx  nx  n 

Possiamo  presentare  il  principio  contenuto   nel   teorema   prece- 
dente sotto  un  altro  aspetto. 

Sia  0  =  0!  -+-  8,  essendo  0,  0!  infinitesimi  dello  stesso  ordine  e  5 


0.4-8  £. 

infinitesimo  di  ordine  superiore.  Avremo — — —  =  1,— -  — 1 


ed  al  limite,  poiché  lim 


0 

=  0,  sarà  lim  -~  =.  1. 


0 


fi 


0    ~  ~'  0 

Analogamente    se  a  =  »! -f  Y,   essendo    a,  al    infinitesimi    dello 
stesso  ordine  e  Y  di  ordine  superiore,  sarà  lim  —  =  1. 

OL 

Avremo  dunque,  in  virtù  del  teorema  precedente, 


0 


jS»  +  » 


lim  —  =  lim —  -      =  lim 


p. 


«, 


«!  +  Y  -1 

la  qual  forinola  ci  mostra  come  le  quantità  $,  y  non  abbiano  alcuna 

F^tìuenza  sul  valore  del  limite  del  rapporto  -  !- ,  ed  in  conseguenza: 

Nella  ricerca  del  limite  del  rapporto  di  due  quantità  composte 
«  infinitesimi,  basta  mantenere  in  queste  quantità  gli  infinitesimi  di 
i    dine  minimo  e  trascurare  quelli  di  ordine  superiore. 


% 


-'A 


!Ì 


■a 
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Ad  es.  dovendosi  determinare  il  limite  della  espressione 

sen  x  +  xb  -f  2x*  sen  x  tg  x  —  sen3  x 
x  +  2X3  -f-  2  cos  x  tg2  x 

m 

quando  x  converge  a  zero,  possiamo  trascurare  nel  numeratore  e  nel 
denominatore  le  quantità 

xb  -f  2x2  sen  x  tg  x  — sen3  #,  2x*  -f  2  cos  x  tg2  # 

i  cui  termini  sono  infinitesimi  d'ordine  superiore  a  sen  x  e  #,  e  quindi 
avremo  subito  che  il  limite  della  espressione  precedente  è  quello 
sen  x 


di- 


cioè  1'  unità. 


x 


La  regola  contenuta  nel  precedente  enunciato  riesce  specialmente 
utile  quando  le  quantità  che  più  complicano  la  ricerca  del  limite 
del  rapporto  di  due  quantità  composte  di  infinitesimi  siano  appunto 
infinitesimi  di  ordine  superiore,  dei  quali  si  sappia  solo  che  sono 
infinitesimi  di  ordine  superiore,  senza  che  siano  del  resto  comple- 
tamente conosciuti. 

36.  Chiamando  infinito  una  quantità  che  ha  per  limite  l'infi- 
nito, per  x  =  a  o  per  x  crescente  indefinitamente,  si  intende  come 
relativamente  agli  infiniti  possano  farsi  considerazioni  analoghe  a  quelle 
per  gli  infinitesimi. 

E  così  se  a,  0  sono  due  infiniti,  e 

B  0  0 

lim  -=(),o  lim  —  =  k*  o  lim  —  =  -**  x  , 

diremo  rispettivamente  che  0  è  un  infinito  di  ordine  inferiore  o  uguale 
o  superiore  ad  a,  ecc. 

37.  Supponiamo  che  una  funzione  f(x)  si  annulli  per  x  =  a,  o 
abbia  per  limite  zero  per  x  =  a,  e  si  prenda  x  —  a  come  infinitesimo 
principale;  allora  se 


/"(*) 


lim  - 

x  —  a  (x  —a) 


hi 


=  k  (k  finito  e  diverso  da  zero), 


la  f(x)  diviene  infinitesima  d'ordine  m  in  a,  e  il  punto  a  si  dice 
infinitesimo  o  uno  {ero  o  una  radice  d' ordine  m  della  fi(x)m 


1 

j 


r 


La  f(x)  al  crescere  di  x  abbia  per  limite  zero,  e   si   prenda 
come  infinitesimo  principale:  se 

lim  J£L  =  lim  *"'/(*)  =  *> 

07=M  1  »=% 
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x 


xm 


la  /(*)  diviene  infinitesima  d'  ordine  m  per  x  infinito,  e  si   dice  che 
1*  iti  finito  è  un  infinitesimo  o  uno  {ero  d'  ordine  ///  per  la  f(x). 

La.  f(x)  per  x  =  a  abbia  per  limite  l' infinito  e  si  prenda 

x  —  a 

per  infinito  principale;  allora,  se 

lim        ^     -  =  lim  (*  —  ayj{x)  =  *, 


(— y 


la  f(x)  diviene  infinita  d' ordine  m  nel  punto  a,  che  si   dice    un  in- 
fittito, o  un  polo,  d*  ordine  m  per  la  funzione  /(#). 

La  f(x)  abbia  per  limite  P  infinito  per  x  crescente  indefinitamente 
e  si  prenda  x  come  infinito  principale;  allora,  se 

lim  M-  =  *, 

30  =  00       ** 

la  f(x)  diviene  infinita  d' ordine  m  per  x  crescente  indefinitamente, 
e  si  dice  che  la  f{x)  diviene  infinita  d' ordine  m  all'  infinito  o  che 
P  infinito  è  un  infinito,  o  un  polo,  d*  ordine  m  per   la  f(x). 

Cosi,  ad  esempio,  i  punti  {ero,  a,  —  a  sono  radici  di  ordine  -— 


per  la  funzione  V  5  #  (x*  —  a2),  che  ha  all'  infinito  un  infinito  d' or- 

1    V 


dine  primo,  essendo  lim  — \/  òx  (x*  —  a*)  =  y  5.  E  per  la  funzione 

0?=ao    X 

,  i  punti  0,  a,  —  a  sono  infiniti  di  ordine—,  e  Pintì- 


\   ox(x*  —  a*) 
to  è  uno  zero  d'  ordine  primo. 


III.  Deri?ate  e  differenziali  di 


Origine  del  Calcolo  differenziale. 


38.  Il  Calcolo  differenziale  ebbe  origir 
e  Newton  ('),  dalla  ricerca  dì  un  metodo  1 
tangente  in  un  punto  di  una  curva,  data  pe 

Sia /=/(*)  l'equazione  della  curva,  < 
e  continua  per  tutti  i  valori  della  x  che 


(x,j)  le 


Ol'-x,  OP'=*  +  6,  PP'  —  6  —  MR 

MP  =  7^/.Ar],MP'  =  r  +  ik-/:x+*X 

/;-M'R  — Mi" -MPttt/.* +  /))—/(*)    goloacu 

unitario)  che  essa  fa  colla  secante  MM'  sia  sei 

Iremmo  costruirla  subito,  se  fosse  conosciu 


(■)  La  prima  memoria  del  Leibniz  è  stampa 
Lipsia  per  l'anno  1681  ed  ha  per  titola  «  Nova  metri 
itemque  tangentibua,  quae  nec  ftactas  nec  irrationa 
gulare  prò  illis  cakuli  genus  ».  ti  Newton,  gii  alcu 
nelle  sue  lettere  accennato  allo  stesso  genere  di 
vere  problemi  meccanici.  Intorno  alla  scoperta  di 
sorta  di  poi  per  la  priorità  della  invenzione  d«l  1 
la  Prefazione  del   «  Traile  de  Calali  DitTCrentiel  » 
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coli*  asse  delle  ascisse,  e  questo  è  noto  se  fosse  nota  la  tg  «.  Ora 
dal  triangolo  MRM'  abbiamo 

tg  (M  MR)  _  w  _  T  _ h , 

e  passando  al  limite  quando  il  punto  M'  si  avvicina  indefinitamente 
al  punto  M,  cioè  quando  //  converge  a  zero,  ed  osservando  che  se 
esiste  il  limite  di  tgM'MR  questo  è  appunto  tg  *,  abbiamo: 

tga  =  hm  *± 1 — JK~. 

La  quantità /(jf -r  //) — f(x)  è  l'aumento  che  riceve  la  funzione 
f(x)  quando  si  attribuisce  alla  x  l'aumento  //,  questo  aumento  potendo 
essere  positivo  o  negativo.  Ora  appunto  il  determinare  per  ogni  fun- 
zione il  limite  del  rapporto  dell'aumento  della  funzione  a  quello  della 
variabile,  quando  quest'  ultimo  converge  a  zero,  è  il  principale  pro- 
blema che  si  propone  di  risolvere  il  Calcolo  Differenziale. 

39.  Indicheremo  d'ordinario  l'aumento  di  una  quantità  1  con 
A{,  talché  se  iv\y=f(x)  si  attribuisce  alla  x  l'aumento  \xì  scrive- 
remo l' aumento  corrispondente  di  y  con 

Ajy  =  4/W  =/(*  +  A*)  -  /(*). 

Supponiamo  ora  che  la  funzione  y  =f(x)  sia  ad  un  sol  valore 
finita  e  continua  pei  valori  di  x  che  occorrerà  considerare,  e  che, 
indicando  con  x  uno  di  questi  valori,  il  limite  del  rapporto 

_V_  =  /(*  +  A*)  -/(*) 
A  x  \x 

sia  una  unica  quantità  finita  e  determinata,  quando  si  faccia  conver- 
gere A*  a  zero,  qualunque  sia  il  segno  dell'aumento  A*,  cioè  quando 
si  faccia  convergere  A*  a  zero  per  valori  positivi  e  per  valori  nega- 
tivi. Questo  limite  si  chiama  derivata  rapporto  0  rispetto  ad  xy  o 
semplicemente  derivata ,  della  funzione  y  =/(#)  corrispondente  al  va- 
1  re  x  della  variabile  indipendente  e  si  indica  colle  notazioni  : 

vi-    1        (notazione  di  Leibniz), 
dx        dx 


/,  /'(*)  (notazione  di  Lagra 
Dj>,  D/f*)  (notazione  di  Càu 


A*  ' 

cato,  è  uguale  a  +  oo   o  a  —  x,  diremo   che 

infinita  e  determinata  di  segno  pel  corrispom 

Potrà  inoltre  avvenire  che  per   certi   vai 

rapporto  - 

indeterminato,  non  esista;  diremo  allora  che, 
derivata  è  indeterminata  o  che  la  funzione  m 
Quando  questo  limite  esiste,  nel  modo  il 
interni  ad  un  intervallo  (a  ,b)  i  suoi  valori  co 
di  x  per  quei  punti,  che  chiamasi  funzione  t 
y=f(x)  considerata  in  relazione  alla  sua  den 
primitiva.  ' 

40.  Chiamasi  rapporto  incrementale  di  /( 
rapporto 


&j>  _/(*  +  a*)-/(*; 


dove  il  A*  si  suppone  poter  assumere  valori  p 
porto  incrementale  destro  o  anteriore  il  rappc 


ntale  sinistro  o  poster 


J(x-òr)-JÌ*) 
—  A* 


dove  A*  >  0. 

Facendo  convergere  a  zero  \xt  se  il  rapp< 
(sinistro)  ha  un  limite  determinato,  questo  li 
a  destra  o  anteriore,  (a  sinistra  o  posteriore) 
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Si  intende  ora  come  potrà  darsi  che  le  derivale  a  destra  e  a  si- 
nistra siano  uguali;  ed  allora  questo  valore  comune  delle  due  deri- 
vate non  è  altro  che  la  derivata  propriamente  detta  o  la  derivata 
ordinaria  della  f(x\  come  è  slata  definita  ai  n.  39;  oppure  po- 
tranno le  derivate  a  destra  e  a  sinistra  essere  diverse  tra  loro  ;  oppure 
o  l' una  o  P  altra  o  tutte  e  due  potranno  non  esistere.  E  in  relazione 
a  quanto  abbiamo  detto  in  fine  del  n.  39,  nel  solo  primo  caso  di- 
remo che  la  funzione  ammette  derivata  (ordinaria),  e  negli  altri  casi 
che  non  ammette  derivata. 

É  chiaro  poi  che  negli  estremi  di  un  intervallo  in  cui  è  data 
una  funzione  f(x)  non  si  potrà  parlare  altro  che  di  derivata  a  destra 
(nell'estremo  inferiore)  e  di  derivata  a  sinistra  (nell'estremo  superiore). 

41.  Pei  valori  della  variabile,  pei  quali  una  funzione /(#)  ammette 
derivata  finita,  la  funzione  è  continua,  cioè  la  continuità  della  fun- 
zione e  condizione  necessaria  affinchè  essa  ammetta  derivata  finita.  In- 
fatti, essendo  per  ipotesi 

Km  M±MpM  =m 

avremo 

/(*  +  A*)  —  /(*)  =/(*) .  A*  +  e  A*, 

dove  e  è  infinitesimo  assieme  a  \x}  e  quindi  l'aumento  della  fun- 
zione, f{x  +  A*)  —/(*),  diviene  infinitesimo  (dello  stesso  ordine  se 
f{x)  è  diversa  da  zero)  assieme  a  A#,  ossia  lim  f(x  +  A*)  =J(X\  c*°è 
la  funzione  è  continua  per  quel  valore  x  delia  variabile.  Segue  da 
ciò  che,  se  una  funzione  ammette  derivata  finita  in  tutti  i  punti  d'un 
intervallo,  la  funzione  è  continua  in  quelP  intervallo. 

La  proposizione  reciproca  non  è  vera  ;  cioè,  pei  valori  della  varia- 
bile pei  quali  la  funzione  è  continua  può  non  esistere  la  derivata, 
ossia  la  continuità  della  funzione  in  un  punto  non  è  condizione  suf- 
ficiente per  la  esistenza  della  derivata.  Riguardo  a  questa  proposi- 
zione non  poteva  sorgere  alcun  dubbio,  perchè  si  hanno  molti  esempi 
d  funzioni  che  ne  provano  la  verità.  Si  ritenne  però,  per  molto  tempo, 
ci  e  una  funzione  continua  in  un  intervallo  ammettesse  generalmente 
d  rivata  finita,  escluso  cioè  un  numero  limitato  di  punti  dell'  inter- 
v;  Mo  stesso,  ma  si  riscontrò  essere  ciò  inesatto  ;  perchè  le  dimostra- 
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zioni  di  quella  proposizione  non  sono  rigorose,  e  perchè  il  Wcicr- 
Strass  pel  primo  e  dopo  il  Prof.  Ditti  ed  altri  riuscirono  a  costruire 
delle  funzioni  continue  in  un  intervallo  e  che  non  hanno  derivata 
in  un  gruppo  infinito  di  punti  ed  anche  in  tutti  i  punti  dell'  inter- 
vallo stesso. 

42.  Dalla  definizione  di  derivata  risulta  immediatamente  che: 
Se  y  =  C/(x  ,   essendo    C  costante,   avremo  y  —  Cf '(*),  cioè  la 

derivata  del  prodotto  di  una  costante  per  una  funzione  è  uguale  alla 
costante  per  la  derivata  della  funzione,  perchè 

,  ly  Cf(x+lx)-Cf(x)  /(*  + Ajr)  __/(*) 

v  =  lini  --^—  =  hm  — ^±-L  =  C  hm  ■— À     — --— 

A.v=oA*  lx  lx 

=  Cf(x). 

Se  y  =/(x)  =  x  avremo  y  —  1 ,  cioè  le  derivata   della   variabile 
indipendente  x  è  uguale  all'  unità,  perchè 

,.      ^y       ,.      x  +  \x  —  x 

y  =  hm  — —  ~  hm =  1. 

bx=z0  lx  lx 

Se  y  =  C  (C  costante)  è  y  ==  0,  cioè  la  derivata  d'  una  costante 
è  zero,  perchè 

y  =  hm  —  --  =  hm =  0. 

A  37=0     lX  1X 

43.  Sia  y  =f(x)  funzione  che  ammette  derivata  pel  valore  x  della 
variabile.  Dalla  formola 

r      ly       ..      f(x  +  \x)—f(x) 
hm  -  —  =  hm  -  v  -    -  —    J    -    =/  (x) 
Ax=oA^  lx 

ricaviamo 

dove  é  è  funzione  di  lx,  infinitesima  insieme   a  lx.  La  prima  part 
f(x)  lx  del  secondo  membro  nella  espressione  dell'aumento  ly  chia 


j 
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masi  il  differenziale  di  y  o  di  f(x)  e  si  indica  colla  caratteristica  d 
preposta  all'^  o  alla  /(#),  cioè  si  scrive 

dy  =  df(x)=f\x)bx. 
In  particolare,  se  f(x)  =  x,  avremo 

df(x)  =  dx  =/'(x)  A*  =  1  .  A* ,    dx  —  A# 

ossia  il  differenziale  della  variabile  indipendente  non  è  altro  che 
T  incremento  arbitrario  attribuito  alla  variabile  stessa.  In  conseguenza 
avremo  dy=f'(x)dxy  cioè  il  differenziale  di  una  funzione  è  il  pro- 
dotto della  sua  derivata  pel  differenziale  della  variabile  indipendente  ; 
per  questa  ragione  la  derivata  chiamasi  anche  coefficiente  differen- 
ziale. Ed  avremo  ancora 

y-jw-  &  -   dx  > 

cioè  la  derivata  è  il  rapporto  dei  differenziali  della  funzione  e  della 
variabile  indipendente,  e  perciò  la  derivata  chiamasi  anche  quv\ientc 

d y 
differenziale,  e   la  notazione       -si  presenta  così,  non  solo  sotto  l'a- 
spetto di  un  simbolo  che  ci  indica  la  derivata  ò\y  rapporto  ad  ■**,  ma 
anche  come  un  vero  e  proprio  quoziente  di  differenziali. 

Dalla  formola  dy  =f(x)dx  apparisce  manifesto  come  appena  nota 
la  derivata  sia  pure  conosciuto  il  differenziale  ed  inversamente. 

L'operazione  colla  quale  si  determina  la  derivata  o  il  differen- 
ziale d*  una  funzione  dicesi  derivazione  o  differenziazione  e  spesso 
suol  dirsi  «  derivare  o  differenziare  »  una  funzione  in  luogo  di  «  de- 
terminare la  derivata  o  il  differenziale  della  funzione  stessa». 

Si  scorge   dalle  forinole   d  y  =  f(x)  A#,      A  y  —  f(x)  A*  -h  e A* 
1  ossia 

±y  =  dy  4-  eA# 

che  se  A*  supponesi  infinitesimo  di  primo  ordine,  dy  è  pure  infini- 
tes  no  di  primo  ordine,  supposto  f\x)  diversa  da  zero  altrimenti  il 
dy  sarebbe  nullo  per  qualunque  valore  del  A*;  £&x  è  infinitesimo 
di  >rdine  superiore  al  primo,  e  \y  infinitesimo  di  primo  ordine,  che 
dit  »risce  da  dy  per  P  infinitesimo  eA*  di  ordine  superiore  al  primo. 
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Si  ha  una  rappresentazione  geometrica  assai  semplice  dell'au- 
mento A.?,  del  differenziale  dy  e  di  eA#,  come  risulta  dalla  fig.  2, 
nella  quale  la  curva  MM'  ha  per  equazione  y  =/(#),  M,  M' sono 
due   punti   di   essa   le   cui   coordinate   sono   rispettivamente  (*j), 

(x  +  A*  ,y  +  ày). 
Abbiamo  allora 

M'K  =  ày  ,  TR  =  MR.tga  =  te.f(x)  =  dy 

e  quindi 

ky  —  dy  =  eA*  =  MT. 


Derivata  delle  funzioni  semplici. 

44.  Calcoliamo  ora  le  derivate  delle  funzioni  semplici 
Derivata  di  xm  (m  intero  positivo).  Avremo 

A(*w)         (x  +  A#)m  —  xm 


A*  A* 

m(m  —  1)     „.    «  .   «  A 

mx™-1  frpc  4-  — — — — -  xm~*  A*  H +  A#m 

x  •  ^ 

~~  &x 

_    .         w(w  —  1)  _   .  .  . 

=  m  x™-*  +  — X™-*  &x  +  . .  +  Ax*-\ 

dove  abbiamo  per  semplicità  scritto  &xr  in  luogo  di  (&x)y.  Passando 
al  limite  per  àx  convergente  a  zero,  per  valori  positivi  e  negativi, 
abbiamo  la  derivata  di  xm, 

d(xm) 

— -.-—  =  mxm~l 
ax 

e  quindi  il  differenziale 

d(xm)  =  mxm—x  dx. 


A*        /         A> 

T^V  +  H 

A*        ( 
!en  ~2~  Sen  l  *  + 


A* 
sen— - 

2  2 

Passando  a!  limite  per  \x  convergente  comunque  a  ze 
A* 


lìm  cos/#  +  -5—)  =  cosar,    limsen  I  *  +  -  —  1  =se 

perchè,  come  vedemmo,  le  funzioni  cos  x,  sen  x  sono  contìnui 
d  sen  x  d  cos  « 

e  quindi  ancora 


46.  Derivata  di  tg#  e  cot*  (per  tutti  i  valori  finiti  di 
i  valori  di  x  uguali  a  multipli  dispari,  positivi  e  negativi,  ■ 
tg*  e  a  multipli,  positivi  e  negativi,  di  n  per  cot*). 

Abbiamo 

Ag.  =  .g(,  +  A*)-lg,  =  «A. 

A*  A*  a* 

colar       cot  (x  4-  AJf)  —  cot  *- 


issando  al  limite  per  g*  convergente  comunque  a  zero,  ed  os- 
te   * 
do  che  lim  =  1,  e 

lira  tg  (x  +  Ax)  =  tg  x,     lim  cot(*  +  A*)  =  cot  * 

tg*  e  cot*  sono  funzioni  continue  di  x  pei  valori  di  x  che 
eriamo,  otteniamo: 

r        ,  ,  1  Jcolx  ,    .  1 

=  1  +  tg!#  = ,  — -j =   -(1  +  COt**)=: — 

cos*  x  dx  sen1  x 

idi  ancora: 

—  (1  +  tgf*)Af=—  i—  ,rfcotA-  — — {1  +  cot'*)=— - — ,— 

cos1  a-  sen'  j 

<.  Derivata  di  are  sen  .ve  are  cos  x  (pei  valori  di  x  dell'  in ter- 

—  1,  +  1),  gli  estremi  esclusi). 

a  _r  =  arc  sen#equindi#  =  sen_f;  avremo 


Ax       Ax       sen  (y  +  Ay) —  sen_? 
Ay  Ay 

issando  al  limite  quando   A-v  converge   a   zero,   ed    osservando 

r  converge  pure  a  zero  perchè  are  sen*  è   funzione   continua 

.       ,.      scn(v  +  Aj>)~ sen  7  , 

:   che    lim  ■ -■       -- —  =_  cos  v  e  cosv  e  diverso   da 

Ay 

uando  x  è  diverso  da  —  1  e  +  I, 
<0-_      1  1 


dx 


+  Vl— senV         ±V1— *' 

abbiamo  prendere  il  segno  +  nel  radicale,  perchè  cosy  è  po- 

,                                                     «  n 

essendo  r  un    arco  compreso   tra —  e  +  —  ,    e  avremo 


■/are  sen  x  1  ,  dx 

-    =  — —  ,    a  are  sen  x  —  — __    —_. 

-*>  \/i_4r«  \/l  _**" 


,  di  are  cos  v  rammentiamo  che  are  cos  x 


re  sen  (x  +  A*) —  +  are  sen  x 


ieri  (x  +  &x)  —  a 


«enp andò  che 


yi-y 


i       .  </* 


-**  yi—** 

!  are  cot  a-.  Se  y  =  are  tg  x,  e  quindi 
1 


«gO'  +  A.r)  — tg.r' 

gente  a  zero,  e  quindi  anche  per  A_v  con- 
tg*  è  funzione  continua  di  r, 

_   1 1 

1 1  tgV  —    i  +  .v5 

finito  di  x, 

Jx 


,- ,    ifarctg.* 


1  - 


Se  si  prende  b=t-,  sì  ha 

*** 

— =—  —  <f  log  a  ,  da'  =  s*  li 

Nel  caso    particolare  a=.e,  le   tre   espi 
derivata  e  del  differenziale  della  esponenzìal 


che  esprimono  inoltre  una  notevole  proprietà 
ziale  (propriamente  detta)  e". 

50.  Derivata   di    log»*    (per  tutti    i    vai 
(0,  oc),  esclusi  gli  estremi). 
Noi  abbiamo  : 

d\Q^x    _j.         log  (-*•  +  ±X)  —  log  X  _ 

àx  i  x= ,  A* 

=  -i- lim-^-log  A+  — )=  — lin 
x         A*  \  xl         x 


lim('l+i?Y'=li„,('l  + 


ed  in  conseguenza 

Jlog*«  _   logt  « 


■/logi; 


Se  b-=e,  cioè  se  i  logaritmi  sono  Nepe 
./log*  1 


Derivazione  delle  funzioni  di  funzione,  della  somma,  del  p: 
dotto  di  più  funzioni,  del  quoziente  di  due  funzioni. 

51.  Per  le  funzioni  semplici,  che  abbiamo  precedentemente   s 
diate,  è  stato  facile  trovarne  le  relative  derivate  calcolando  il  lirt 


tende  però  quanto  sarà  utile  possedere  delle  regole,  per  mezzo  di 

quali  sia  possibile,  per  qualunque  funzione  y,  determinare  la  deri\ 

mediante  la  sola  conoscenza  delle  derivate  di   alcune  funzioni,  se 

essere  obbligati  a  calcolare,  per  ogni   funzione  y   della   quale  vu 

A  v 
aversi  la  derivata,  il  limite  del  rapporto  — — .  A  tale  scopo  passia 

ora  a  dare  alcune  regole  di  derivazione. 

52.  Derivata  delle  funzioni  di  funzione. 
Sia 

«)  ?={(*) 

una  funzione  univalente  finita  di  .r  in  un  intervallo  (a ,  b)  e  che  i 
metta  derivata  finita  {'(•"")  i  a  ciascun  valore  di  {  corrisponda  p« 
un  valore  unico  finito,  in  guisa  che 

fa  y=AO 

sia  funzione  finita  di  {  e  che  inoltre  ammetta  derivata  finita  y 
Allora  sarà  y  funzione  finita  di  x 

dell'  intervallo  {a ,  b). 

La  y,  poiché  è  funzione  di  x  per  mezzo  della  funzione  {,  ci 
masi  /unitone  di  funzione. 

dy 

Vogliamo  provare  che  esiste   la  —,  e  determinarla  per  mt 

d  .e  -j-  ,-~-  che  ci  vengono  date  dalle  ('1),  (1)  considerando  in 
ri    attivamente  la  {,  e  la  x  come  variabili  indipendenti. 


Attribuendo  ad  x   l'aumento   i#,   j   assui 
corrispondentemente  y  l'aumento  \y  ed  avrei 

Ax  ~ 

dove  e  converge  a  zero  con  A*.  Passando  s 
gente  a  zero,  avremo  appunto 


1  '  dx~'di    dx  ' 

nelle  quali  forinole  è  espressa  la  regola  di  der 
di  funzione. 

Pel  differenziale  ày  ricaviamo 

4v  =/({)*'(*)<** 

ovvero,  poiché  d^  =  ?'  {x)  dx, 

dy  =/  (j)  d^. 

Se  {  fosse  variabile  indipendente  si  avrebl 

dy  =y'(0  d{, 

e  vediamo  cosi  che  il  differenziale  dy  della  fui 
sia  {  variabile  indipendente  o  sia  {  funzione  d 
Sia  ora 

v  =  iiy)  ,y=-AÓ  ,  {  — {( 
dove  le  i;  y,  {  sono  funzioni  finite  delle  risp< 
ammettono  derivate  finite  o'(jr),  ,v'(f)j  {'(■*)•  L* 
zione  dì  -V,  che  ammette  derivata  data  dalla 

dv  dv  dì' 

Infatti  abbiamo 

(.".]  C  =  <,),J.=,ftì«)]=/(; 


.  rispetto  ad  x 

dy         dy    rfj 
dx         d[   dx 

formola   (:i)   alle   funzioni    (5),  abbiamo 


iv   dy        do   dy   d{ 

iy  dx         dy    d(    dx  ' 


d{  do    dy 

dx  dy    d{ 


inzioni  finite  e  che  ammettono  derivata  fi- 
argomento,  considerato  come  variabile  in- 
modo analogo,  che  la  v  è  funzione  finita 
finita  data  dalla  formola 

du,,, 


\u,  du 

du , 

•u,  di 

dù~7 

l'i 

du.. 

1     * 

li,  " 

"     Tu 

ì", 

dv,- , 

Ì7," 

'    du. 

■  du., 

dv 
'du. 

~  du, 
du. 

dv 
—  du, 

lo  stesso   come  se    la    ul    fosse    variabile 
:ì|,  (4),  (li)  vengono  frequentemente  ed  util- 


1)  Sia  y  =  log  {,  {  =  ax  (a  costante). 
Abbiamo 


dy          I 

di 
dx 

e  quindi  applicando  la 

("ormo la  Qi) 
dx            { 

-  = 

(2)  Sia  v  =  ex  ,y 

-seni  ,  i  = 

**. 

Abbiamo 

Jv 
~dj  = 

dy 

di 

OS 

per  cui  applicando  la 

forinola  (4) 

—  =  eT  .  cos  {  .  :tr*  =  :U-'  cos  (.r1)  eicn  <  - 

:t)  Si  voglia  la  derivata  della  funzione 

y  =  log  (log  x)  =  log  1. 

Riduciamo  y  ad  essere  funzione  di  firn 
e  quindi  y  =  log  {;  possiamo  così  applicare 
vando  che 

A-±    *.-_ 

dx  X   '  di 


abbiamo 


dr  11  d  log  log  x 

~-  = ossia  , 

dx  x      i  dx 


-Il  Si  voglia  la  derivata  della  funzione 
v  =  log  log  log  x. 


t>  =  log/, 

J_  È.  —  —  ÈL  —  A. 

x  '  d {  {    '  Jy         y 

\ 

ÈL  —  _1_  J_  J_ 

àx  ~    x     x     y    ' 

log*  _J__] _1 

—    *    log  *    log  log  * 

!r  xXì  e  m  qualunque. 
ubiamo 


*v 
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r 

*  Esempi 


1  )  Sia  y  =  log  {,  {  =  ax  (a  costante). 
Abbiamo 

dy  1       d{ 

e  quindi  applicando  la  formola  (3) 

dy  a  1 

dx  i  „r 

(2)  Sia  v  =  &  ,y  =  sen  {  ,  {  =  x*. 
Abbiamo 

do  dy  dz 

dy  di  X1  dx  7 

per  cui  applicando  la  formola  (4) 

dv  « 

—  =  er  .  cos  {  .  lix*  =  &v*  cos  (x[i)  e*™  y  =  3#*  cos(at*)  <?s«n  (A 

3)  Si  voglia  la  derivata  della  funzione 

jv  =  log  (log  x)  =  log  log  *. 

Riduciamo  ^  ad  essere  funzione  di  funzione  col  porre  { =  log  x 
e  quindi  y  =  log  { ;  possiamo  così  applicare  la  formola  (3)  ed  osser- 
vando che 

A  — _L   A  —  J_ 

abbiamo 

dy  11  J  log  log  x  1        1 

—  ossia  — 


a 


dx  x     {  <7*  #     log* 

4)  Si  voglia  la  derivata  della  funzione 

v  =  log  log  log  X. 


Poniamo 

{  =  log x  ,y  =  log { 
ed  allora 

v  =  log.»', 


él  —  J_    !ÌL  —  J_   —  —  _L 

rf*  —   *  '  rf{  ""   {  *  «ir       j 


per 

cui 

applicando  la  (4), 
dv 

1    1    I 

d  log  log  log  .T 

dx 

]      1 

—     a-      log* 

1 

log  log 

5)  Derivata  di  x"  per  x  >  0  e  m  qualunque 
Poniamo 


"  —  (jW  *)*  =  f"iog*  ,  ?  —  »,  log* 


Applicando  la  (:t)  abbiamo 


&-  _ 

Cosi  in  particolare  avremo 


*V«   _  **_    1      '  1    - 


</*  ifa 


a  \  » 


7tf 

se 

si  ha 


y  __  ^sen  .r  _|_  arc  fg  \/<w  —  log  COS*  X 


y  =  cos  a:  *sen  *  4 — 


2  \/ax  (1  4-  a*) 


4-  2  tg  *. 


54.  Derivata  del  prodotto  di  più  funzioni.  —  La  derivata  del 
prodotto  di  due  funzioni,  aventi  derivata  finita,  è  uguale  alla  somma 
dei  prodotti  di  ciascuna  funzione  per  la  derivata  dell'  altra,  cioè 


*W)  M*)l  _ 


dx 


=  ?(•*)  +'(*)  +  <K*)  ?'(*)• 


Infatti,  posto  y  =  <p(#)  4>(#),  u  =  <p(#),  v  =  ty(x)  avremo 
\y  =  <p(#  4-  &x)  t\>(x  +  A*)  —  <p(*)  ty(x)  =  («  4-  A")  (?  4-  A*>)  —  ^ 
=r  v±u  4-  «A**  4-  Aw  Av? 

A^        A«         Au  A? 

—  =  t> h  «-=-4-  a« — ; 

A*         A*         A*  A* 

al  limite,  per   A#=:0,  osservando  che  Au  converge  a  zero,  perchè 
la  //,  che  ammette  derivata,  è  funzione  continua,  si  ha  appunto 


dy 


du 


dv 


dx  dx  dx 


=  <K*)  ?>'(*)  +  ?(*)  +'(*)- 


Pel  differenziale  abbiamo 

dy  =  vdu  4-  «</t>  ,  d(uv )  =  zn/k  4-  «Jt;. 

In  generale:  Z#  derivata  del  prodotto  di  più  funzioni  {in  numero 
finito)  è  uguale  alla  somma  dei  prodotti  della  derivata  di  ciascuna 
funzione  per  tutte  le  altre,  cioè  se 

y  =  ux  w2  w3..  .  wn, 

le  u  essendo  funzioni  di  #, 


dy        dux  du2  du 

(1)    l^  =  l^UtU3---Un  +  Ul-^U3---u"+UìUtTx 


3 


•  •  •  W« 


~j~  •  .  •     i~  Wj  Wj  ...  f/»> — 1 


j 
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Dimostriamo  il  teorema  per  y  =  uY  u%  u.ò.  In  seguito  alla  regola 
di  derivazione  del  prodotto  di  due  funzioni  avremo: 

dy  d(u2  uz)  dux  (      du3  dut\  dul 


.  duY  /      atto  «Wo\ 


dx~mi       dx        T  v"8  "»'  à-H1\"'àT"Jè     T"à 


J«!  Jw2  du 


3 


In  modo  completamente  analogo  si  vedrebbe  come,  ammesso  il 
teorema  pel  caso  del  prodotto  di  «  —  1  funzioni,  sia  anche  vero  pel 
prodotto  di  n  funzioni,  così  che  possiamo  ritenere  il  teorema  dimo- 
strato in  generale. 

Dalla  (1)  ricaviamo  il  differenziale 

dy  =  dux  ut  «3  . .  Un  -f  «i  du%  i/s  ...  ««  -f  ...-+-  ux  u2 . . .  u11—l  du„. 
Moltiplicando  i  due  membri  per  y  =  uY  w2 . . .  utt  si  ottiene 

—  ~r  »    •  •  ~r 

^  «!  tt2  ttn 

Chiamando  differenziale  logaritmico  d'  una  funzione  il  differen- 
ziale della  funzione  diviso  per  la  funzione  stessa,  questa  formola  ci 
dice  che  :  //  differenziale  logaritmico  del  prodotto  di  più  funzioni  è 
uguale  alla  somma  dei  differenziali  logaritmici  delle  funzioni  stesse. 

55.  Derivata  del  quoziente  di  due  funzioni.  —  La  derivata  del 
quoziente  di  due  funzioni,  che  ammettono  derivata  finita,  è  una  fra- 
zione, che  ha  per  denominatore  il  quadrato  del  denominatore  della 
frazione  data  e  per  numeratore  il  prodotto  del  denominatore  per  la 
derivata  del  numeratore  diminuito  del  prodotto  del  numeratore  per 
la  derivata  del  denominatore  della  frazione  data,  cioè  se 

u 
y  =  — ,  essendo  u  =  u(x)  ,  v  =  v (#), 

av  imo 

dy         vu  —  uv 


dx  v 


? 
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Qui  supponiamo  che  la  funzione  denc 
zero  per  tutti  i  punti  d'un  intorno  del  punt 
calcolare  la  derivata.  Preso  allora  Ax  in  gì 
appartengano  a  tale  intorno  avremo 

_  «  +  *»  _  Jl„j^ 

^'        t  +  Sv  v  «(i 

&y i#  A* 

ed  al  limite,  per  A*  =  0,  si  ha  appunto 

dy  dx  dx   »«'- 

Il  differenziale  è 


*=ì(t)  = 


Applicazione  delle  regole  precedenti 


56.  Per  rendere  evidente  l'utilità  delle  ; 
applicarle  a  qualche  caso  particolare. 


1) 

y  —  (a  +  ■>#  +  fJ*  +  <fc 

A\ 

remo  (n. 

yi, 

Si) 

2) 

df 
dx  ~ 

=  4( 

»  +  **  + 

e*1  +  JU-1)3  (è  + 

=V7» 

Ai 

remo 

* 

dx 

= 

i  I/M] 

i-yM=- 

V«"  +  »' 


\*- 
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Abbiamo 


dy  __  (e*  +  e-*)  (e°'  4-  e—r)  —  (e*  —  e-*)  {e*  —  e—*) 
~dx  ~  (f  4-  e-Tf 


*) 


y=:uv  essendo  u  z=z  u(x\  v  =  v(x). 


Prendiamo  il  logaritmo  dei  due  membri  della  precedente  egua- 
glianza : 


log j>  =  v  log  u. 


Derivando  avremo 


1    dy         dv  _  1    du 

T-=-T-logv4-t> — 

y    dx         dx  u   dx 


da  cui 


dy  /  dv  ,  v   du\  (  dv  ^  v    du\ 

In  particolare,  se  u  =  v  =  x, 


dx 
dx 


-  z=  xv  (log  x  -f  1); 


se  «=  pzzLy*'    è 


A' 'V*_  =  V-,V-  (  _L_.  „ vi-+  _U  _ V^,^  n 

\2\/x  2\/x  )  4 


dx 


») 


j;  =  log  (cos  |  sen  (cos  x)\  |, 


pei  valori  di  x  pei  quali  la  quantità  sotto  il  segno   logaritmo   è   di- 
versa da  zero  e  positiva. 
Poniamo 

{  =  sen  (cos  x) 


e  quindi 


y  =  log  cos  { ; 


dr  sen? 

en  x  ,  -±  = — *-  =  —  tg  {. 

dy  cos  { 

i  derivazione  delle  funzioni  di  funzione, 

x)  =  sen  x  cos(cos  x)  tg  [sen(cos  .r)j . 

O— fajVj  +  .'ìr 

regole  di  derivazione  dei  prodotti  e  quo- 
ta, ma  arriviamo  più  presto  al  risultato 
implico  ponendo  y  sotto  la  forma  : 

-G*)(l  +  ■Jx)Tx      *~ 

ili  logaritmici.  Ciò  facendo,  ed  osservando 
ico  di  I/MI-  è 


[/MI 

i/M 

& 

;l  Jx 

—  afa 

3* 

, 

ì<(i  —  iì»)  (i  + 

3») 

nò  giovare  quando  la  funzione  da  deri- 
al, prodotto  di  più  fattori  elevati   a  delle 


alcolare   questa   derivata  osserviamo  che 

b  log,!  e  =  logd  b, 
dia 

b        (u-ìogcb) 


^TT 
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•*. 


prendendone  i  logaritmi  nella  base  J,  cioè 

*  •* 

«  log*  e  =  logrf  A  ,  logc  *  log*  e 

$■ 

Se  b  —  dy 

II: 

\ogcb  log5£:=l. 

Dietro  a  ciò  potremo  scrivere 

1 

* 

•F~~       loga*' 

fi" 

e  derivando 

&                (Ioga  *)'    * 

=  log*  A. 


ri- 


volendo esprimere  queste  derivate  mediante  logaritmi  presi  nella 
base  #,  come  lo  è  la  primitiva  y,  avremo 


dy  1  f  log*  e 

-T-  = l°&r  a  1 > 

dx  X  ÌOga  X 


ed  in  virtù  della  (a), 


dx 


—  iog^  a  log^.  e. 
x 


12)  Se 


X1=r      X\/  X  ,  Xt  =  r      X  \/xX1  ,  #3  =  V  x\/xXt  ,..,  #n  =  V    x\/xxn—x 

dove/>l>  £>1,  cerchiamo  la  derivata,  rapporto  ad  *,  del  limite 
di  xn  quando  n  cresce  indefinitamente.  (Dalla  raccolta  di  esercizi  di 
Calcolo  del  Frenet). 

Cominciamo  dal  calcolare  questo  limite.  Si  osservi  che  possiamo 
scrivere 


—  J*\ 


at       „    *3  a- 


•*  j  —  **        )  **2  ~~ ~~  •*        i  **3  ~"—  **      j  •  •  •  •**•  "——  •*      j 


dove,  come  può  facilmente  verificarsi, 


1 


v)r 
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/i        1  l 


+  •■  + 


1  — 


1 


pn—iq 


1  — 


pq 


Crescendo  n  indefinitamente 


lim  a„  = 


n 


1  — 


=       g+1 
1  A-l 


g  +  1 

e  lim  #„  =  *  *?— l , 


M 


per  cui 


(hm  *J  =   *        .  a;    M-' 


<fc    n  =  x 


A-l 


13) 


y  =  are  sen  (2#Vl  —  **)  • 


d*        \/l  -  4x*  (1  —  x*)  \  Vi  —  *7 


1—2* 


V(l  —  2x*)*  Vi  —  **        Vi  —  ** 
A  questo  risultato  si  può  giungere  subito  osservando  che 


(3)  are  sen  (2* Vi  —  x2)  =  2  are  sen  x. 

Questa  forinola  si  dimostra  cosi: 
Poniamo 

are  sen  a  -f-  are  sen  b  =.  are  sen  e 

e 

u  =  are  sen  a  ,  v  =  are  sen  b  ,  w  =  are  sen  e  ; 

allora 

a  =  sen  u  j  b  =  sen  r  ,  e  =  sen  tt>, 

«  -f  t>  =  a>  ,  e  =  sen  w  =  sen  («-f  p)  =  sen  «  cos  v  -f  sen  «  cos  v 


=  a\/  1  —  b*  +  ^\/l  —  *«, 


e  quindi 


are  sen  a  +  are  sen  £  =  are  sen  (à\/ 1  —  A*  +  A\/ 1  —  **)• 
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Facendo  in  questa  a  =  b=zx  si  ottiene  la  (3).  In  modo  analogo 
si  trovano  le  forinole  seguenti,  che  possono  riescire  utili: 


are  sen  a  —  are  sen  b  =  are  sen  (à\/l  —  b*  —  b\/\  —  <*'), 


are  cos  a  ±_  are  cos  b  =  are  cos  (ab  -f  V 1  —  a*  Vi  —  **)> 

a*~  b 
are  tg  a  -f  are  tg  A  ~  are  tg  -— = — r , 
—  1  +  <*0 


are  cos  j  =arc  senVl  — <**, 

a  l 

are  tg  a  =  are  sen  — z=z  =  are  cos 


yi  +  a*  vn-«* 


Esercizi. 


«, — 3— 

1 .  y  =  V(\  -2 V  *  +  3 V*»)"1"1 , 


6 

;»  — 1     2V*  — 1 

7  =  - 


w 


V*|/l_2V7+3Vl? 


1  — V*      ,  1 


1  f  V*  2(1  +  v*>v*  —  ** 


yi+jr— Vi— *    .        i  +  yi— ** 
•*•  ^  =  -        —        - ,  ^  = -= . 

Vi  +  *  +  \/i  —  *  *%  Vi  —  ** 

(Prima  di  derivare  giova  ridurre  convenientemente  la  y). 


t  I  1  -4-  sen  #  1 

4.  v  z=  1/ y  == 

Vi  —  sen  #  1  —  sen  a- 


\ 


x\/x*  +  1 


y  —  log  W  — ,  y  = . 

V    1  +  cos  *  seri  x 

y  =  2  log  sen  *  +  cosec*  x  ,  y  =  —  2  cot3  * 


_y  =  log  {xe00*  *)  ,  y'  ;= seti  a: 


—     „ ~= + =  are  tg  — = — r 

4\/2  1~*V2  +  *'        2\/2  ]—  «" 


:  log 


1  +  *4 


VI— W  (1_flV)T 

^  =  log- 


« + v**  + 1       *    v«* + 1 

14.  y  =  e*™6  cos  (*  sen  fl) ,  /  =  *■»«•  cos  (*  sen  »  +  6). 

15.  ^  =  log[l  +  arctg(l  +  log*)], 
,       1  1  1 


"*     l+(l  +  1og*)'    l  +  arctg(l  +  log*)  - 
*~\*)    '  '' =  ■"  ('  +  '°g  7r)  ' 


i-  ,/    1-*'         ,      . 


»'  — 2 
1— *"' 
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18. 


19. 


xy 


jy=a  >y  =  -         ± 

(**_**)  2 


Ioga. 


x 


r 


y  =  (x  +  a)  are  tg\/ V** 


,y^arctgy~. 


20. 


yi+**  — i      f     i      i 

^yznarctg ,y  =  — 


x 


2    1  +  #* 


(Per  arrivare  brevemente  al  risultato  giova  usare  opportunamente 
le  forinole  del  n.  50,  esempio  13). 


21. 


y  —  are  ig 


2x 


1—x 


%  *y 


1  -h*2 


(Id.) 


22. 


y  =  are  sen 


x 


_        1 


\/l  +  *s 


2  +  **  ' 


•*f%j» 


24. 


25. 


^  z=  are  cos 


1 


y  = 


1 


y  1  +  **    '  ^  —  i  +  #  ' 


1        1 


y  =  logiog*  *   ,  /  =  —  —  "j^—  ioglog*  *  logiog*  e. 
y  =  logsen*  (*  Sen  *)   ,  y  =  —  COt  X  logsen  e  *  logsen  *  *. 


26. 


are  sen- 


y  =  log  (COS  £  1-f-*4)  , 


/= 


4** 


(1  +*4)\'l  +  2x4 


are  sen  — — -         , 
£  l+jr<   tg  (e 


are  sen 


1  +  *4)- 


27.  Derivata,  pei  valori  *  diversi  da  a  e  per  #  =  *,  della  funzione, 
che  per  x  diversa  da  a  è 


y  =  (x  —  àf  sen 


1 


x  —  a 


e  per  x  =  Q  è  zero. 
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La  derivata  pei  valori  x  diversi  da  a  è 

2{x  —  a)  sen cos 


x  —  a  x —  a 

e  per  x  =  a  è  uguale  a  zero. 

28.  Derivata,  per  x  diverso  da  zero  e  per  x  =  0,  della  funzione  che 

per  x  diverso  da  zero  è  x  sen  —  e  per  x  =  0  è  zero. 

x 

La  derivata  per  x  diverso  da  zero  è 

1         1  1 

sen cos  — 

XXX 

e  per  #  =  0  la  funzione  non  ammette  derivata. 

29.  Derivata,  per  x  diverso  da  zero  e  per  x  =  0,  della  funzione  che 

x 
per  x  diverso  da  zero  è —   e  Per  *  =  0  è  zero. 

1  +  /*" 
La  derivata  per  x  diverso  da  zero  è 

i  \ 

x  +  xe  c  -f  e  x 

x(l  +  e~f 

e  per  x  =  0  la  funzione  non  ammette  derivata,  avendo  la  derivata  a 
destra  uguale  a  zero,  e  quella  a  sinistra  uguale  ad  uno. 

30.  Derivata,  per  x  diverso  da  zero  e  per  x  =  0,  della  funzione  che 

per  x  diversa  da  zero  è  x  are  tg  —  e  per  x  —  0  è  zero. 

x 

La  derivata  per  x  diverso  da  zero  è 

1  x 

arctg 


x         1  +  x* 

e  per  #  =  0  la  funzione  non  ammette  derivata,  avendo  la  derivata 

a  destra  uguale  a  — -  e  quella  a  sinistra  uguale  a — . 

SI.  Dalla  formola 


/         w  \          /         2n\              (        (m  — 1)«\       sei 
n  x .  sen  (  x  H I ,  sen  (  #  h 1 . . .  sen  (  x  + J  =  — 


(m  —  1)  «\ sen  w/.v 

f>»i — i 
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dedurre  la  forinola 


.      .       x/          w  \                      /         (m  —  1)  «  \ 
cot  x  +  cot  (  x  4-  —  j  +  . . .  -f-  cot  (  x  4- —  )  =  w  cot 


mx. 


Proprietà  generali  delle  funzioni  e  delle  funzioni  continue. 


u. 


57.  Se  la  /unitone  f(x)  *  continua  per  x  =  x0  ,  e  f(x0)  £  diverso 
da  {ero,  esiste  un  intorno  del  punto  x,  >  ptfr  /w//i  1  punti  x  &/  £f/a/<? 
f(x)  //a  /#  5/(fSs<?  5i£W0  di  f(x0),  *</  w«  intorno  per  tutti  i  punti  x  del 
quale  |  f(x)|  5/  mantiene  sempre  maggiore  di  un  certo  numero  as- 
segnabile. 

La  prima  parte  di  questo  teorema  è  corollario  di  una  osserva- 
zione che  abbiamo  fatta  al  n.  20,  cioè,  che,  se  lim^  =  /  (/  diverso 

x—a 

da  zero ,  esiste  un  intorno  di  a  per  tutti  i  punti  del  quale  y  ha    lo 
stesso  segno  di  /;  perchè,  essendo  la  f(x)  continua  in  xQì  è 

ìim  f(x)  =/(x0). 

Per  dimostrare  la  seconda  parte  prendiamo  e  <  |/(#0)l  e  consi- 
deriamo  queir  intorno    e  di  #n)    per   tutti    i    punti    x   del   quale    è 

a 
\f(x) — /(*o)|  <  — .  Dico  che  per  tutti  i  punti  x  di  e  dovrà  essere 

o 
\f{x)\  ^  —,  e  così  rimane  provata  la  nostra  asserzione.  Se  ciò  non 

fosse  vi  sarebbero  in  e  dei  punti  xY  pei  quali  |/(#i)|  <  — ,  ed  allora, 
osservando  che  per  essi  si  ha  altresì  \f  #j)  — /(#0)l  <  "^">  s*  avrebbe 

l/(*„)l  =  I  /(*<,)  -/(*») + A*0\  ^  I  (*o)  -/(*i)l  +  l/(*i)l  <  », 

che  è  in  contraddizione  coli' ipotesi  fatta  |/(#0)|>ff. 


58.  Se  f(x)  è  continua  nelV  intervallo  (a ,  b)  e  f(a),  f(b)  sono  nu- 
meri di  segno  contrario,  esiste  almeno  un  punto  interno  ali*  inter- 
vallo nel  quale  f(x)  si  annulla. 

b  —  a 
Infatti,  consideriamo  il  valore  c  =  a  -\ —  di  x,  cui  corrisponde 

il  punto  di  mezzo,  dell'  intervallo.  Se  f(c)  =  0,  il  teorema  sarebbe  di- 
mostrato. Supponendo  quindi  f(c)  diverso  da  zero,  f(c)  avrà  lo  stesso 
segno  dell'una  e  segno  diverso  dell'altra  delle  due  quantità  /(«),/  (b). 
Prendiamo  a  considerare  dei  due  intervalli  (a ,  e)  ,  (e ,  b)  quello  alle 
cui  estremità  f(x)  prende  valori  di  segno  contrario,  ed  indichiamo 
questo  intervallo,  la  cui  ampiezza  è  metà  di  quella  dell'intervallo 
{a  ,  £),  con  {ax ,  bx\  cosichè 

a  <  ax  ,  b  >  bx  ,  bl  —  al  =  — - —  . 

Operiamo  ora  su  questo  intervallo  (ax  ,  b{)  come  abbiamo  ope 
rato  sul  primitivo  (a  ,  b).  Indichiamo  con  c\  il  suo  punto  di  mezzo; 
ed  allora  se  f(cl)  =  0  avremmo  dimostrato  il  teorema.  Se  f{cx)  è  di- 
verso da  zero,  f(cx)  avrà  lo  stesso  segno  dell'una  e  segno  diverso 
dell'  altra  delle  due  quantità  f{ax)  ,  f(bx).  Consideriamo  dei  due  in- 
tervalli (a1,cì)  ,  (^1 ,  é,)  quello  ai  cui  estremi /(#)  prende  valori  di 
segno  contrario,  ed  indichiamolo  con  (at ,  bt)  così  che 


<?        ,   — ,      ,  bx  —  ax 


b  —  a 


2  2* 

Continuando  a  questo  modo,  se  non  si  arriva  a  trovare  un  in- 
tervallo nel  cui  punto  di  mezzo  f(x)  si  annulla;  nel  qual  caso  sa- 
rebbe dimostrato  il  teorema,  si  potranno  determinare  quanti  si  vo- 
gliano intervalli  saccessivi 

(a,b)  ,  (ax ,  bx)  ,  (at , bt), ....  (aft ,  *„), .... 
tali  che 

b  >  bx  >  bt  > . .  .>  b„  >  . . . , 

e  le  cui  ampiezze  sono 

b  —  a    ,  b — a  b  —  a 

—  aì  °i  —  ai  =  — o — >  ùt  —  aì= — -z— , . . . .  a»  —  a»  = 


2     7   *        *         2*    ' 2" 


.  •  • 


ai  cui  estremi  f(x)  prende  valori  di  segno  contrario. 


."li" 


.-  * 
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Ora  la  successione  di  numeri  a7  a l}  a2 , . . .  an , . . .  mai  decrescenti 
e  tutti  minori  di  b  ha  un  limite  xx  ;  la  successione  di  numeri  £,  blf 
bt . . .  bnì. . . .  mai  crescenti  e  tutti  i  maggiori  di  a  ha  un  limite  x\\ 

ma   poiché    la    differenza    — — —  tra  due  numeri  corrispondenti  nelle 

due  successioni  può  rendersi  minore  di  qualunque  nùmero  prefissato  s, 
è  xx=:xt.  Infatti,  si  riconosce  facilmente  l'esistenza  di  un  numero  m 

— ,  bn  —Xi<—, òn  —  aH  <— , es- 


tale che   per  n>m  sia  xx  —  a, 


sendo  a  numero  prefissato,  e  quindi  ancora  \xx  — xt\  <a;  ed  in  con- 
seguenza xl  =  xt.  Dico  che/(^j)=:0  e  che  xx  è  interno  all' inter- 
*  vallo  (a  ,  b). 

Cominciamo  dal  provare  che  f(xl  )  =  0  se  xx  è  interno  ad  {a  ,  b). 

Infatti  se  f(xx)  fosse  diverso  da  zero,  pel  teorema  n.  57  esiste- 
rebbe un  intorno  e  di  xx  per  tutti  i  punti  del  quale  f(x)  avrebbe  lo 
stesso  segno  di  /(#i)-  Ma  d'altra  parte  prendendo  n  sufficientemente 
grande  potremmo  fare  in  modo  che  l'intervallo  (an  ,  bn\  ai  cui  estremi 
f(x)  ha  valori  di  segno  contrario,  fosse  contenuto  in  e.  Supponendo 
dunque  f{xx)  diverso  da  zero  cadiamo  in  contraddizione;  quindi 
f(xx)  =  0. 

Dimostriamo  ora  che  xx  non  può  essere  uno  degli  estremi  a  o  b 
dell'  intervallo  {a  ,  b).  Difatti  se  fosse,  mettiamo,  xx  =  a,  il  che  avrebbe 
luogo  quando  a  =  ax  =  at  =  . . .  =  an  = . . . ,  f{xx)  =f(a)  sarebbe  di- 
versa da  zero.  Dovrebbe  d' altronde  esistere  anche  qui  l' intorno  di 
xx  =  a  per  tutti  i  punti  del  quale  f{x)  avrebbe  lo  stesso  segno  di 
f(xx)=f{a))  e  cadremmo  anche  qui  nella  contraddizione  sopra  ac- 
cennata. Ma  perchè  qui  non  possiamo  supporre  f(xx)  =.  0,  bisogna 
concluderne  che  xx  non  può  coincidere  con  a.  E  si  vedrebbe  pari- 
menti che  non  può  coincidere  con  b. 

Il  teorema  è  così  completamente  dimostrato. 


59.  Se  f(x)  è  continua  nelP  intervallo  (a  ,  b)  esiste  sempre  un  punto 
interno  all'  intervallo  nel  quale  f(x)  prendi  un  valore  qualunque 
compreso  tra  f(b)  e  f(a). 

Supponiamo  f(a)  </(£),  e  sia  K  un  numero  qualunque  com- 
preso tra/( a)  ed  f(b)  cioè  f  (a)  <  K  </(£)  ;  la  funzione  cp(#)  =/(*)  —  K 
continua  nell'intervallo  (a  ,  b)}  prende  agli  estremi  dell'intervallo  valori 
di  segno  contrario  essendo  f(a)  =f(a)  —  K  < 0,  <p(£)  =/(b)  —  K>  G 


91 

Quindi,  pel  teorema  precedente,  esiste  un  punto  xx  interno  ad 
(a7ò)  tale  che  «p^JrzzO,  ossia  tale  che  f{xx)  =  K. 

60.  Da  questo  teorema  deduciamo  subito  una  conseguenza  impor- 
tante intorno  al  modo  di  divenire  infinita,  nel  punto  #0,  della  deri- 
vata di  una  funzione  /(#),  la  quale  oltre  essere  continua  in  x0  sia 
pure  continua  in  tutti  i  punti  di  un  intorno  e  di  x0. 

Consideriamo  il  rapporto  incrementale  destro   -^ j- 

e  prendiamo  h  in  guisa  che  i  punti  x ()  +  h  appartengano  a  e.  Allora 
per  tutti  questi  valori  di  h,  che  costituiranno  rispetto  alla  variabile  h 
un  certo  intervallo  c\  di  cui  zero  è  F  estremo  inferiore,  la  f(x0  -+  lì) 
è  funzione  continua  rispetto  ad  A,  e  il  rapporto  incrementale  destro 
è  quindi  funzione  continua  di  h  in  e  (zero  escluso).  Ora  facendo 
convergere  h  a  zero  il  limite  del  rapporto  incrementale  o  sarà  una 
quantità  finita  determinata,  o  non  esisterà,  o  sarà  4-  00  ,  o  —  00  op- 
pure db  00 .  Ma  è  facile  vedere  che  questo  ultimo  caso  non  può  pre- 
sentarsi, perchè  se  il  rapporto  incrementale  potesse  passare  da  valori 
positivi  maggiori  di  qualunque  numero  prefissato  a  valori  negativi 
in  valore  assoluto  maggiori  pure  di  qualunque  numero  prefissato, 
dovrebbe  prendere  nell'intervallo  e'  qualunque  valore,  perchè  esso 
è  funzione  continua  di  h  in  e  e  quindi  anche  in  qualunque  parte 
di  e.  Così  che  il  limite  del  rapporto  incrementale  non  potrebbe  es- 
sere dtz  00 ,  ma  sarebbe  indeterminato. 

Lo  stesso  dicasi  del  rapporto  incrementale  sinistro. 

Ricaviamo  da  ciò  che: 

Se  la  f(x)  è  continua  in  x0  ed  in  un  intorno  di  x.,  ,  e  la  deri- 
vata é  infinita  per  x  =  xc,  questa  può  essere  infinita  e  determinata 
di  segno  (quando  il  limite  del  rapporto  incrementale  destro  è  +  00 
[o  —  00  )  e  quello  del  sinistro  +  00  (o  —  00  )  )  ;  oppure  infinita  e  in- 
determinata di  segno,  e  ciò  avviene  solo  perchè  il  limite  del  rapporto 
incrementale  destro  è  +  00  (o  —  00  )  e  quello  del  sinistro  è  —  00  (o  +  00  ). 

61.  Quando  si  hanno  più  quantità  non  tutte  eguali,  si  dice  che 
una  di  essa  è  massima  se  essa  non  è  inferiore  a  nessuna,   ma  è  in- 

ece  superiore  ad  alcune  o  a  tutte  le  altre,  e  che  una  di  esse  è  mi- 
Ima  se  non  è  superiore  a  nessuna,  ma  è  invece  inferiore  ad  alcune 
•    a  tutte  le  altre. 

Se  le  quantità   sono    in    numero   finito   esiste   evidentemente  la 
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massima  e  la  minima.  Ciò  può  non  aver  luogo,  come  già  osser- 
vammo alla  fine  del  n.  21,  quando  le  quantità  siano  in  numero  infi- 
nito; così,  ad  esempio,  non  vi  é  alcuno  tra  i  numeri 

L     JL     2_  J_  1 

'   2    ''3    '    4  ''••  n    '  ~n~^T"' 

che  sia  il  minimo,  né  alcuno  tra  i  numeri 

0,3  ,  0,33  ,  0,333  ,  0,3333  , . . . . 

che  sia  il  massimo. 

Questo  fatto  induce  ad  introdurre   in  luogo   del  massimo  e  del 

minimo  altri  elementi,  che  esistano  in  ogni  caso,  e  dei  quali  i  primi 

siano  casi  particolari. 

Poniamo  perciò  le  definizioni  seguenti: 

Siano  quanti  si    vogliano    numeri    x)   costituenti   un   gruppo   G. 

Chiamasi  limite  superiore  di  essi  un  numero  /  tale  che  nessuno  dei 
numeri  di  G  è  maggiore  di  /,  ma  /  —  a  (a  al  solito  numero  posi- 
tivo arbitrariamente  piccolo)  è  superato  da  qualcuno  dei  numeri  di 
Gj  e  chiamasi  limite  inferiore  un  numero  /'  tale  che  nessuno  dei 
numeri  di  G  è  minore  di  /'  ma  /'  -f  a  supera  qualcuno  dei  numeri 
di  G. 

Si  riconosce  senz'  altro  che  il  massimo,  quando  esiste,  è  limite 
superiore,  ed  il  minimo  è  limite  inferiore. 

Abbiamo  subito  il  teorema: 

Esiste  sempre  il  limite  superiore  ed  il  limite  inferiore  di  un 
gruppo  G  di  numeri  finiti. 

Dimostriamo  l'esistenza  del  limite  superiore. 

E  prima  di  tutto,  se  un  tal  limite  /  esiste,  ne  esiste  uno  solo; 
perchè  se  ve  ne  fosse  un  altro  /'  si  cadrebbe  nella  contraddizione 
che  tra  /  ed  /'  vi  dovrebbero  e  non  vi  dovrebbero  essere  numeri 
del  gruppo. 

Assegniamo  ora  ad  una  prima  classe  i  numeri  razionali  che  sono 
superati  da  qualche  numero  del  gruppo,  e  se  un  numero  vi  appar- 
tiene vi  appartengono  pure  tutti  i  minori  di  esso  ;  e  ad  una  seconda 
classe  i  numeri  razionali  che  non  sono  superati   da  alcuno   dei   nu- 


l)  Abbiamo  per  semplicità  riferito  a  numeri,  anziché  a  grandezze  qualunque 
della  stessa  specie,  queste  definizioni  e  i  teoremi  che  ne  seguono,  ma  si  in* 
tende  come,  con  lievissime  modificazioni  negli  enunciati,  valgano  in  ogni  casa 


m 

meri  del  gruppo,  e  se  un  numero  vi  appartiene,  vi  appartengono  pure 
tutti  i  maggiori  di  esso.  Queste  due  classi  di  numeri  costituiscono 
una  ripartizione  di  Dedekind,  e  definiscono  perciò  un  numero  /,  che 
appunto  è  il  limite  superiore  del  gruppo  G.  Infatti  /  non  può  es- 
sere superato  da  nessun  numero  del  gruppo,  perchè  allora  vi  sareb- 
bero dei  numeri  razionali  della  seconda  classe  superati  da  quel  nu- 
mero, e  tra  / — 3  ed  /  essendovi  numeri  razionali  della  prima  classe 
vi  sarà  pure  qualche  numero  del  gruppo. 

In  modo  analogo  si  prova  l'esistenza  del  limite  inferiore,  ed  il 
teorema  è  così  completamente  dimostrato. 

Se  il  gruppo  G  di  numeri  non  può  essere  contenuto  in  un  in- 
tervallo finito,  esso  apparterrà  a  un  certo  intervallo  (a ,  00  )  oppure 
ad  un  certo  intervallo  ( —  00 ,  b),  oppure  all'  intervallo  ( —  00  ,x  ).  Nel 
primo  caso  esiste  per  G  un  limite  inferiore  finito,  che  è  quello  dei 
numeri  di  G  appartenenti  ad  un  intervallo  qualunque  (a ,  c\  c>  ay 
ma  non  esiste  alcun  limite  superiore  finito  ;  diciamo  allora  che  +  00 
è  il  limite  superiore  dei  numeri  di  G.  Nel  secondo  caso  esiste  un 
limite  superiore  finito,  ma  non  un  limite  inferiore  finito;  diciamo 
allora  che  —  00  è  il  limite  inferiore  dei  numeri  di  G.  Nel  terzo  caso 
non  esistono  limiti  inferiore  e  superiore  finiti;  diciamo  allora  che 
+  x  è  il  limite  superiore,  —  x  il  limite  inferiore  dei  numeri  del 
gruppo  G. 

62.  Sia  ora  ^  =/(*•)  una  funzione  finita  in  un  intervallo  (a,b)mf 
si  intende  che  il  limite  superiore  dei  valori  di  y  è  quel  numero  ly 
che  non  è  superato  da  alcun  valore  di^  in  quell'intervallo,  ma  / —  3" 
è  superato  da  qualche  valore  di  y,  cioè  vi  è  sempre  qualche  punto  x^ 
dell'  intervallo  tale  che/fo)  >  /  —  s.  Ed  il  limite  inferiore  di  y  nel- 
1*  intervallo  (a ,  b)  è  quel  numero  /'  che  non  supera  alcun  valore  di  yt 
ma  /  +  cr  supera  qualche  valore  di  y  nell'  intervallo  stesso,  cioè  vi 
è  sempre  qualche  punto  xt  dell'  intervallo  dove  f(xt)  <  /  4-  a. 

Qualunque  sia  la  funzione  finita  nell'intervallo  (a ,  b)  esiste  sempre 
per  essa,  in  seguito  al  teorema  precedente,  il  limite  superiore  ed  il 
limite  inferiore. 

Ma  abbiamo  di  più  il  teorema  (teorema  di   Weier Strass): 

Sia  y  =  f(x)  funzione  finita  nell'  intervallo  (a ,  b)  ed  ì  il  limite 
s  periore  (od  inferiore)  di  y  nell'  intervallo  stesso.  Allora  esiste  in 
(  ,  b)  almeno  un  punto  x',  che  può  anche  essere  uno  degli  estremi 
e  II9  intervallo,  tale  che  in  ogni  suo  intorno  il  limite  superiore  (od 
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inferiore)  dei  valori  di  y  è  ancora  1  ;  tale  cioè  che  in  ogni  suo  intorno 
nessuno  dei  valori  che  prende  y  supera  (o  è  superato  da)  \y  ma,  dato 
1  —  a  (o  1  +  a),  in  queir  intorno  vi  è  sempre  qualche  punto  xx  pel 
quale 

fi(x,)>  !-<»(«»  f(x,)<l  +  a) 


ossia 


|f(Xl)-l|<a. 

Infatti,  supposto  /  limite  superiore,  dividiamo  l' intervallo  (a ,  b) 
per  metà.  In  ciascuno  dei  due  intervalli  che  così  si  ottengono  il  li- 
mite superiore  dei  valori  di  y  non  è  maggiore  di  /  ed  in  uno  al- 
meno è  uguale  ad  /.  Indichiamo  con  (a, ,  bx)  V  intervallo  nei  quale 
il  limite  superiore  è  /,  od  uno  qualunque  dei  due,  fissato  arbitraria- 
mente da  noi,  quando  in  tutti  e  due  il  limite  superiore  fosse  /.  Di- 
vidiamo poi  l' intervallo  (aì ,  bx)  per  metà  e  procediamo  nello  stesso 
modo.  Nascono  così  due  successioni  di  numeri  (Vedi  dimostrazione 
del  teorema  N.  58) 

a  —  a  ì  ^~  at  —  •  •  •  •  £~:  an  <Él  '  •  •  •  5  ^7^i7^i7""7^/ 

che  hanno  per  limite  un  unico  numero  x,  perchè  bn  —  an  = 

può  rendersi  minore  di  qualunque    numero    prefissato;  ed   in  ogni 
intervallo  (an  ,  bn)  il  limite  superiore  di  y  è  ancora  /. 

Ora,  qualunque  e  comunque  piccolo  sia  un  intorno  e  di  x\  po- 
tremo sempre  prendere  n  così  grande  che  l' intervallo  (an ,  bn)  sia 
contenuto  in  c\  quindi  anche  in  e  il  limite  superiore  dei  valori  òìy 
è  ancora  /.  La  dimostrazione  stessa  fa  poi  vedere  come  di  questi  punti 
x  ve  ne  possano  essere  più  di  uno,  e  come  x  possa  coincidere  con  a 
o  con  b. 


..., 


b  —  a 


63.  In  relazione  alle  definizioni  poste  al  principio  del  n.  61,  se 
y=f(x)  è  funzione  finita  non  costante  nell'intervallo  (a , b)}  il  valore 
f(xx)  della  funzione  nel  punto  xx  è  massimo  (minimo)  quando  esso 
non  è  inferiore  (superiore)  a  nessuno  dei  valori  che  la  funzione  ha 
in  tutti  gli  altri  punti  dell'  intervallo,  ma  è  invece  superiore  (infe- 
riore) ad  alcuni  o  a  tutti  questi  valori. 

Per  le  funzioni  continue  abbiamo  il  teorema: 


JT- 
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Una  funzione  y  =  f(x)  continua  in  un  intervallo  (a ,  b)  e  non 
costante  prende  simpre  effettivamente  nello  stesso  intervallo  il  valore 
massimo  ed  il  valore  minimo,  cioè,  se  1  indica  il  limite  superiore  {in- 
feriore) di  y,  esiste  sempre  almeno  un  punto  xx  dell'  intervallo,  che 
può  anche  essere  uno  degli  estremi,  tale  che  f(x!)=l. 

Infatti,  indichiamo  con  xx  il  punto,  in  ogni  intorno  del  quale  il 
limite  superiore  (inferiore)  di  y  è  /.  Ora  essendo  f(x)  continua  in 
tutto  V  intervallo  e  quindi  anche  in  #1?  dato  ff,  esiste  un  intorno  e 
di  xu  pei  punti  x  del  quale  è 

l/(*)-/WKj5 

e  d'  altra  parte  in  questo  intorno  vi  saranno  dei  punti  xt  tali  che 
f(xt)>l  —  ---  cioè  /  —  f(*t)<-Ki  quando  /  è  limite  superiore,  op- 

g  a 

pure  punti  xt  tali  che  f(x2)  <  /  +  —  cioè  f(x2)  —  1  <  —  quando  /  è 

limite  inferiore;  in  ogni  caso  punti  xt  tali  che 
ma  per  gli  stessi  punti,  come  appartenenti  a  e, 

quindi  avremo 

\l-K*x)\<e- 

Ora  poiché  /  e  f(xx)  sono  due  numeri  fissi,  affinchè  la  loro  dif- 
ferenza possa  divenire  minore  di  qualunque  numero  o  prefissato,  oc- 
corre appunto  che  sia 


l)  Dalla  dimostrazione  del  teorema  si  scorge  come  la  condizione  che  la 
fi  azione  sia  continua  in  tutto  l' intervallo  (a ,  b)  sia  esuberante  per  la  esistenza 
d  1  massimo  e  del  minimo,  e  quindi  troppo  restrittiva  per  la  funzione  stessa, 
e  come  sia  sufficiente  solo  la  continuità  nel  punto  o  in  uno  dei  punti  xv  in 
o  ni  intorno  del  quale  il  limite  superiore  o  inferiore  è  /. 


9t> 

64-  Sia  f(x)  funzione  finita  in  un  intervallo  (a ,  b)  e  continua  nei 
punti  xu  #2,...#„,  interni  all'intervallo  stesso.  Assegnato  <?,  esiste 
un  intorno  (xx  —  A',  xl  -f  A")  del  punto  xx  (A' ,  h"  positivi)  tale  che 
pei  punti  x  di  esso  è 

\/(x)  -/(*J|  <  <7. 

Di  tali  intorni  ne  abbiamo  un  numero  illimitato,  perchè  tutti  gli 
intorni  (xx  —  k\  xx  +  A"),  dove  k' ,  k"  sono  positivi  e  k'  <  A',  A*  <  A", 
godono  della  stessa  proprietà.  Ma  i  numeri  A' ,  h"  ammettono  cia- 
scuno un  limite  superiore  Ai', A/;  vale  a  dire  Al*  è  tal  numero  che 
per  tutti  i  punti  x  dell'  intorno  (xx  —  hx\  xx)  (escluso  al  più  l'estremo 
inferiore  xx  —  hx)  è  \/(x)  — f(xx)\  < <?,  ma  in  alcuni  punti  x  o  in 
tutti  i  punti  x  dell'  intervallo  (a ,  xx  —  hx)  è  \f(x)  — f(xx)\  =± s,  no- 
tando che  non  è  escluso  il  caso  xx  —  hx '  =  0;  e  hx  è  tal  numero 
che  per  tutti  i  punti  x  dell'intorno  (xu xx  +  A")  (escluso  al  più  l'e- 
stremo superiore  xx  +  hx")  è  \f(x) — f{xx)\  <<7,  ma  in  alcuni  punti  x 
o  in  tutti  i  punti  x  dell'  intervallo  (xx  +  A/',  A)  è  \f(x)  — fxx)\  ^  s-, 
notando  anche  qui  che  non  è  escluso  il  caso  xx  +  hxu  =  b.  Indichiamo 
con  kx  il  più  piccolo  dei  due  numeri  hx  ,  A1",  ove  siano  disuguali, 
ma  prendiamo  A1  =  hx  se  #!  —  hx  =  a  con  A/  <  A/,  e  A,  =  hx  se 
jrj  4-  hx"  =  b  con  A/'<  A/.  Se  ne  conchiude  l'esistenza  di  un  numero 
completamente  determinato  Al7  corrispondente  ad  #u  tale  che  per  tutti 
i  punti  xy  appartenenti  all'intervallo  (a,b)  ed  all'intorno  (xx — A1? 
*i  +  Aj)  (esclusi,  al  più,  uno  degli  estremi  od  entrambi),  è 

Per  gli  altri  punti  xSì  x3ì . . .  xn  avremo  dei  corrispondenti  nu- 
meri completamente  determinati  7/2,  A3, ...  Indicando  con  A  il  più 
piccolo  di  questi  numeri  kxi  A2, . . .  An  è  certo  che,  per  tutti  i  punti  x 
dell'  intorno  (xs  —  A  ,  xs  +  A)  (esclusi,  al  più,  gli  estremi)  ed  appar- 
tenenti all'  intervallo  (a ,  A),  e  per  tutti  i  nostri  punti  xs,  è 

i/(*> -/(*oi  <»■ 

Ma  se  i  punti  #,,  anziché  essere  in  numero  finito  n,  formano 
invece  un  gruppo  G  di  infiniti  punti,  poniamo  il  gruppo  numera— 
bile  xl}  #2,...  #„,...,  allora  non  potremo  sempre  asserire  che  i  numeri 
An  A2r..  A,,...,  corrispondenti  ai  punti  del  gruppo,  ammettano  un  li- 
mite inferiore  A,  diverso  da  zero. 

Se  effetti vamente    lo    ammettono,  allora    vuol    dire  che,  dato  s-, 
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esiste  un  numero  //,  tale  che  per  tutti  i  punti  x  dell'  intorno  (xs  —  hy 
x,  -h  h)  (esclusi  al  più  gli  estremi)  ed  appartenenti  ad  (a ,  b\  e  per 
tutti  i  punti  xs  del  gruppo  G,  è  \/(x)  — f(xx)\  <<?.  In  questo  caso  si 
dice  che  la  funzione  f(x),  nel  gruppo  G,  per  i  punti  del  quale  la  ab- 
biamo supposta  continua,  è  continua  in  e  guai  grado  o  uniformemente  od 
equabilmente  continua,  o  equicontinua.  Se  invece  il  limite  inferiore 
h  è  zero,  la  funzione  dicesi  continua  non  in  ugual  grado,  o  non 
uniformemente  continua  o  non  equicontinua  nel  gruppo  G. 
Ora  abbiamo  il  seguente  teorema,  dovuto  al  Cantori 
Se  una  funzione  f(x)  è  continua  in  un  intervallo  (a ,  b),  dato  s 
positivo  e  comunque  piccolo,  esiste  un  corrispondente  numero  h,  tale 
che  per  tutti  i  punti  x'  dell 'intorno  (x  —  Zr,  x  -f-  //)  (esclusi  al  più  gli 
estremi)  ed  appartenenti  ad  (a ,  b),  e  per  tutti  i  punti  x  dell'  inter- 
vallo è 

\/(x>)  _/(«)|  <  a. 

E  prendendo  h'  <  //,  avremo  che  :  per  tutti  i  punti  x'  dell 'intorna 
(x  —  h\  x  +  h)  appartenenti  ad  (a  ,  b)  e  per  tutti  i  pùnti  x  dell'  in- 
tervallo è  \f{x')—f(x)\  <a. 

Cioè: 

Una  funzione  continua  in  un  intervallo  è  ivi  equicontinua. 

Questo  teorema  è  immediata  conseguenza  del  seguente,  che  ora 
dimostriamo  : 

Se  f(x)  è  funzione  continua  nell'intervallo  (a ,  b),  per  ogni  a  as- 
segnato,  esiste  un  corrispondente  numero  8"  positivo  tale,  che  é 

|f(x*)-f(x')|<<7, 

se   x  ,  x"   sono   due  punti   qualunque    dell'  intervallo  pei  quali   sia 

i*'  —  x"l  f=5- 

Poiché  f(x)  è  continua  in  (a ,  b),  dato  a,  esisteranno  infiniti  in- 
torni (a ,  a\  alla  destra    di   a,  per   tutti    i    punti    x   dei    quali    sarà 

!/(*) — /(«*)'  < — .  Sia  ax  il   limite    superiore  dei  valori  a\  cosichè 

o 
sia  \f{x) — f(à)\  <—    per  tutti  i  punti  x  dell'  intorno  (a?al)}  escluso 

al  più  il  punto  ax.  Indicando    con    (ax  ,a2)    il  limite  superiore  degli 

e 
ii  orni    alla    destra   di    au  nei    quali    è    \f(x) — /(*i)|  <"7">  sar<1 

(j 
\    (x)  — /(<*i)|  <  —  per  tutti  i  punti  x   dell'  intorno  (ax  ,  a2),  escluso» 

4 
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quale  abbiamo  dimostrato  il  precedente  teorema  risulta  che  P^.  ^  P^», 
Nr  ^  Na.» ,  T»  ^  Tx>  se  x  >  #,  cosichè  le  funzioni  P*.,  Nr,  TV  di  x 
sono  funzioni  positive  e  mai  decrescenti  dei  punti  x  di  {a ,  £),  inten- 
dendo che  una  funzione  ¥(x)  non  è  mai  decrescente  in  un  intervallo, 
quando  è  sempre  ¥(x)  ^  F(,*'),  per  tutte  le  coppie  x ,  x  di  punti  del- 
l'intervallo  pei  quali  sia  x  <#'. 

Ora  abbiamo  il  teorema: 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  funzione  fi- 
nita sia  a  variazione  limitata  in  un  intervallo  è  che  essa  sia  la  diffe- 
renza di  due  funzioni  positive  e  mai  decrescenti  nelV  intervallo  stesso. 

La  condizione  è  necessaria.  Infatti,  se  x  indica  un  punto  qua- 
lunque di  (a  ,  £),  è 

essendo  p ,n  le  variazioni  à\f{x)  nell'intervallo  (a,x)  corrispondenti 
ad  una  certa  decomposizione  di  (a ,  x)  in  tratti.  Ma,  essendo  P.v  il 
limite  superiore  di  p,  assegnato  a1,  esisterà  una  tale   decomposizione 

di  (a  ,  x\  per  la  quale  ¥x  —  p  <-—  ,  e  quindi  ancora 

K  -  [/(*)  -/MI  - 1  /  -  [/(*)  -/(«)]|  <  -£•  ; 

ma  P„  —  [/(#)  — f(a)]  =  N*.,/  —  [/(*)  "—/(*)]  =  » .  cosichè,  per  la  stessa 

G 

decomposizione,  è  ancora  N.r — «<— ,  e  la  formola 

P»  -  N,  -  [/(*)  -/(«)]  =  P*  -  /  -  (N„  -  *) 
ci  dà 

P,  -  N.  -  [/(*)  -/(«)]  <  a, 

da  cui,  essendo  il  primo  membro  una  quantità  costante  per  ogni  *, 
si  ricava 

f(x)  -f(a)  =  P,  -  N,. 
od  anche 

/(*)  =/(*)  +  P.r  +  C  -  (N,  +  C)  =  ?(*)  -  *  (*), 

e  le  funzioni  <p(#)  =f(a)  +  P.r  +  C,  +(#)  =  N*  +  C,  se  si  prenda  {*  r 
C  una  costante  qualunque  positiva  maggiore  o  eguale  a  |/(*)|,  son  » 
funzioni  positive  mai  decrescenti  di  x  in  (a ,  #). 


i 

i 
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La  condizione  è  sufficiente.  Invero  se 

/(*)  =  9ML—  +  (*)> 

dove  ?,  ^  sono  funzioni  positive  mai  decrescenti  in  (a ,  £),  decompo- 
nendo comunque  mediante  i  punti  xu  xty..  xnr-ì  V  intervallo  (a ,  *), 
abbiamo 

t=  !/(*i)  -/(«)|  +  |/(*,)  -/(*i)l  + ...  +  \f(b)  -/K-01 
=  \**i)—**)-\¥px)-M?)\\  +  ... 

<^  W*i)  -  *(*)!  +  |9(*t)  -  ?(*i)|  + .. .  +  !?(*)  —  ?(*.-,)( 

-r  |+(*i)  -  +WI  +  j<K*,)  -  +(*,)(  + . . .  +  \m  -  ^K-i)( 

la  qual  formola,  mostrandoci   che    /  ha   un    limite  superiore  finito,  \ 

prova  che  f(x)  è  a  variazione  limitata  in  {a ,  b). 


Relazioni  tra  la  funzione  e  la  derivata. 

66.  Sia  f(x)  funzione  continua  nell'intervallo  (a ,  b)  {gli  estremi 
inclusi)  ed  ammetta  in  esso  (gli  estremi  al  più  esclusi)  derivata  finita 
od  infinita  ma  determinata  di  segno  e  sia  f(a)  =  f(b).  Allora  esiste  un 
punto  xx  interno  all'  intervallo  nel  quale  la  derivata  f  '(x^  é  {ero. 
(Teorema  di  Bolle). 

infatti,  o  tutti  i  valori  di  f(x)  nell'intervallo  (a,b)  sono  uguali 
ad  f(a)  e  f(b\  cioè  la  funzione  è  propriamente  una  costante  nell'  in- 
tervallo, ed  allora  la  sua  derivata  essendo  zero  in  tutto  V  intervallo, 
il  teorema  sarebbe  dimostrato. 

Oppure  i  valori  di  f(x)  non  sono  tutti  uguali  ad  f(a)  ed  f(b\ 
cioè  ve  ne  sono  di  maggiori  o  di  minori  o  di  maggiori  e  minori, 
<  1  allora,  poiché  la  f(x)  è  continua,  prenderà  effettivamente  il  va- 
1  >re  massimo  e  minimo,  e  rispettivamente  vi  sarà  un  punto  interno 
-4  IP  intervallo  nel  quale  prende  il  valore  massimo  o  un  punto  interno 
]  ìì  quale  prende  il  valore  minimo   o   due   punti   interni  nei  quali 


-v-*^: 


m??' 


*V 
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prende  il  valore  massimo  e  il  minimo.  In  ogni  caso  adunque  esiste 
un  punto  xx  interno  all'intervallo  nel  quale  f{x)  prende  il  valore 
massimo  o  il  minimo,  ed  avremo  quindi 

dove  h)  positivo,  si  suppone  tale  che  i  punti  xl  ±z  li  appartengano 
all'  intervallo  (a ,  b\  e  dove  i  segni  di  eguaglianza  non  potranno  pre- 
sentarsi in  tutti  i  punti  dell'  intervallo. 

In  conseguenza  ognuno  dei  due  rapporti 


11. 


(1) 


f{xx  +  h)  -f(xx)         f(xx  -  h)  -f(Xl) 


—  h 


quando  non  sia  zero,  mantiene  lo  stesso  segno  per  tutti  quei  valori 
di  h}  e  il  segno  dell'uno  è  opposto  a  quello  dell'altro.  Ma  facendo 
convergere  h  a  zero  essi  devono  avere  uno  stesso  limite  finito,  o  en- 
trambi devono  avere  per  limite  +  oo ,  o  entrambi  —  oo  ;  ciò  per  le 
ipotesi  dell'  enunciato  del  teorema,  tal  limite  comune  essendo  {affa). 
Ora  questo  limite  comune  non  può  essere  +  oo  né  —  oo ,  poiché  quello 
dei  due  rapporti  (1)  che  non  è  mai  positivo  non  potrebbe  avere  per 
limite  +  oo ,  e  quello  che  non  è  mai  negativo  —  oo  ;  e  neppure  tal 
limite  comune  potrebbe  essere  una  quantità  finita  A  diversa  da  zero, 
altrimenti  esisterebbe  per  la  variabile  positiva  h  un  intorno  alla  destra 
del  valore  h  =  0  per  tutti  i  valori  h  del  quale  i  due  rapporti  (1) 
avrebbero  lo  stesso  segno  di  A,  il  che  non  è. 

Dovrà  adunque  tal  limite  comune,  cioè  /'(#i),  essere  zero,  ciò  che 
dimostra  il  teorema. 


67.  Se  f(x)  è  continua  nelP intervallo  (a  ,  b),  (gli  estremi  inclusi) y 
e  nello  stesso  intervallo  (gli  estremi  al  più  esclusi)  ammette  derivata 
finita  o,  se  infinita,  determinata  di  segno y  esiste  un  punto  x,  interno 
ali*  intervallo  tale  che 


/*(*.) = 


/w  -/(«) 


l's 


Infatti,  indicando  con  K  la  quantità  ^—. —  avremo 


è  — a 


f(b)-f(a)  =  K{b-a) 


t 


^*^ 
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ossia 
(1)  f(b)-/(a)-Kb  +  Ka  =  0, 

e  consideriamo  la  funzione,  che  indicheremo  con  <}>(#),  ottenuta  dal 
primo  membro  di  questa  uguaglianza  ponendovi  x  in  luogo  di  4, 
cioè 

<K*)  =/(*)  -/(*)  —  Kb  +  Kx 

Questa  funzione  ha  nell'  intervallo  (a ,  b)  le  proprietà  supposte 
alla  f(x)  nell'  enunciato  del  teorema,  inoltre  ty(b)  =  0,  e  per  la  (1) 
anche  ty(a)  —  0.  Quindi  pel  teorema  al  n.  66  esisterà  un  punto  xì  in- 
terno ad  (a^b)  nel  quale  la  derivata  +'(•*)  = — /'(#)  + K  si  annulla, 
cioè  K=/'(#i),  ovvero 

/(**)-    b_a   • 

68.  Nella  formola  precedente,  xl  indicando  un  valore  di  x  com- 
preso tra  a  e  i,  possiamo  porre  x  -=.  a  +  0(£  —  0),  dove  0  indica  un 
certo  numero  compreso  tra  zero  e  uno,  che  dipenderà  da  a  ,  bì  e  dalla 
natura  della  f(x). 

Avremo  così 

/(*)  =/w +(*-«)  f\*  +  •(*  -  «)]• 

Posto  a  =  x,  b  =  x  +  h,  si  ottiene 

/(*+ A)  =/(*)  +  */'(*  + 6A),  0<«<1. 

Per  usare  questa  formola,  che  è  molto  importante  e  di  frequente 
applicazione  e  che  ci  porge  la  funzione  variata  f(x  +  A)  quando  alla 
x  si  attribuisce  l'aumento  //,  è  sufficiente,  come  ora  abbiamo  visto, 
che  la  f(x)  sia  continua  pei  valori  della  variabile  nell'  intero  inter- 
vallo (xy  x  -+■  A)  e  che  nello  stesso  intervallo,  x  e  x  +  A  al  più  esclusi, 
ammetta  derivata  finita  o,  se  infinita,  determinata  di  segno. 

69.  Sia  f(x)  continua  in  (a  ,  b)  (gli  estremi  inclusi)  e  che  ammetta 
(±  rli  estremi  al  piti  esclusi)  derivata  finita  0,  se  infinita,  determinata 
di  segno.  Sia  ?(x)  altra  funzione  continua  in  (a ,  b)  (gli  estremi  in- 
a  usi)  e  che  ammetta  (gli  estremi  al  più  esclusi)  derivata  finita  e  di- 
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versa  da  {ero.  Esiste  allora  un  punto  xx  interno  ad  (a ,  b)   tale  che 

Si  osservi  subito  che  <p(£)  —  9(0),  è,  per  le  ipotesi  fatte,  diverso 
da  zero,  giacché  in  virtù  del  teorema  al  n.  (37, 

ed  xt  essendo  interno  ad  (a ,  b)  la  9'(#s)  è  diversa  da  zero. 
Si  ponga  ora 

(I)  /§=44=K 

ossia 

/(*)  -/W  -  W)  +  K?(a)  =  0, 
e  si  formi  la  funzione 

Mx)  =f(b)  -/(*)  -  K*(*)  +  K9(*), 

per  la  quale,  essendo  ^00  =  0,  +(*)  =  0,  e  per  le  ipotesi  fatte  rispetto 
alle  funzioni  /(*),  9(#),  sono  verificate  tutte  le  condizioni  sufficienti 
per  applicare  il  teorema  al  n.  06.  Esisterà  quindi  un  punto  x1}  in- 
interno  ad  {a ,  b),  pel  quale 

+,(*i)  =  -/'(*i)+K9'(*,)  =  0 

fXx  ) 

da  cui,  essendo  9'(#i)  diverso  da  zero,  K=—  77-^r,  e  la  (1)  ci  daap- 
punto 

/(*)  -/w  =  n*A 

<p(A)  — <p(«)  9'(*i)  " 

Questa  formola  può  anche  scriversi  così  : 

/(*)  -/(«)  _  rr* + »(*  -  *)i  «  ^  •  ^  1 

9(*)— »(«)  ~~  <p'L*  +  e@  -  «)]  '    ^  ^  * 

e  posto  a  =  x,  b  =  x+  h, 

f(x+h)—f(x)  _/'(«+ 6ft) 
<?(*  +  h)  —  <?(x)   ~  <f'(x  +  6/»)  ' 
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yo.  Noi  sappiamo  che  una  funzione,  che  mantiene  lo  stesso  valore, 
ossia  è  una  costante,  per  tutti  i  punti  d' un  intervallo,  ha  la  derivata 
uguale  a  zero  per  tutti  i  punti  dell'intervallo  stesso.  Ora  possiamo 
anche  dimostrare  la  reciproca,  cioè,  che  :  Se  la  derivata  di  una  fun- 
zione è  {ero  per  tutti  i  punti  interni  all'  intervallo  (a  ,  b),  la  funzione, 
supposta  continua  anche  negli  estremi  a ,  b,  é  costante  in  tutto  V  in- 
tervallo. 

E  difatti  se  e,  d  indicano  due  punti  qualunque  del  nostro  inter- 
vallo (a ,  b)  avremo 

f(d)  -/(e)  =  (d-  c)f(c  +  0{d  -  e)  ) 

e  poiché  f\c  -f.  §(d  —  e))  =  0,  avremo  f(d)  =f(c). 

Dimostreremo  allo  stesso  modo  che  f(c)  =/(*),  e  essendo  un 
altro  punto  di  (<*,£),  e  quindi  f(c)  =/(d)  =f(e) ;  e  così  di  seguito. 

71.  Due  funzioni  f(x),  <p(x),  che  nei  punti  interni  di  un  inter- 
vallo (a  ,  b)  hanno  la  medesima  derivata  finita,  e  sono  continue  anche 
negli  estremi  a  ,  b,  non  possono  differire  tra  loro  che  per  una  costante 
in  tutto  V intervallo;  e  due  funzioni,  che  differiscono  tra  loro  per  una 
costante  ed  ammettono  derivata  finita  in  tutto  (a ,  b),  hanno  uguali 
queste  derivate  nelV  intervallo  (a  ,  b). 

Posto,  infatti,  $(x)  =/(x)  —  <p(x)  abbiamo  ty'(x)  =/'(x)  —  y'(x)  =  0 
e  quindi  ty(x)  =  C  (C  costante)  ossia  f{x)  —  y(x)  =  C. 

Reciprocamente,  se  +(#)  =  C,  sarà  ty'(x)  ■=.  0  ossia  /'(*)  =  y'(x). 

72.  La  funzione  f(x)  dicesi  crescente  nel  punto  xx  quando  esiste 
un  intorno  alla  destra  di  xx  pei  punti  x  del  quale  è 

ed  uno  alla  sinistra  nel  quale 

e  dicesi  decrescente  nel  punto  xx  quando  esiste  un  intorno  alla  destra 
di  xx  nel  quale 

/(*)-/(*!>  <0, 

e     uno  alla  sinistra  nel  quale 
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Una  funzione  crescente  o  decrescente  per  tutti  i  punti  d'un  in- 
tervallo (è  palese  la  modificazione  da  introdursi  nelle  precedenti  de- 
finizioni per  gli  estremi  dell'  intervallo)  dicesi  crescente  o  decrescente 
neir  intervallo  medesimo. 

Abbiamo  il  teorema: 

La  f(x),  che  ammette  derivata  finita  diversa  da  %ero  f  (x,)  in  xl7 
è  crescente  o  decrescente  in  xx  secondochè  f (xx)  ;>  0  o  f (xx)  <  0. 

Infatti,  poiché  i  due  rapporti  incrementali  destro  e  sinistro 

~x~^xx        '     >Xlì         x-xx        '  X<*1 

hanno  lo  stesso  limite  f\xx)  quando  x  converge  ad  xXì  esisterà  un 
intorno  e  alla  destra  di  xx  pel  primo  rapporto,  ed  un  intorno  e"  alla 
sinistra  pel  secondo,  per  tutti  i  punti  x  dei  quali  entrambi  i  rapporti 
saranno  positivi  sef'(xx)  >  0,  o  saranno  entrambi  negativi  se/'(xx)  <0, 
e  quindi  se  f'(xx)  >  0  avremo  /(#)  — f(xx)  >  0  in  c\  f(x)  — f(xx)  <  0 
in  e",  cioè  la  funzione  è  crescente  in  #,;  e  se  /'(*i)<0  avremo 
f(x)  —f(xx)  < 0  in  c\  f(x)  —f(xx) > 0  in  c\  cioè  la  funzione  è  de- 
crescente in  xx. 

Da  questo  teorema  si  deduce  subito  l'altro: 

Una  funzione  è  crescente  o  decrescente  in  tutto  un  intervallo  se 
nello  stesso  la  derivata  della  funzione  è  costantemente  positiva  o  costan- 
temente negativa. 

Quest'ultimo  teorema  viene  utilmente  applicato  per  avere,  me- 
diante la  derivata,  delle  indicazioni  intorno  al  modo  di  variare  della 
funzione. 


Esempi 


1)  Per  0  <  x  <  —  la  f(x)  = è   sempre   decrescente,  perchè 

2  x 

per  questi  valori  di  x  la  derivata 

„,  x       xeosx  —  sen#         cos#    .  x 

/  (*) = -i =  —ì-  (*  -  *  *) 

COS  X 

è  sempre  negativa,  essendo  — - —  >0  e  x  —  tg  a?  <  0. 


se  x  >  0,   la   funzione   è  de- 
che log  (1  +  x)  —  *<0,  ossìa 


1-r* 

;nte  perchè  f'(x)  >  0,  e  poiché 


/"(0)  =  0  si  vede  che 

log(l  +  *)  —  *  +  -^->0 
per  x  >  0,  ossia 

log(l  +*)>*  — -^-- 
Per  quanto  precede,  abbiamo  quindi,  per  *  >  0, 
*_ -fi  < log (1 +*)<*, 
da  cui 

log(l  +  *)  =  * -  +  9, ^-,0<fl,<l;  log (1  +*)  =  *— (1  — 8,)—, 

ossia 

log (i  +  *}  =  *— e  4-,  0<B<1, 

od  anche 

log(l  +x)=x  —  Vx*  t0<V<±.. 


^ 
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Esercizi 


1.  Servendosi  del  teorema  nn.  07,  08  si  dimostri  che,  perariX),  è 

— — r<log(*  +  l)  —  log*<  — . 
x  -+•  1  oc 

2.  Servendosi  del  teorema  n.  09  si  dimostri  che,  per  x  >  0,  è 

1 


2(*+l)' 


log(x  +  1)—  log*         1 


2*4-  1 


2*«  * 


3.  Servendosi  del  teorema  nn.  07,  (>8  dimostrare  che:  Se  in  un 
intorno  del  punto  a  la  f{x)  ammette  derivata  finita  o,  se  infinita, 
determinata  di  segno  e  lim  f'(x)  =  A,  sarà  /'(a)  =  A. 


jr  =  a 


4.  La  derivata  della  precedente  funzione  o  è  continua  nel  punto 
a  o,  se  è  discontinua,  ha  una  discontinuità  che  può  essere  solo  di 
seconda  specie. 

5.  Studiare  come  varia  la  funzione 

1  ° 

f(x)  =  x  —  —  tgx  —  ^senx 

iz 
per  0  ^  x  <  —  e  provare  che,  per  questi  valori  d'  x} 

1  2 

*<"§"  *£*  +  y  sen*. 

0.  Studiare  come  varia  la  funzione 


are  tg  x  — 


x 


1  +*5 


e  dedurne  che  V  equazione 


are  tg  x  — 


1  +** 


m 


iz      ir 


Tt  TC 

ha  una  radice  reale  finita  se  m  è  compreso  tra  —  —  e  —  e  che  p  ir 
gli  altri  valori  di  m  non  ammette  alcuna  radice  reale  finita. 
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Funzioni  di  due  o  più  variabili  indipendenti. 
Derivate  parziali  e  differenziali. 

73.  Siano  x  yy  due  variabili  indipendenti  suscettibili,  ciascuna, 
di  assumere  tutti  i  valori  reali.  Si  dice  che  l' insieme  dei  sistemi  di 
tali  valori  costituisce  uno  spazio  a  due  dimensioni,  che  trova  la  più 
semplice  e  naturale  rappresentazione  geometrica  mediante  un  piano, 
quando  in  esso  si  assuma  un  sistema  di  assi  di  coordinate  cartesiane, 
che  per  semplicità  supporremo  ortogonali,  e  ad  ogni  sistema  (x  ,y) 
di  valori  di  x  e  y  si  faccia  corrispondere  quel  punto  le  cui  coordi- 
nate sono  (x  ,y),  ottenendo  così  una  corrispondenza  biunivoca  tra  i 
sistemi  di  valori  di  x  e  y  e  i  punti  del  piano.  Riferendoci  a  questa 
rappresentazione  geometrica  chiameremo  spesso  punto  (x  ,y)  il  si- 
stema (x  ,y)  di  valori  di  x  e  y. 

Secondo  i  casi,  si  dovranno  considerare  tutti  i  valori  reali  di 
x  ,y,  ed  allora  il  campo  dei  valori  per  le  variabili  sarà  costituito  da 
tutti  questi  valori,  ossia,  geometricamente,  da  tutto  il  piano;  oppure 
i  soli  valori  di  x  yy  ottenuti  limitando  con  determinate  leggi  la  va- 
riabilità di  x  e  y,  come  i  valori  di  x  ,y  che  soddisfano  a  certe  re- 
lazioni 

tali  sistemi  di  valori  costituiscono  il  campo  dei  valori  che  allora  si 
considera.  I  sistemi  di  valori  di  x  ,y  pei  quali  è  y^x  ,y)  =:  tyx{x  }y)  e 
soddisfanno  alle  rimanenti  relazioni,  quelli  pei  quali  è  <?2(x ,^)r-+2(# ,y) 
e  soddisfano  alle  rimanenti  relazioni,  e  così  via,  costituiscono  il  con- 
torno o  confine  o  limite  del  campo.  Un  tal  campo  verrà  rappresentato 
geometricamente  da  una  o  più  parti  del  piano,  limitate  da  certe  linee. 
Diremo  finito  un  campo  quando  i  valori  di  x  e  y  che  vi  appar- 
tengono sono  finiti,  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  quando  esiste  un  numero 
A  tale  che  per  tutti  i  sistemi  (x  ,y)  appartenenti  al  campo  è  x1  -Vy1  <  A2  ; 
infinito  quando  tal  numero  non  esiste.  Ovvero,  geometricamente,  il 
campo  é  finito  quando  si  possa  descrivere  col  centro  nell'origine  delle 
ce  Drdinate  (o  anche  in  un  altro  punto  qualunque)  un  circolo  di  raggio 
A  che  racchiuda  tutto  il  campo;  ed  il  campo  è  infinito  quando,  per 
qi  anto  grande  si  assuma  il  raggio  A,  vi  siano  sempre  fuori  del  cir- 
ce o  dei  punti  del  campo. 
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Come  esempi  semplicissimi  abbiamo: 

Il  campo  finito  determinato  dalle  relazioni  a^x^-b^c ^.y  ^ dt 
il  cui  contorno  è  formato  dai  valori  di  x  7y  pei  quali  è  x  =  a, 
e  ^~y  ^- d ;  x  =  b,  e  ^y  ^d\  y=^c,  a  <^x  ^b\  y  —  d,  x ^a ^b. 
Geometricamente,  questo  campo  è  formato  da  un  rettangolo  con  due 
lati  paralleli  all'  asse  delle  y  e  distanti  da  esso  di  a  e  £,  e  cogli  altri 
due  paralleli  all'asse  delle  x  e  distanti  da  esso  di  e  e  d\  i  lati  del 
rettangolo  sono  il  contorno  del  campo. 

Il  campo  infinito  determinato  dalle  relazioni  x  ^.  0.  y  ^  0,  cioè 
la  quarta  parte  del  piano  limitata  dalle  due  parti  positive  degli  assi, 
parti  che  formano  il  contorno  del  campo. 

Il  campo  determinato  dalle  relazioni  #'+^*^r8,  x*  -ì-y^^r^ 
il  cui  contorno  e  formato  dai  valori  di  x  ,y  pei  quali  è  x2  +/  =  r! 
e  x%+yl  =  rlt:  esso  è  finito  e  formato  dalla  corona  circolare  com- 
presa tra  i  circoli  di  raggio  r  ed  rn  col  centro  nell'  origine,  se  r>  r,j 
ed  è  infinito  e  formato  dalle  due  parti  del  piano,  l' una  interna  al 
circolo  di  raggio  r,  V  altra  esterna  al  circolo  di  raggio  rl}  se  r  <  r,. 

Sia  C  un  campo.  Chiamasi  intorno  di  un  punto  M  interno  a  C 
(cioè  che  appartenendo  a  C  non  è  sul  contorno  di  C)  ogni  parte 
qualunque  del  piano  (piccola  anche  quanto  si  vuole  ma  che  non  si 
riduca  ad  una  linea  o  ad  un  punto),  tutti  i  punti  della  quale  appar- 
tengano a  C,  e  che  contiene  M  come  suo  punto  interno;  e  intorno 
di  un  punto  N,  del  contorno  di  C,  una  parte  qualunque  del  piano, 
(piccola  anche  etc),  tutti  i  punti  della  quale  appartengono  a  C,  e  che 
contiene  N  come  punto  del  suo  contorno. 

74.  Diciamo  che  u  è  /unitone  di  x  ,y  in  un  campo  C,  quando 
ad  ogni  sistema  (x  7y)  appartenente  al  campo  corrispondono  per  w 
uno  o  più  valori  determinati.  Le  funzioni  di  due  variabili  indipendenti 
x  ,y  si  indicano  colle  notazioni  u=:u(x ,y\  u=f(x  ,y),  u  =  <p(x ,/) 
e  simili.  Una  funzione  è  univalente  in  un  campo  C,  quando  ad  ogni 
punto  del  campo  corrisponde  un  solo  valore  della  funzione  ;  è  pluri- 
valente quando  corrispondono  più  valori.  Le  funzioni  che  noi  consi- 
dereremo saranno  sempre  supposte  univalenti  o  ridotte  tali  per  op- 
portune convenzioni. 

Si  dice  che  /  è  il  limite  di  v(x  7y\  quando  x  7y  convergono  co- 
munque verso  x0  ,y{)9  e  si  scrive 

/  =  lim  v(x  ,y)  =  lim  v(x{)  +  h,y0  +  k\ 

y=r0  *=o 


Ili 

se,  dato  a,  esiste  un  intorno  del  punto  (x{ì  ,/0),  per  tutti  i  punti  (x,y) 
del  quale  è 


La  funzione  u  dicesi  assolutamente  continua,  o  più  semplicemente 
detto,  continua  nel  punto  (x{)  ,^>0)  nel  quale  ha  il  valore  finito  u(x0  ,^0), 
se,  dato  a,  si  possa  determinare  o  si  sappia  che  esista  un  intorno  e 
di  (#0  yy0),  per  tutti  i  punti  (x  ,jy)  del  quale  sia 


(1) 


u(*  ,y)  —  w(*o  ,yo)\  <  °, 


cioè  se 


lim  u(x  ,y)  =  u(x0  ,^0)     ovvero 

x=x0 
X=X0 


lim  u(x0  +  h,y0  +  k)=:  u(x0  yy0)  ; 

*=0 


e  se  è  continua  è 


lim  w(*  ,jy)  =  u(x0  ,y0) 


per  #  yy  convergenti  comunque  rispettivamente  verso  x()  yy{]. 

Quando,  corrispondentemente  ad  ogni  numero  a,  non  esiste  un 
intorno  e  che  goda  della  precedente  proprietà,  la  funzione  dicesi  di- 
scontinua nel  punto  (x0  ,^»0). 

Una  funzione  continua  in  tutti  i  punti  di  un  campo  C,  dicesi 
continua  nel  campo  C. 

Dalla  (1)  ricaviamo  in  particolare 


(2) 


\«(*,jri>)  —  «{*o,yi})\<e- 


I  punti  (x  ,y0)  dell'  intorno  e  che  compariscono  in  questa  for- 
inola sono  situati  sopra  la  retta  parallela  all'  asse  delle  x  passante  pel 
punto  (x0  ,y0):  e  vediamo  così  come,  dato  a,  esista  su  questa  retta 
un.  intorno  del  punto  (xn  ,^r),  per  tutti  i  punti  (x  ,^0)  del  quale  è 
verificata  la  (2),  la  qual  cosa  ci  dice  che  la  funzione  u(x}y0)  di  x  è 
continua  nel  punto  x0ì  ovvero  che  la  funzione  u(x  ,y)  è  nel  punto 
(xtì  yjff)  continua  rispetto  alla  variabile  x. 
Parimenti  ricaviamo  dalla  (1) 


(3) 


u(*o,j)  —  u(xo,yo)\<a, 


la  quale  esprime  che  la  funzione  u(x  %y)   è  nel   punto  (*0  ,y0)  con- 
tinua  rispetto  alla  variabile  y. 


*.v^ 


\ti 


•x 


w 


X 
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Dunque  una  funzione  u(x  ,  y)  continua  nel  punto  (x0  ,  y0)  è  con- 
tinua  separatamente  rispetto  a  ciascuna  delle  variabili  x,y;  ovvero 
la  continuità  rispetto  a  ciascuna  variabile  x  ,  y  è  condizione  necessaria 
per  la  continuità  assoluta  della  funzione  nel  punto  (xq  ,  y0). 

Ma  dalle  (2),  (3)  che  esprimono  la  continuità  della  u(x  yy)  ri- 
spetto alla  x  ed  alla  y  non  ne  segue  la  (1).  ossia  dalla  esistenza  degli 
intorni  del  punto  (#0  }y0)  sulle  rette  passanti  per  esso  e  parallele  agli 
assi  delle  x  e  delle  y^  pei  punti  rispettivamente  x  ey  dei  quali  sono 
rispettivamente  verificate  le  (2),  (3),  non  ne  segue  l'esistenza  del- 
l'intorno e  pei  punti  (x,y)  del  quale  sia  verificata  la  (1).  Cosichè 
una  funzione  u(x  ,  y)  continua  nel  punto  (x0  ,  y0)  separatamente  ri- 
spetto alla  x  ed  alla  y  pud  non  essere  continua  nel  punto  (xj  ,y0); 
ovvero  la  continuità  rispetto  a  ciascuna  delle  variabili  x ,  y  non  è 
condizione  sufficiente  per  la  continuità  assoluta  della  funzione  nel 
punto  (x0  ,  y0). 

In  seguito  alla  definizione  data,  la  u(x  ,y)  è  continua  nel  punto 
(*o  ìJo)  se>  dato  a?  esistono  due  numeri  positivi  A,  k  in  modo  che 

(4)  \u(x(ì  +  A*0  Jo  +  4Ki)  —  u(xo  ifo)\  <  * 
per  i  valori  A#0  ,  &y0  tali  che 

(5)  |A*>I^*  i  lA^ol^*- 

* 

L' intorno  e  è  qui  costituito  da  un  rettangolo  i  cui  lati,  paralleli 
agli  assi  delle  x  e  delle  y,  hanno  per  lunghezza  2h  e  2k  ed  il  cui 
centro  è  in  (xt)  ,^0). 

Ma  la  (4)  è  verificata  se,  dato  s,  esistono  i  due  numeri  hy  k  in 
modo  che,  pei  valori  A#j  >  \y^  soddisfacenti  le  (5)  siano  verificate 
le  due  disuguaglianze 

u(x0  +  A.*b  >  So  +  A^o)  —  "(*o  +  A*0  ,Jo)  I  <  v 


f|  «K  +  A*0  >/u)  —  "(*o  >J\i)l  <  y  * 
oppure  le  altre  due 

i  \u(x0  +  A*,  ,^,  +  AA»)  —  w(*u  i^o  +  Vo)  I  <  y  ' 

r  |"(*o  ^o  +  AjV0)  —  w(*o  j^u)  I  <  \7  i 
giacché  le  (0)  come  pure  le  (7)  hanno  per  conseguenza  la  (4). 


v    • 
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La  seconda  delle  (6)  ci  indica  che  la  u(x  ,y)  è  nel  punto  (x0  ,^0) 
continua  rispetto  alla  x,  la  prima  ci  indica,  non  solo  che  la  u  è  fun- 
zione continua  rispetto  alla  y  in  tutti  i  punti  che  hanno  per  ordinata 
comune  y0  e  le  cui  ascisse  appartengono  all'intervallo  (x0  —  //,  x0  +  A), 
ma  ancora  che  è  continua  in  guisa  che,  dato  a,  esiste  un  numero  k 
tale  che,  qualunque  sia  1'  x  appartenente  a  quell'  intervallo,  cioè  per 
tutti  i  punti  x  dell'  intervallo,  è 

I  <x  yjyo  +  4r0)  —  u(*  ,yo)  I  <  \ 

per  |A/ol  ^*-  Questa  proprietà  esprimiamo  dicendo  che  la  «  è  nel- 
F  intervallo  (x0  —  A,  x0  -f  A),  e  per  y  =y0)  funzione  uniformemente 
o  equabilmente  continua  o  equiconiinua  rispetto  ad  y. 

In  seguito  a  ciò  possiamo  asserire  che:  La  condizione  necessaria 
e  sufficiente  affinchè  una  funzione  u(x  ,  y)  in  un  punto  (x0  ,  y0)  sia 
assolutamente  continua  è,  che  in  quel  punto  la  u  sia  continua  rispetto 
alla  x  e  che  esista  un'  intervallo  (x0  —  h,  x0  4-  h)  nel  quale,  e  per 
y=zy0y  la  u  sia  equiconiinua  rispetto  alla  y;  oppure  (con  analoghe 
considerazioni  dalle  formole  (7))  che  in  quel  punto  la  u  sia  '  continua 
rispetto  alla  y  e  che  esista  un  intervallo  (y0  —  k,  y0  ■+•  k)  nel  quale y 
e  per  x  =  x0,  la  u  sia  equiconiinua  rispetto  alla  x. 

Queste  considerazioni  possono  essere  utili  anche  per  dimostrare 
più  facilmente  la  continuità  di  una  data  funzione  in  un  punto. 

Come  esempio  di  quanto  precede  prendiamo  a  considerare  la 
funzione  u  che  per  x  =  0  e  y  qualunque  (anche  y  =  0)  è  zero,  e  per 
gli  altri  valori  di  x  ,y  è 


u  =  sen(  m  are  tg —  j 


dove  m  è  un  numero  qualunque. 

Questa  funzione  è  continua  in  qualunque  punto  che  non  appar- 
tenga all'  asse  delle  y.  Infatti,  sia  (x  ,y)  un  tal  punto  ;  la  differenza 


y  y 

sen  m  are  tg  — - sem  m  are  tg  — 

I  6  x  +  A*  * 


=l2senf(arctg^-arctg^)||cosf(arctg^+arctg^)| 
^2senf(arctg^-arctg^)j<|W(arctg^-arctg^)| 
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può  rendersi,  prendendo  |A#|  minore  di  un  certo  numero  A,  minore 

y 

di   qualunque  numero  prefissato  a,  giacché  la   funzione  are  tg  —  è 

x 

continua  rispetto  ad  #,   come  può   facilmente   riconoscersi.   Dunque, 

intanto,  la  «  è  nel  punto  (x  ,jy)  continua  rispetto  alla  x. 

Inoltre 


D  = 


y  4-  A  y  y 

sen  m  are  tg  -- sen  m  are  tg  —    t 

#  -h  A*  ^r  +  A^ 


^: 


2  sen 


w 


/     t   y  +  &y 

l  are  tg  ---^—~7  —  arc  *g 


>' 


a?  4-  A* 


#  +  A# 


■). 


< 


w                    AX*  +  A#) 
2  sen  —  arc  ter — 

2        Ig  (*  +  A*)2  +y(y  +  Aj) 


w  arc  tg 


AX*  +  A*) 


(*  +  A*)2  +X?  +  A^) 


< 


m  AX*  -r  A*) 


(*rf  A*)2+X/  +  A^) 


< 


w  AX*  ^"  A*) 


Xjv  4-  ày) 


m\   |V|  (1*1  +  |A*|) 


bl  (1^1  —  lA^ì) 


Ora  si  prenda  |A#|  minore  di  un  numero  qualunque  positivo  A; 


sarà 


D< 


\m\   |A.v|  (|*|  +  A) 


\y\  (\y\-\M) 


che  può  rendersi  minore  di  qualsiasi  quantità  assegnata  e  prendendo 
A>'|  minore  di  un  certo  numero 


cy 


\m\  (\x\  +  h)  +  <i\jr\' 


e  ciò  per  qualunque    valore    di   x  +  \x   appartenente   all'  intervallo 

(x  —  A,  x  4-  A). 

La  u  è  adunque  equicontinua  in  quell'  intervallo  rispetto  alla  /. 
Quindi  la  u  è  continua  nel  punto  (x  }y). 

Nel  punto  (0,0)  la  «  è  continua  rispetto  alla  x  ed  è  pure  con 
tinua  rispetto  alla  y,  perchè  lungo  tutto  1'  asse  delle  x  e  lungo  tutt 
quello  delle  y  la  u  ha  sempre   il   valore   zero  ;   ma  non   è  contini 
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nel  punto  (0,0)   rispetto   a   tutte    e    due    le    variabili.    Infatti    posto 

y 

x  =  p  cos  9,  y  =  p  sen  9,   da  cui  are  tg  —  =  9,  avremo 

x 

y 

sen  are  tg 0 

x 


=  ]sen  9 


e  sen  9  può  prendere  tutti  i  valori  da  —  1  a  -f  1  e  ciò  in  qualunque 
intorno  comunque  piccolo  di  (0 , 0).  Non  esistendo  dunque  alcun  in- 
torno di  (0 , 0)  nel  quale  la  precedente  espressione  si  mantenga  mi- 
nore in  valore  assoluto  di  qualunque  numero  dato  a,  la  fi  è  discon- 
tinua nel  punto  (0,0). 

Si  riconosce  inoltre  che  la  u  è  pure  discontinua  in  tutti  i  punti 
dell'  asse  delle  y  perchè  avendosi 

y  miz       \ 

lim  sen  m  are  tg  —  =  sen    _         i 

x=+o  6  x  2         f 

y  mni 

hm  sen  m  are  tg  —  =  —  sen  — —  j 

y  mn\ 

hm  sen  w  are  tg  —  =  —  sen  i 


.r=-f0  X 


lim  sen  w  are  tg  —  =  sen 

x=-ò  x 

la  u  è  discontinua  rispetto  alla  #,  per  #  =  0,  (escluso  il  caso  di  m  nu- 
mero intero  pari)  qualunque  sia  y  (escluso  y  =  0),  e  quindi  non  può 
essere  continua  rispetto  alle  due  variabili  (x  ,y). 

Da  questo  esempio  vediamo  ancora  come  vi  siano  delle  funzioni 
discontinue  in  tutti  i  punti  di  una  linea. 


75.  Alcuni  dei  teoremi  che  abbiamo  precedentemente  dimostrato 
per  le  funzioni  di  una  variabile  indipendente  hanno  luogo  ancora 
per  quelle  a  due  variabili  indipendenti.  Senza  entrare  in  particolari 
in  proposito,  accenniamo  solo  al  teorema: 

Se  u(x ,  y)  è  continua  in  (x0  ,  x0)  ed  è  u(x0  ,  y0)  diverso  da  {ero, 
i  iste  un  intorno  di  (x0  ,  y0)  per  tutti  i  punii  (x  ,  y)  del  quale  u(x  ,  y) 
<  mantiene  dallo  stesso  segno  di  u(x0,y0),  e  |u(x,y)|  si  mantiene 
mpre  maggiore  di  un  certo  numero  assegnabile  ; 


1     r 


^  » 


& 
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la  cui  dimostrazione  è  completamente  analoga  a  quella  del  teorema 

al  n.  57. 

Come  pure,  intendendosi  senz'  altro  il  significato  di  limite  supe- 
riore ed  inferiore  dei  valori  di  una  funzione  u(x  ,y)  in  un  campo  C, 
ha  luogo  il  teorema  di  Weierstrass  relativo  alle  funzioni  a  due  varia- 
bili indipendenti  cioè  : 

Se  n  =  u(x ,  y)  è  funzione  finita  in  un  campo  finito  C  ed  1  è  il 
limite  superiore  (od  inferiore)  di  u  nel  campo  stesso,  esiste  in  C  al- 
meno con  punto  x',  che  può  anche  essere  sul  contorno  di  C,  tale  che 
in  ogni  suo  intorno  il  limite  superiore  (od  inferiore)  dei  valori  di  u 
è  ancora  1. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  può  condursi  in  modo  ana- 
logo a  quello  della  dimostrazione  del  teorema  al  n.  62,  se  si  assuma 
un  rettangolo,  coi  lati  a  due  a  due  paralleli  agli  assi  coordinati,  che 
contenga  tutto  il  campo  C,  e  lo  si  decomponga  successivamente  in 
4,  42,  43,....  parti  uguali,  con  rette  parallele  agli  assi,  e  di  quelle 
parti  che  contengono  porzioni  di  C  si  considerino  successivamente 
quelle,  nelle  quali  il  limite  superiore  (od  inferiore)  dei  valori  di  u 
è  ancora  /. 

E  così  via  relativamente  al  teorema  sul  massimo  e  minimo  per 
le  funzioni  continue  in  un  campo,  a  quello  sulla  equicontinuità  delle 
funzioni  continue  etc. 


76.  Se  si  hanno  tre  o  più  variabili  indipendenti  faremo  breve- 
mente considerazioni  analoghe  alle  precedenti. 

Così  se  x}  yy  1  indicano  tre  variabili  indipendenti,  usando  la  nota 
rappresentazione  geometrica  per  la  quale  ad  ogni  sistema  di  valori 
per  x,  y,  {  corrisponde  un  punto  dello  spazio,  si  prenda  a  considerare 
un  campo  C  di  valori  costituito  dai  corrispondenti  punti  di  uno  spazio 
limitato  da  una  o  più  superficie  che  ne  formano  il  contorno.  Per 
esempio  lo  spazio  racchiuso  da  una  sfera  (cioè  i  valori  x,yy  1  che 
soddisfanno  alla  (x  —  a)*  +  (y  —  b)2  +  ({  —  e)*  ^  r*,  ove  a,  b,  e  sono 
le  coordinate  del  centro  ed  r  il  raggio  della  sfera),  lo  spazio  esterno 
ad  una  sfera  (cioè  i  valori  x,y,  {  che  soddisfano  alla  (x  —  a)%  -f  (y  —  bf 
4-  ({  —  cf  ^  r2),  lo  spazio  limitato  da  due  sfere,  da  un  ellissoide  e  simili. 

E  diciamo  che  w  =  «(^,^,  {)  è  funzione  di  x,y,  {  pei  valori  o 
pei  punti  d' un  campo  C  «quando,  ad  ogni  sistema  di  valori  cui  cor- 
risponde un  punto  del  campo,  corrispondono  uno  o  più  valori  de- 
terminati di  u. 


J 
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Le  funzioni  che  considereremo  si  supporranno  essere,  o  ridotte 
ad  essere,  uni  valenti. 

Chiamasi  intorno  di  un  punto  M  interno  a  C  ogni  parte  qua- 
lunque di  spazio,  piccola  anche  quanto  si  vuole  ma  che  non  si  riduca 
ad  una  superficie  o  ad  una  linea  o  ad  un  punto,  contenuta  tutta  in 
C  e  cui  appartiene  M  come  punto  interno,  e  intorno  di  un  punto  N 
del  contorno  di  C  ogni  parte  qualunque  di  spazio,  piccola  anche  quanto 
si  vuole,  ma  che  non  si  riduca  etc,  contenuta  tutta  in  C  e  cui  appar- 
tiene N  come  punto  del  contorno. 

La  u  dicesi  continua  nel  punto  (x^y^  fc>)  di  C,  nel  quale  ha  il 
valore  finito  w(#o>.?o>  {o)  se,  dato  cr,  si  possa  determinare  o  si  sappia 
che  esista  un  intorno  del  punto  {xit,yoy  {0)  per  tutti  i  punti  (#,^,  {) 
del  quale  sia 

I  u(xiy> 0  —  "(*o> >o> Co) l< *• 

Passando  ora  al  caso  generale  di  un  numero  qualunque  n  di 
variabili  indipendenti  xu  #2, ..  xny  suscettibili  di  assumere  ciascuna 
tutti  i  valori  reali,  si  suole  chiamare  spazio  ad  n  dimensioni  l'insieme 
n  volte  infinito  dei  sistemi  di  valori  che  possono  assumere  queste 
variabile,  e  dire  che  ad  ogni  sistema  {xu  xtì . . .  xn)  corrisponde  un 
punto  di  questo  spazio.  Si  chiama  campo,  in  questo  spazio  ad  n  di- 
mensioni, l' insieme  dei  punti  che  si  ottiene  limitando  con  qualche 
legge  la  variabilità  delle  variabili,  per  esempio,  il  campo  pel  quale 
*i*  +  xi*  +•••  +  x»  ^  r*i  quello  per  cui  xx*  +  #22  -f  . . .  +  *n  ^  rf,  o 
quello  pel  quale 


«  +       2  -r  •  •  +        9  r=  l 


e  simili. 

La  u  =r  u(xì}  #2, . .  xn)  dicesi  funzione  di  u  nel  campo  C,  quando 
per  ogni  punto  del  campo  corrispondono  per  la  u  uno  o  più  va- 
lori determinati. 

Le  funzioni  che  consideremo  le  supporremo  anche  qui  essere,  o 
ridotte  ad  essere,  univalenti. 

Chiamasi  intorno  di  un  punto  (^°,  #2°, . . .  xn°)  di  C  l'insieme 
dei  punti  appartenenti  a  C  e  pei  quali  xl  è  compreso  tra  x^  —  hx 
e  x^  +  Alf  xt  tra  #2°  —  ht  e  x2°  +  A2, . . .  xn  tra  xn{)  —  hn  e  xn°  -f  hn} 
dove  le  h  sono  numeri  qualunque  positivi  e  diversi  da  zero,  che 
potranno  essere  arbitrariamente   piccoli.  (Per   non   entrare    in  troppi 
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particolari  ci  limitiamo  a  definire  solo  questa  speciale  classe  di   in- 
torni, il  che  ora  ci  basta). 

La  u  =  u{xVì  xtr.  xn)  chiamasi  continua  nel  punto  (x^  xt°y..  xfi°) 
ove  ha  il  valore  finito  w^0,  x2°y.  xnQ)  se,  dato    a,  si  possa  determi- 
nare o  si  sappia    che    esista   un    intorno    di  quel  punto,   per  tutti  i 
punti  (#!,  xt1..xn)  del  quale  sia 

\u(*i ,  *i  >•••*»)  —  w(*i°>  *8°>  •  •  •  *n°)|  <  <?• 

Per  le  funzioni  a  tre  o  a  più  variabili  si  potrebbero  fare  ora 
considerazioni  analoghe  a  quelle  che  abbiamo  fatte  nei  precedenti 
numeri  per  le  funzioni  a  due  sole  indipendenti. 

77.  Ritornando  ora  a  queste  ultime  funzioni,  sia  la  u  =  u(x  ,v) 
finita  per  tutti  i  valori  delle  variabili  che  occorrerà  considerare. 

Lasciando  invariato  y)  si  dia  ad  x  un  aumento  \x  e  si  indichi 
con  \xu  il  corrispondente  aumento  della  u,  cioè 

A*.«  =  u(x  +  A*  ,y)  —  u(x  ,y). 
Il  limite  del  rapporto  (rapporto  incrementale  rispetto  ad  x) 

A**/        u(x  -f  \xyy)  —  u(x  ,y) 


A*  A* 


> 


per  A#  convergente  comunque  a  zero,  quando  è  determinato  e  finito, 
chiamasi  la  derivata  parziale  di  u  rispetto  ad  x  nel  punto  (x ,  y)  e  si 
indica  colle  notazioni 

*»,uÀ*  ,j)  ,  D^"  ,  Dx«(*  ,^) ,  — -  , — -  —  , 

usando  negli  ultimi  due  simboli  la  forma  3  invece  della  d  della  let- 
tera d.  Se  tal  limite  è  =b  00  diciamo  che  la  derivata  è  infinita  in  (x ,  ri; 
se  il  limite  è  4-  00  o  —  x  diciamo  che  la  derivata  parziale  di  » 
rapporto  ad  x  è  infinita  e  determinata  di  segno  nel  punto  (x  yy). 

Si  vede  subito  che,  per  ottenere  la  derivata  parziale  rappor  > 
ad  x  si  attribuisce  alla  y  il  valore  fisso  yy  ottenendo  così  la  funzior  ? 
u(x  }y)  della  sola  x,  della  quale  si  determina  la  derivata  nel  punto . . 

Lasciando  poi  invariato  x   e    dando    ad  y   un   aumento  A^,  ci  i 
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corrisponda  per  u  P  aument  o  fott,  il  limite  del  rapporto  (rapporto 
incrementale  rispetto  ad  y) 

Ay  **  __   u(x  ,y  +  Ay)  —  u(x  ,y)  ' 
\y    —  \y  ' 

per  A^  convergente  comunque  a  zero,  quando  è  determinato  è  finito, 
chiamasi  la  derivata  parziale  di  u  rapporto  o  rispetto  ad  y  nel  punto 
(x  ,  y)  etc.  e  si  vede  subito  che  tal  derivata  ottiensi  supponendo  fisso  x 
e  derivando  la  funzione  u(x  ,y)  della  sola  y.  Questa  derivata  la  si 
indica  colle  notazioni 

uyjux(*,y)  >  Dr"  ,  T>yu{x,y)  ,  — ,    -~~- 

Per  calcolare  le  derivate  parziali  rispetto  alla  x  ed  alla  y  non 
occorre,  come  è  chiaro,  stabilire  nessuna  nuova  regola. 

Si  intenderà,  senz'  altro,  il  significato  di  rapporto  incrementale 
anteriore  e  posteriore  (destro  e  sinistro)  rispetto  ad  x,  e  di  rapporto 
incrementale  anteriore  e  posteriore  (che  potremo  anche  dire  superiore 
ed  inferiore)  rispetto  ad  y\  come  pure  quello  di  derivate  parziali, 
rispetto  ad  #,  o  ad  y,  anteriori  e  posteriori,  in  un  punto  (x  ìy).  La 
derivata  parziale,  propriamente  detta,  rispetto  ad  x,  o  ad  y9  è  il  va- 
lore comune  delle  derivate  parziali,  anteriore  e  posteriore,  rispetto 
ad  at,  o  ad  y.  Se  queste  derivate  sono  diverse,  o  P  una  o  P  altra  o 
tutte  e  due  non  esistono,  si  dice  che  in  quel  punto  (x  ,y)  la  funzione 
non  ammette  derivata  parziale  rispetto  ad  x,  o  ad  y. 

Sia  il  punto  (x  ,y),  che  chiameremo  M,  sul  contorno  del  campo 
C  che  si  considera,  e  prendiamo  un  intorno  e  di  M  sulla  retta  MN 
parallela  all'asse  delle  #,  ed  appartenente  tutto  a  C.  Immaginiamo 
un  punto  mobile  che  percorra  la  retta  MN  muovendosi  in  modo  che 
la  sua  ascissa  vada  sempre  aumentando,  cioè,  mantenendo  le  conven- 
zioni generalmente  addottate,  da  sinistra  verso  destra  di  chi  guarda 
il  piano.  Allora  se  il  punto  mobile,  quando  passa  pel  punto  M,  entra 
nel  campo  C,  l'intorno  e  potrà  essere  solo  un  intorno  alla  destra  del 

3« 
punto  M  e  con  —  in  M  non  potremo  intendere  altro  che  la  derivata  par- 

3# 

2  ale  anteriore  rispetto  ad  x\  se  il  punto  mobile,  passando  per  M,  esce 
(  il  campo  C,  con  —  in  M  non  potremo  intendere  altro  che  la  de- 
i  vata  parziale  posteriore  ;  se  il  punto  mobile  passando  per  M  si  man- 
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tiene  dentro  al  campo  C,  come  può  avvenire,  ad  esempio,  se  la  MN 
è  tangente  in  M  al  contorno  di  C,  allora   il   punto  M  si  comporta 

rispetto  a  e  come  se  fosse  un  punto  interno  al  campo,  e  con  —  in 

2x 

M  si  deve  intendere  la  derivata  parziale  rispetto  ad  x  propriamente 
detta;  se  il  punto  mobile  passando  per  M  si  mantiene  sempre  fuori 
del  campo  C,  come  può  avvenire  ancora  se  la  MN  è  tangente  in  M 
al  contorno  di  C,  allora  non  esistendo  alcun  intorno  e  di  M  su  MN, 
che  appartenga  a  C,  non  si  potrà  parlare  di  derivata  parziale,  rispetto 
ad  #,  nel  punto  M. 

Si  intende  come  valgano  analoghe  considerazioni  relativamente 
alla  derivata  parziale  rapporto  ad  y  pei  punti  M  appartenenti  al  con- 
torno di  C. 


Esempi, 

1)  u  =  e*TC  sen  (*2— 78)j 

du  2x  8      «    3w  — 2y  *    • 

Z. zrz £arc  sen  l*  ~~X  '5— 33 - £arc  sen'*  — : X' 

pei  valori  d' x  ,y  pei  quali  |#2 — jy2|<l. 


2)  •  u=  +  \/x*+y*; 

si  ottiene,  per  x  ,y  non  entrambi  zero, 

^u  x  3w  y 


per  x  =  0,  y  =  0  le  precedenti  espressioni  non  hanno  più  significato. 
Dovremo  quindi  calcolare  direttamente  le  derivate  parziali  nel  punto 

(0,0);  avremo  così 


l^M)  =  iim  "(0  +  A*,0)-tt(0,0)  =  lim  VA** 
dx  av=o  A*  &x=o   A* 

|A#| \      1  se  A#>  0 

A*=o  àx        (  —  1  se  A*  <  0, 
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31/(0 , 0)  _  Hm  k(0  , 0  +  ày)  -  i<0 , 0)  _  Hm  VÀ7" 
dy  *y=o  ày  A)-0    A^ 

=  lim  |Aj>l   =\       lse^>° 
Ar=o   ày         (  — 1  se  A^<0, 

cosichè  nel  punto  (0 , 0)  la  nostra  funzione  non  ammette  derivate  par- 
ziali (propriamente  dette)  rispetto  ad  x  e  ad  y. 

3)  «  =  logtgy 

x 
(x  ìy  diversi  da  zero  e  tali  che  tg —  sia  positiva). 

Abbiamo  : 

du  1  2 


3#  xx  2#' 

y  sen  —  cos  —  y  sen  — 

y       y  y 

du  x  2x 


dy  9         x  x  2* 

y1  sen  —  cos  —  y*  sen  — 

y       y  y 

5)  Sia  la  funzione  u(x  ,y)  che  per  x  =  0  e  y  qualunque  (anche  zero) 
è  uguale  a  zero  e  per  x  diversa  da  zero  è 

u(x  ,y)  =  x  are  tg  A 

X 

Per  x  diverso  da  zero  abbiamo 


.du  _ 

3* 

y 

arctg  — 

X 

** 

XV 

3« 

'Ir 



X1 

x*+y*  ' 

e 

per  x  =  0 

du(0  ,y) 
3* 

=  lim 
A*=o 

(0  +  A*) 

are  tg 

àx 

y 

0+ A# 

0 

=  lim  are 

A*=0 

tg 

y 

Ax 

1Z 

IT 

Questo  limite  sey  >  0  è  —  per  ^=  +  0  e  —  —  per  àx= — 0, 


rc  ir 


" 


! 


e   e;<0è —  per  àx  =  +  0   e  —  per  &x  =  —  0 
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Se  y  =  0,  il  limite  è  zero,  comunque  converga  a  zero  &x.  Quindi 
per  x=z0  e  y  diverso  da  zero  la  nostra  funzione  non  ammette  deri- 
vata parziale  rispetto  ad  #,  e  per  x  =  0,  y=0  ammette  questa  deri- 
vata, che  ha  ivi  il  valore  zero. 

Inoltre 

M0,>')  _..    o-o 

-  -■- =  lim  -  - r=  0, 

dy        Ay=*>  *y 

cioè  la  derivata  parziale  rapporto  ad  y,  per  x  z=z  0,  è  sempre  zero. 

du  , 

78.  Il  prodotto  —  àx  ossia  ur  A#  si  chiama  differenziale  par- 

dx 

Itale  di  u  rapporto  ad  x  e  lo  si  indica  con  d:iM\  il  prodotto  — A>', 

*y 

ossia  uy±yy  differenziale  parziale  di  u  rapporto  ad  y  e  lo  si  indica 
con  dyu.  La  loro  somma  si  chiama  il  differenziale  totale  di  «  e  si  in- 
dica con  du,  cosichè 

du  =  dxti  +  dyu  =  — -A#+T-Ar—  u'^lx +  u'y\y. 

dx  dy     ' 

In  particolare  se  «  =  u(x  fy)  =  #  si  ha  —  =  1,  —  =  0  e  quindi 

dgjc  =  dx  =  &x,  e  se  u  =  u(x ,y)  =.y  si  ha  —  =  0,  —  =  le quindi 

dx  dy 

dyy  =  dy  =  Ay. 

Possiamo  dunque  scrivere 

du  =    ~  dx  H dy 

d*         dy  ' 


dalle  quali 


du  3w 

dTu=  —  dx,  dyu  =  — -  dy, 

dx  2y  / 


dxu   _   2w     dyu   2U 

dx  dx  '  dy    ~~~  dy  ' 
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cosichè  le  notazioni —  e  —  si  presentano,  non  solo   sotto  1'  aspetto 

3#     dy 

di  simboli  che  ci  indicano  le  derivate  di  u  rapporto   ad  x  e   ad  y9 
ma  ancora  come  veri  e  propri  quozienti  di  differenziali,  badando  che 

il  3«  numeratore  del  —  è  il  differenziale  di  ti  rapporto  ad  x  e  quindi 

3* 

3« 
diverso,  in  generale,  dal  3«  numeratore  del  —  che  è  il  differenziale 

dx 

di  u  rapporto  ad  y,  e  diversi  entrambi  dal  du  differenziale  totale. 


79.  Dimostriamo  ora  il  seguente  teorema,  che  esprime  pel  dif- 
ferenziale totale  una  proprietà  analoga  a  quella  del  differenziale  delle 
funzioni  di  una  sola  variabile  indipendente: 

*SV  ber  i  punti  d'un   carneo  C   le  u   e  le  — , —  sono  continue. 
r        r  ?  3x  '  3y 

pei  punti  interni  di  C  il  du  e  V  aumento  au  che  subisce  u  quando  x 

e  y  si  aumentano  di  ax  e  Ay  differiscono  fra  loro  per  infinitesimi  di 

ordine  superiore  al  primo,  se  Ax,  Ay  sono  supposti  infinitesimi  di  primo 

ordine. 

Infatti  abbiamo 

(1)  Atf  =  u{x  +  by  ,y  -f  by)  —  u(x  ,y) 

=  [u(x  +  ix  ,y  +  ay)  —  u{x  ,y  +  ly)\  +  [u(x  ,y  +  iy)  —  u(x  ,y)\ 

dove  A*,  ly  li  supporremo  tali  che  i  punti  (x  -f-  Ix  ,y  -f-  iy)   appar- 
tengano a  C. 
Ma 

u(x  +  xx,y  +  ly)  —  u(x  ,y  +  ±y) 

è  l'aumento  che  subisce^la  u(x  ,y  -f  A^),  considerata  come  funzione 
della  sola  #,  quando  x  si  aumenta  di  a#;  applicando  quindi  la  for- 
inola del  n.  68,  il  che  può  farsi  per  le  supposizioni  contenute  nel- 
r  enunciato  del  teorema,  abbiamo 

(°)      u(x  +  te,y  +  iy)  —  u(x,y  +  ly)  =  Hx  uJjc  +  Qa#  ,y  +  ly) 

es  indo  ()<6<1. 

Inoltre  la  derivata  rispetto  ad  x  essendo  continua,  avremo,  co- 
ni nque  convergano  a  zero  A# ,  A^, 


lim  u'Jx  +  8a*  ,y  +  4>)  =  u'x(x  ty)  ■=  — 


u'^x  +  Sìa;  ,_>•  +  ly)  =  — -  f  a 
ido  «  infinitesimo  con  A*,a_j>,  e  la  (2)  diventa  perciò 
u{x  +  i*  ,/  +  4_j>)  —  u(x  ,y  +  4jp)  =  —  a#  +  ai*. 


DÌ  pi  il,  essendo 


«e  ■■>+»)-»(' -a = „■  (. ,_,,,  ^ìl 


fi  indica  una  quantità  infinitesima  insieme  a  A/, 
in  virtù  delle  (4),  (5),  la  (1)  ci  dà 


lai  forinola  dimostra  il  teorema. 

Chiameremo  questo  teorema,  il  teorema  sul  differenziale  totale. 
esaminando  attentamente  la  precedente  dimostrazione  si  scorge 
ggieri  come  le  condizioni  poste  nell'enunciato  del  teorema  siano 
iranti  per  condurre  la  dimostrazione  stessa,  e  come  questa  possi 
tere  supponendo  per  la  funzione  condizioni  meno  restrittive. 
li  infatti  si  osserverà  come  per  poter  stabilire  la  forinola  :'2) 
solo  che  la  u(x  ,y)  sia  continua  rispetto  ad  *  ed  ammetta  la  de- 

—  finita  o,  se  infinita,  determinata  di  segno,  per  tutti  i  punti 

intorno  e  di  (x  ,7),  supponendo  allora  bx ,  a_y  già  tanto  picco 
punti  (x  +  àx  ,y  +  hy)  appartengano  all'  intorno  e. 

Per  stabilire  la  (:t)  basta  che  la  •—  sia  continua  nel  solo  punt  1 
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(*,/),  e  per  stabilire  la   (5)  basta   la   esistenza   della   derivata  finita 

3*/ 

—  nel  solo  punto  (x  ,y). 

Osservando  in  fine  che  in  luogo  della  (1)  possiamo  scrivere 

Ai/  =  [u(x  +  A#  ,y  +  Ly)  —  u(x  +  A*  ,y)]  +  \u(x  +  A#  ,y)  —  u(x  ,yj\ 

e  partirci  da  questa  per  fare  la  dimostrazione  del  teorema,  si  vede 

come  possano  scambiarsi  tra  loro  le  condizioni  cui  basta  che  soddi- 

3w     3W 
sfacciano  —  e  — ,  perchè  abbia  corso   una   dimostrazione  analoga. 

3*      oy 
Da  tutto  questo  si  scorge  come: 

Affinchè  per  la  u(x ,  y)  abbia  luogo  nel  punto  (x  ,  y)  il  teorema 
sul  differenziale  totale  basta  che  la  u  sia,  continua  rispetto  ad  x  (o  ad  y) 
in  un  intorno  di  (x  ,  y),  ammetta  nel  punto  (x  ,  y)  le  derivate  parziali 

finite  uV(x  ,y),  u'y(x  ,  y),  e  la  —  l  o  la  — j  esista  e  sia  finita  o,  se 

3x  \  3y  / 

infinita,  determinata  di  segno,  in  tutti  i  punti  di  queir  intorno,  e  sia 
continua  in  (x  ,  y). 


8o.  Per  le  funzioni  u  (x  ,y ,  {)  di  tre  variabili  indipendenti  e  in 
generale  per  le  funzioni  H(xuxty..xn)  di  n  variabili  indipendenti 
valgono  considerazioni  analoghe  a  quelle  svolte  negli  ultimi  numeri. 
E  così  avremo  le  derivate  parziali  rapporto  alle  variabili  xl}  xty.  xny 

3w     3//  3« 

ottenute,  la  prima  considerando  le  #2,  x3y..  x„  come  costanti  e  deri- 
vando la  w(#i,  xiy...  xn)  rapporto  alla  x1}  la  seconda  considerando  le 
xl}  x3l . .  xtl  come  costanti  e  derivando  la  u(xl}  xiy.  xn)  rapporto  alla 
*i,  ecc.;  i  differenziali  parziali 


3w  3w  3« 

—  Atfi  ,  dx  u  ■=.  —  A*,,...  a.r  u  =  — 

3*1  '         '  3**  '  H  d*n 


e  il  differenziale  totale 


32/  2U  du 

du  =  dj.  u  +  d,u  +  .. .  +  dr  u  =  —  A#,  +  —  A*8  +  ...  +  —  a*„, 
1  *  CX\  c*i  dx» 


^1 
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che,   essendo    anche    qui    dxx  =  A#i   ,  dxt  =  a#2,  . . .  dxH  =  &x„,    può 


scriversi 

aw  =  —  ja1!  4 at2  +  . . .  -f  - —  dxn. 

Ammesso  poi  che  la  u(xlJxlì.m x„)  soddisfaccia  a  condizioni  ana- 
loghe a  quelle,  cui  si  supponeva  soddisfare  la  u(x  ,y\  ha  luogo  per 
essa  il  teorema  sul  differenziale  totale,  cioè: 

In  tutù  i  punti  d'un  intorno  del  punto  P,  di  coordinate  (x,  x2r.  x„),  la 
u(xl}  x2,..  xM)  sia  continua  rispetto  a  ciascuna  delle  variabili x1}  x2, ..  xn_,, 
ed  ammetta  rispetto  ad  esse  derivate  parziali  finite  oy  se  infinite, 
determinate  di  segno;  queste  derivate  siano  finite  nel  punto  P  e 
la  u'~    sia  in  P  continua  assolutamente,  la  u'     sia  in  P  continua  as- 

solutamente  rispetto  alle  variabili  x2,  x3,..  xw,   la   uV     lo  sia   rispetto 

alle  variabili  x3,  x4 ,..  x„, ...  la  \i'T       rispetto  alle  variabili  xM_i,  x„  ;  (l) 

nel  punto  T*  la  u  ammetta  la  derivata  finita  u'*  .  Allora  vale  per  la 

u  nel  punto  P  il  teorema  sul  differenziale  totale  cioè  avremo 

u(Xj  +  AXi ,  x2  4"  Ax2, . .  xn  4"  Ax„)  —  u(X|,  x2,. . .  xw) 
=  au  =  du  4-  ax  AX!  4-  <*2  Ax2  4-  . .  4-  a„  Ax„, 

dove  ax  y  <*2y.  an  sono  quantità  che  convergono  a  \ero  insieme  ai  ax. 
La  dimostrazione,  partendosi  dalla  formola 

A«  =  u(xx  4-  A*j ,  x%  4-  A#2  , . .  xn  4-  a*„)  —  u{xl ,  x2  4-  a*2,..  *„  4-  ±x\  > 
4-  tt(^! ,  xt  4-  A#2r.  *«  4-  A#„)  —  w^!  ,  #2  ,  x3  4-  A#3,..  *„  4-A*„) 
+ 

4-  u(Xi  ,  x2y . .  #„_  j  ,  #„  4"  A#»>)  —  *'(•*"  1  7  ^s,»».  #«)> 

si  effettua  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  al  n.  precedente. 

81.  Per  formare  il  differenziale  totale  della  somma,  del  pro- 
dotto ecc.  di  più  funzioni  di  un  numero  qualunque  di  variabili  in- 
dipendenti, valgono  le  stesse    regole    dimostrate    per  il  differenziale 


(*:  Intendiamo  che  u[xl9  x2 , . .  x„)  è  nel  punto  (x\,  x2 , . .  x'n)  assolutami  te 
continua  rispetto  alle  xv  x2,..xr  quando,  dato  a,  esiste  un  intorno  di  q  el 
punto,  per  tutti  i  punti  [xv  x2,..  xry  x'r-\-1  , ..  x'n)  del  quale  è 

|  u{xi9x2,...xn)  —  u(x]x'2t..x'n)\  <<7. 
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delle  funzioni  di  una  sola  variabile  indipendente.  Così  se  w,  wx,  «„..  um9 
v  indicano  funzioni  di  xl}  x%y.  xH  avremo 

d(ux  dr  ut  db  . .  dr.  um)  =  dux  ±  dut  ±  .  .  .  rfc  dum, 

Ì(UX  Ut  ..  Um)  =  dux  .  U%2  tt3  ..  Um  +  du2  .  Ux  J/g  ...  Um  +  ....  -f-  dum  .  UY  Ut  ..  Um—i) 


(t)  = 


im/i/  —  1/ A 


V" 


La  dimostrazione  di  queste  formole  essendo  molto  semplice,  ci 
limiteremo  a  dimostrare  l'ultima.  Abbiamo  per  questa 


\  *  /  3*!  a*2 


</#-      . .  + 


(v) 


dx 


n 


3«          3i>              3«         9»                     3w  3r 

r- u  - —  u -« —  t? «  — 

i <&i  +  5 0*2  +  . .  H = 0#n 


IT 


—  «  i  —dx!  +  —  </**  + ..  +  —  <&•„  y> 


2  * 

IT 

Così  pure  se 

u=  u(v)  ,  pizri^*,  ,*2  ,...#„) 

avremo 

(1)  du  =  u'(v)  dv, 

dove  con  u\v)  si  intende  la  derivata  della  u  rapporto   alla   v  consi- 
derata come  variabile  indipendente.  Abbiamo,  infatti, 


(2) 


m  ,  poiché  derivando  rispetto  alla  #,  le  altre  variabili  le  conside- 
ri; no  come  costanti,  possiamo  applicare  la  regola  di  derivazione  delle 
fu  '.ioni  di  funzione  di  una  sola  variabile  e  si  ottiene  così 
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3«  ,       3r 

—  =r  u  (v)  — 

3«i  3*i 


ed  analogamente 


3«         ,,  v  3*  3"         ,,  .  3? 

—  z=  u  (v)  —  , . . . .  —  =  u  (v)  —  ; 


cosichè  la  (2)  diviene  appunto 


du  =  W(v)  (ÌLdxl  +  g-dxt  +  ..  +  2L  dx^  =  u\v)  dv. 

y 

Così,  ad  esempio,  se  u  =  are  tg  —  (pei  valori  d' x  ,y  diversi  da 

x 

y 

zero),  porremo  v  =  — ,  ed  allora  u  =  are  tg  vì  per  cui 

x 

1       ,  x*      ,/y\  x*     xdy — ydx       xdy  —  ydx 

du  =  , -dv  =  — -al  —  )  =  -$ ; ^ —  =  — ^ ~—  • 

1    •  t>*  x2+y2     \x/      xt-\-yl         x*  x1  +  y* 


82.  Abbiamo  inoltre  il  teorema: 

Se  pei  punti  d'  un  campo  C  la  funzione  u(xu  xir.  xn)  si  riduce 
ad  una  costante,  è  du  =  0  in  C  ;  e  se  du  =  0,  la  funzione  è  costante 
in  C. 

Infatti,  se  u  =  costante,  abbiamo 

*=a,*=0,  ....£  =  0 

3#!  3*2  3*n 

e  quindi  du  =z  0. 

Se,  reciprocamente,  du  =  0  cioè  se 

(,)        y^+1-^  +  ..^-d*^, 

poiché  tra  dxl}  dxtì . .  dxn,  che  sono  gli  aumenti  arbitrari  delle  va- 
riabili indipendenti  xìyx2ì..xnì  non  deve  perciò  esistere  alcuna  re- 
lazione, dovrà  la  eguaglianza  (3)  ridursi  ad  identità,  cioè  dovrà  esse  ì 


'n 


12<> 

Ciò  risulta  anche  perchè,*  la  (3)  dovendo  sussistere  qualunque 
siano  le  */.*,,  dxtJ . .  </.*•„,  possiamo  prima  porre   dxx   diverso   da  zero 

e  dxr  -=.  dxz  =  . .  =  dxu  =rz  0  e  si  ha  —  =  0  ;  poi  dx%  diverso  da  zero 

e  J*|  =  dx3  =  . .  =  </#w  =  0  e   si   ha  —  =  0,  e  così  di  seguito. 

Le  (4)  ci  dicono  appunto  che  la  u  è  costante  nel  campo  C. 
Osserviamo  in  ultimo  che,  se,  usando  un  certo  procedimento,  si 
trova 

du  =  Pj  dxx  +  P2  dxt  +  . . .  +  PM  &v 

pei  punti  d'un  campo  C,  potremo  concluderne  che,  pei  punti  di  C, 

giacché  la  uguaglianza 
i/w  =  Pl  dx{  -f  P8  <£rt  +  ...  +  P„  dxn  =  —  dxl  +  —  i#8  +  ...+  —  dx„ 

dovendo  essere  una  identità,  devono  appunto  aver  luogo  le  (5). 
Così,  ad  esempio,  avendo  trovato  precedentemente 

y         xdy — ydx 

d  are  tg  —  =  —4 — 4— 

°  x  x*  -\-y* 

ne  dedurremo  subito  che 

Le  considerazioni  svolte  servono  anche  per  l'effettivo  calcolo  dei 
differenziali  totali,  dai  quali  si  ricavano  poi  subito  anche  le  derivate 
parziali. 


Esempi. 


1)  Sia 


u  =  \/x*  —y*  +  2xìy\ 


Posto 


i  a  j  v  =x4  —  y4  +  itoPy1 


0 
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per  cui  «  =  "\/p,  applicando  la  formola  (1)  abbiamo 


1 


1 


du  =z  — —  dv  =  — ZZZL 

2\/v  2  yxA  —y4  +  2x2y2 


--  1(4**  +  4xy*)dx  +  (—  4/*  +  4*V)<M 


—  <> 


x(x*  -ì-y1)  </#  -f  ^  (a*2  — y*)  dy 


t  -,« 


yx4  — y4  +  2,**jy 


e  da  questa 

3* 

3*  ' 


2x(x*  +  y  ) 


y*<  _y  +  2^V2 


2^(*s  — /) 


Yx4  — /  +  2*V 


Notiamo  che  in  pratica  si  ometterebbe  la  posizione  (*)  e  si  pas- 
serebbe senz'  altro  a  calcolare  il  du,  facendo  mentalmente  quella  po- 
sizione, ossia  considerando  x4  — y4  +  2x*y*  come  una  variabile  sola, 
ed  applicando  poi  la  (1).  E  si  procederebbe  analogamente  in  altri 
casi  semplici  come  questo. 


*) 


u  =  are  sen 


x—y 


x  +  y 


Si  ha  subito 


du  = 


x  — y 

x  +  y  x  +y  (x+y) (dx  —  dy)  —  (x  — y) (dx  +  dy* 


\/'  -  ÌtZ) 


da  cui 


a) 


2Vv 


(*+/)" 


3 

a* 


x         x  +  y    V  x  ' 


dy 


1       /— 


x  +  y 


Vj 


</«= 


«  =  log  tg  \/*'  +j>*+  {*, 
1  1 


tgV**  +/  +  f  COS*\/**  +/  +  { 


i  A7*'  +y  +  «' 


131 


4) 


du  = 


1__  xdx  +  ydy  4-  ^d\ 

sen\/V  +y*  +~p  cos\/*2  4-jy2  -f  {2     \/ *2  4-  ^2  4-  ^* 


\/x*  +  y*  +  {*  sen  2\/*2  +  jy2  4-  {* 


3w 

3^~ 

3w 


2* 


y#*  +  jrf  4-  {2  sen  2y*2  -f  /  +  x2 

2y 


d-v       V*2  +y*  4-  C  sen  2\/*2  4-/  +  {2 


a* 


*?7 


9*        \V  4-/  -i  {2  sen  2\/x*  +  y%  4-  {* 

w  =  (*2  4-/ 4- {*)*+•>'+'• 


Si    ponga  #2  -f  ^,2  4-  {2  =  t?,  ar  4-  y  4-  {  =  w  ed  allora  //  =  rn',  da 
cui  log  w  =  w  log  r  e  quindi 

du  w  /  it'       \ 

—  =:  dw  log  1?  4 dv,        du  =  vn'  I  dw  Ioga  4 dv  ) , 

«  i?  \  u        / 

*/«  =  (a:2  4-/4-  ?)v+y -H  |  log  (a:2  4-/  4-  {*)  (<&  +  </>'  4-  <*{)  + 

3w    3w    3w 
dalla  quale  si  ricavano  anche  subito  le  derivate  parziali  — -  ,t-~  j-r—  • 
M  r  3*     £v     3{ 


Esercizi. 


1     w  = 


*2  #        v2      ,  ,  ,        (ydx  —  xdv) 

— -  4-  are  sen f-  ^—  ,  a«  =  *tf#  4-  y«V  H - 

2  ^       2   '  ^      ^y/__A* 


2      u  zjz  - 


*  +  y  y    *        j       j   ,   A^v  — ;^* 

= r-^—  4-  are  tg  —  ,  du  =  xdx  +ydy  4-  — '-T-i — ; —  . 

2  x  xz  +y 


:.-v..' 


,>  < 
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3. 


u  =  log  —      \  -  ,  du  =  2  ^  ^ 


4. 


7/  =  are  tg 


y\**  — y 


1—  *y    ' 


t  dar  */y 


\+x%         l+> 


2     * 


Si  spieghi  questo  risultato,  o  lo  si  trovi  trasformando  prima  con- 
venientemente la  u. 


5.    u  =  are  sen 


x  -f  y                   .             dx  dy 
.  du  •=. -  -f 


Vi  +  **+y +  *y 


i  +  **  l  i  +y 


6. 


Si  spieghi  ecc. 

«  =  are  tg f- ,  a« 


1  — 2xy — x 


2     ' 


2J#  </y 


i  +  *f    i  +y 


Si  spieghi  ecc. 


/. 


«  =  \oga-y  -f  logr  X, 


3« 

3# 


1 


=  —  (log>  e  —  \og,.y  log.,  e)} 


x 


8.     u  =  are  tg 


x+y  +  {  —  xy{ 


9. 


l—xy  —  xi  —yi  ' 
Si  spieghi  ecc. 

e'\y  ,  y*ì 


•J-=—   (log.*  -  logv*  log^L 

<fa  =  — =r  +   ,  «   + 


// 


du  = 


yx*  +  y 


V*'+r 


i  +*f  ■  ì+y  ■  i-m* 


#dy  — ydx 
</{  +  **  — — ^r- 


(x*+y*)t 


10. 


3w 


—  =  ({,y  *y*->  log  {  ,  —  =y*(& 

dy  2{ 


■_i 


il. 


«=/l 


=  /     are  sen 


y  **  _y 


V*2  +  f 


(/«=/'  lare  sen 


v^+y/  (*'+/)V*--/ 


12. 


u  =  e 


/(logig-f)  VV-/ 

\  y  /  tg  are  sen 


du  =  \/2  (ydx—xdy)ef^°gX%  *' 
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13. 


/'(logtg^) 


^  \  v^tgarcsen 


V*2  — / 

\/*2  +  f 


v2  sen  2 


y 


+ 


# 


(*2  +>'*)  V*2  — >'2 .  cos2  are  sen  "   -\ 

*2  +  r2  / 


A 


<fa  =  — 2cot 


«  =  log  sens 


1 


1 


\/  #i     "r  ^2     t~  .  . .  -j"  •■*»» 


#!</#!  +  xtd*i  -f  ...  +  xtìdxn 


14. 


Y*l*+  V  +  ..  +**2  (^2  +  ^2  +   _  +  ^2)" 


u  =f{axyi  +  by*  +  cf), 


</i/  =/'(axy{  +  by2  +  ci*)  \ayzdx  +  (ax$  +  2by)  dy  -f  (a#y  -f  2c{)  d%\ . 


15. 


«  =/[log  tg2  (*2  +/)]  F  ( )  , 

\  sen  y  —  cos  z  / 


du 


(em  \  xdx  -+■  v dv 

seny   -cos,)  ^ *  «*  +*"  sen^V/) 


+  <-/[log  tg2  (*2  +  /)]  F'  ( ) 

j  l  •  /j         y  gen      —  CQS      y 


(sen^  —  cos  {)  dx  —  cosydy  —  sen  {d{ 
(seny  —  cos  {)2 
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i6-   -^I^^fJ  '^"Iv^t)  •  g^^"' 

17.  Nel  punto  (#:=  1,  ^  =  0),  la  funzione  «,  che  pei  valori  di^>'  di- 
versi da  zero  è 

u=zax  +  b  -t-  cy 

e  per  y  =  0  è  (a  -f  £)#,  non  soddisfa  alle  condizioni  del  teorema  sul 

3*/ 
differenziale  totale  ;   perchè    la  —  è  discontinua  nel  punto  (1  , 0)  e 

ox 

3w 
la  —  è  infinita  nei  punti  (1      e,  0),  e  quindi  in  punti  di  qualunque 

dy 

intorno  del  punto  (1,0)  e  non   è   perciò  continua    nel   punto  (1  , 0) 
ove  ha  il  valore  e. 

18.  Lo  stesso  avviene  relativamente  al  punto  (0 , 0),  per  la  funzione  «, 
che  per  x  diverso  da  zero  è 


u  =r  x  sen  (  m  are  tg  —  j 


e  per  x  =  0,  e  y  qualunque  (anche  y  =  0)  è  uguale  a  zero  ;   perchè 
le  derivate  parziali  nel  punto  (0 , 0)  non  sono  continue. 


Derivazione  delle  funzioni  composte  con  una  o  più  funzioni 
di  una  o  più  variabili  indipendenti. 

83.  Siano  u  =  //(#),  v  =  v(x\  due  funzioni  di  x  in  un  certo  in- 
tervallo (a ,  b).  Ad  ogni  coppia  di  valori  di  «,n,  corrispondenti  li 
punti  di  {a ,  b\  supponiamo  che  corrisponda  un  valore  di  un*  a!  a 
variabile  £,  che  sarà  così  funzione  di  u  9  v  per  quei  valori  di  qu<  e 
variabili,  {  =  {  (u  ,  v).  La  {  sarà  ancora  perciò  funzione  di  x  nell'  - 
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tervallo  (a ,  b\  che  indicheremo  con  {  —  {(*),  e  che  si   chiama  fun- 
zione di  x  composta  per  mezzo  di  //,  v. 

Ci  proponiamo  ora  di  vedere  quando  esista  e  come  possa  deter- 
ge 
minarsi  la  -y-  nel  punto  x  di  (a ,  b). 

Abbiamo  a  tale  scopo  il  seguente  teorema: 

Le  funzioni  u(x)  ,  v(x)  nel  punto   x   ammettano   le   derivate  fi- 
.,     du       dv 

Riguardando  le  u  ,  v  come  variabili  indipendenti,  la  z  sia  fun- 
zione di  esse  pei  punti  d'un  intorno  e  del  punto  (u  ,  v)  (nel  piano 
rappresentativo  delle  variabili  u  ,  v),  nel  quale  intorno  supponiamo 
abbia  le  proprietà  richieste  perchè  valga  in  quel  punto  il  teorema 
sul  differenziale  totale.  Allora  la  z  ammette  in  x  la  derivata  finita 
dz 


dx 


data  dalla  forinola 


di  __  d{   du         d{    dv 
dx        du   dx         $v  dx 

Infatti,  indichiamo  con  \x  l'aumento  di  x,  con  Aw,  Ar,  A{  i  cor- 
rispondenti aumenti  di  «,  t>,  {.  Ci  proponiamo  di  vedere  se  esiste  e 

1Z 

qual  è  il  limite  di  —    quando  a*  converge  a  zero.  Possiamo  quindi 

±x 

supporre  Xx  già  tanto  piccolo,  in  valore  assoluto,  quanto  si  vuole* 
Le  funzioni  u  y  v  essendo  continue  in  #,  poiché  ivi  ammettono  deri- 
vata finita,  A«  e  xv  potranno  rendersi  numericamente  piccoli  quanto 
si  vuole  prendendo  A*  sufficientemente  piccolo  in  valore  assoluto r 
cosichè  vediamo  come  esista  un  intorno  del  punto  x  (sulla  retta  che 
rappresenta  i  valori  di  x)  tale  che  ai  punti  x  +  A#  di  esso  corrispon- 
dano i  valori  u  4-  a«,  v  -\-  Ai>  in  guisa  che  a  questi  valori  corrispon- 
dano (nel  piano  delle  u ,  v)  punti  appartenenti  all'intorno  e,  di  cui  è 
parola  nell'  enunciato  del  teorema. 

Ma,  essendo  per  ipotesi  valido  il  teorema  sul  differenziale  totale,, 
abbiamo 

A{  =:  dz  -f  a  Ah  +  8  \v  =  — -  A«  +  — -  At>  +  *A//  +  0Ar, 

3w  Jr 


i  cui 


^i__d{_^_  +    dj    Ar  \u    ^       Iv 

Ix         Jw    A#         3?    A#  \x  \x  ' 


», 


r 

r 

£•♦ 

ir' 

e.--- 

b 


L 


'"JB 
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nelle  quali  forraole  «,  0  sono  infinitesimi  con  Aw?  a^,   e  ax,  Atf,  A* 
£  hanno  i  valori  che  sopra  abbiamo  detto  di  considerare.  Facendo  con- 

|  vergere  ix  a  zero,  l'ultima  formola  ci  dà  appunto 

(i)  A  —  K  A  +  ^  * 


d*        3«  </#         $v  dx  ' 


nella  quale  è  contenuta  la  regola  di  derivazione  delle  funzioni  com- 
£  '  poste  {  =  {(«  ,  v)  dove  «  =  u(x)  ,  t»  =  t>(#). 


84.  Sia  ora  una  funzione  {  di  x  composta  per  mezzo  di  più  fun- 


zioni, cioè 


£•  dove 


W,  =  7/j  (#),  «2  =  u2  (x)  , . . .  wn  =  «„  (#). 

Si  potrebbe  facilmente  dimostrare,  in  modo  completamente  ana- 
logo, come,  supposto  che  le  ur  ammettano  derivata  finita  -^  in  #,  e 

che  esista  un  intorno  del  punto  (w1?  w2 , . . .  u„)  tale  che  abbia  luogo 
per  la  {  il  teorema  sul  differenziale  totale,  si  abbia  la  formola 

m  dl  _  di  dux        d{  </w*  3{  dun 

il)  -7-  — -r—  -f-  - —  ~= \-  .  •  •  -r  r 7—  • 


85.  Quantunque  rientri  nei  casi  precedenti,  noteremo  quello  in 
cui  la  funzione  composta  di  x  contiene  esplicitamente  questa  varia- 
bile. Se  $  =  {  (x ,  v)  con  v  =  v  (x)  basterà  fare  u  --  u(x)  =  x  nella 
formola  (1)  del  n.  83  ed  avremo 

(1)  A  =  K  +   a*    *  • 


dx        3#         $v  dx  '  . 

la  -~  chiamasi  derivata  totale  di  {  rapporto  ad  #,  mentre  la  —  è 

la  derivata  parziale  di  {(x,v)  rapporto  alla  x. 
Analogamente,  se 

{  =  {  (*,    Uì}    U2  ,  .  .  .  «„_!)    e    Ux  =  tt,  (X)  ,  .  .  .  !/„_!  =  «„_!  (*), 


J 
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facendo  i/„  =  un  (x)  =  x  nella  (1)  del  n.  84  abbiamo; 
(2)  A  =  A  +  ii-  ^i  +       +      9{       ^?.'=L 


86.  Siano  ora  u  —  tifa^y)  ,  t>  r- ?(#  ,;p)  due  funzioni  di  #  .>'  in 
un  certo  campo  C.  Ad  ogni  coppia  di  valori  di  u ,  v ,  corrispondenti 
ai  punti  di  C,  supponiamo  che  corrisponda  un  valore  di  un  altra 
variabile  {,  che  sarà  così  funzione  di  w,  v7  { =  {(« ,  v),  per  quei 
valori  di  queste  variabili.  La  {  sarà  ancora  perciò  funzione  di  x  }y 
nel  campo  C,  e  si  chiama  funzione  di  x  ,y  composta  per  mezzo  di 
«,p.  Ci  proponiamo  ora  di  vedere  quando  esistano  e  come  possano 

determinarsi    le  —^-  ,  —  nel  punto  (x  ,y)  di  C. 

3*      dy 

Abbiamo  a  tale  scopo  il  seguente  teorema: 

Le  funzioni  u(x  ,  y),  v(x  ,  y)  ammettano  nel  punto  (x  ,  y)  le  deri- 

*    *.      •  7-  ve   u    3u       3«       3v       3v 
vate  par  z  tali  finite  —  ,  —  ,   —  ,  — . 

J         3x  '   3y  '    3x  '  3y 

Riguardando  le  u  ,  v  come  variabili indipendenti ",  la  z  sia  funzione 
di  esse  pei  punti  d'  un  intorno  e  del  punto  (u  ,  v)  (nel  piano  sul  quale 
si  suppongono  rappresentate  le  variabili  u ,  t>),  nel  quale  intorno  sup- 
poniamo abbia  le  proprietà  richieste  perchè  valga  in  quel  punto  il 
teorema  sul  differenziale  totale. 

Allora  la  z  ammette  in  (x  ,  y)  le  derivate  parziali  finite 

3z  3z  3u      J3z_  3v  3z  _  3z   3u       3z   3v 

3x  ~~  3u  3x       3v  *3x  '         dy  ~  3u   3y       3v   3y  ' 

Infatti,  diamo  ad  x  un  aumento  \x  ed  indicati  con  a^u,  a^,  A^{ 
i  corrispondenti  aumenti  di  k,  v,  {  osserviamo  che  Aa-w,  A*#  si  pos- 
sono rendere  piccoli  quanto  si  vuole  in  valore  assoluto  prendendo 
in  valore  assoluto  abbastanza  piccolo  A*,  e  ciò  perchè  le  w,  v,  che 
abbiamo  supposto   ammettere    nel   punto  (x  ,;y)   le  derivate  parziali 

3#       3^ 
finite  —  ,  — ,  sono  funzioni  continue  rispetto  alla  x  nel  punto  (x,y). 

qX  v 

C  a  noi  cerchiamo,  per  avere  —,  il   limite  di  —- quando  Aarcon- 

3*  fax 

v  rge  comunque  a  zero,  e  possiamo   perciò  supporre  i  A#  già  così 


■j>5.. 


•V; 


ti 


8*V. 


~i 


l:« 


piccoli  in  valore  assoluto  che    i   punti   (;/  +  Arw ,  v  +  yrv)  apparten- 
gano all'  intorno  e,  nei  punti  del  quale,  per  ipotesi,  è 

A{  =  d{  +  «Att  +■  pA». 

Pei  valori  \x  che  consideriamo  e  coli'  ulteriore   impiccolire   di 
±x  in  valore  assoluto  abbiamo  dunque 

indicando  con  dx{   il    differenziale    totale   di    {   corrispondente    agli 
aumenti  XrU}  l*v  delle  variabili  w,  t»,  cioè 

e  con  a1?  «^  i  corrispondenti  valori   delle   ?,  3,   essendo  così   <*l}  fa 
quantità  infinitesime  con  X^u  ,  y/o. 
Abbiamo  quindi 


AH 


3{    Ax«  2{     A.,t'  A.r"     ,    .      yro 

-zz -J -j-  a,  ■+•  3i  , 

A*  3w     IX  3f     A#  A#  A* 

e  passando  al  limite,  per  A#  convergente  a  zero,   coli' osservare  che 
allora 


lim  «!  —  lim  ^  =  0     , 

hm r= 

A*          2* 

,    lim 

'               A* 

si  ha  infine 

3* 

__  di   du        3{ 
~~  2w  2*        dv 

2* 

che  è  appunto  la  prima  delle  (1). 

In  modo  affatto  analogo,  cioè  attribuendo  ad  y  un  aumento  Ar 
ed  indicando  con  A>-tt,  àrv,  Ar{  i  corrispondenti  aumenti  di  «,  r,  {  ecc. 
si  dimostra  la  seconda  delle  (1). 


87.  Consideriamo  infine  -  il  caso  generale  di  una  funzione  {di  » 
variabili  indipendenti  x^  #2,...#„  composta  per  mezzo  di  m  fi  - 
zioni  w17  «t,  . . .  u>m  di  queste  indipendenti,  cioè 


0) 


K  —  {("!.«*>  •••«..) 


139 


dove 


/  „  — 


Wj   —  ^l(*l>   *2  ì  •  •  •  *«) 


l  u9  == 


(2) 


2/s(^*l,    #g  ,  .  .  .  X„) 


I 


U 


m 


W»!^*l,    *2  ?  •  •  •  *n./« 


Sotto  condizioni  analoghe  a  quelle  dell'enunciato  del  precedente 
teorema  si  dimostrerebbero,  in  modo  analogo,  le  formole 


ÌL_Ìl<K,Ìl3?t,        +  _ÌL  _?!?!!! 

3*i       3«i  3*1       3«2  3*x      "  "      3w»rt    3*i 


(3) 


>» 


il  __  il  3«i      il  3«2  +    9*_  Ì?L 

3*2       3"i  3*«       3«s  3*«      "        3«w    3*2 


il  =  il  3«1  il  3^2  Jl  3 »m 

*  3*»  ""  3"l  3*«  3W2  3*n         '  *  "         3Wm    3*„ 

le  quali  ci  danno  le  derivate  parziali  di  {  rapporto  alle  xu  xìy..  xn 
mediante  le  derivate  parziali  che  si  ottengono  derivando  la  (1)  e  le 
(2)  rispetto  alle  variabili  da  cui  dipendono.  Le  (3)  si  possono  com- 
pendiare nella 


(3) 


ì=m 
irr  l 


11  ditferenziale  totale  d$  è 


_3{ 


di 


d{ 


»■=  ri 


^=5r^  +  è^  +  --  +  5:*f-=E 


3*i 


3*2 


3*„ 


r=  1 


il 

3*r 


dxy 


ovvero,  sostituendo  per  —  ,  — 

3*i      3*2 


3£ 
, . , .  --=-  i  valori  dati  dalle  (3), 

3*« 


r  — « 


./  =  »« 


t  =  m 


*=z.*Axm=zM^^-^'') 


r=l 


i  =  l 


/.— l 
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1  =  1 

dalla  (fual  forinola  si  scorge  altresì  che  il  differenziale  totale  è  lo 
stesso  che  si  sarebbe  ottenuto  se  le  uu  w8 , . . .  um  fossero  state  varia- 
bili indipendenti. 


88.  Applichiamo  le  formole  precedentemente  trovate  ad  alcuni 

Esempi. 

1)  Sia 

^  =  r/2  +  v3  -f  2uv,     dove  u  =  cos  x  sen  x  ,  v  =  e*. 
Avendosi 

%-=2(u  +  v)     Ji  r=:^«  +  2«;     -^~  cos2*  — sen2*   ,    -J-=t', 

la  formola  (1)  del  n.  83  ci  dà 

dz 

-    •  =2(tt-i-f)  (cos2 x  —  sen2 x)  ■+■  (&>*  +  2w) £**. 

Volendo  esprimere  questa  derivata  per  x  basterebbe  sostituirvi 
per  u9  v  i  loro  valori. 

2)  Sia 

{  =  uv  e  u  =  u  (x)}  v  =  v(x). 
Osservando  che 

JL  =  trilli,  |i  =  wMogW, 

la  (1)  del  n."  83  ci  dà 


dv  Vv    du      .  Jt'l 


<fr  .  du  .  dv  fi!    J« 

— —  —  Mi»--* —    •   "v  '■ — -'        — -*u  ' 


come  già  trovammo  in  altro  modo  al  n.°  50. 


\„_ 


V 
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u 


3)  Se  {  =  —  e   u  =  u(x)j  v  =  K*)?  e  Sl  suppone  v  diverso   da 


v 


zero  pel  valore  di  x  che  si  considera,  sarà  pure  diverso  da  zero  pei 
punti  d'  un  certo  intorno  di  x,  perchè  la  v  è  continua  in  #,  essendo 
sottinteso  che  le  «,  v  ammettano  derivata  in  x.  Possiamo  adunque 
applicare  la  formola  (1)  n."  83,  la  quale,  osservando  che 


1 


u 

le  » 


dà  nel   nostro  caso 


d$  1    du 

dx        v    dx 


u    do 
v%   dx 


v 


du 
dx 


u 


dv 
!x~ 


v* 


V; 


che  è  la  nota  formola  della  derivata  d'  un  quoziente  e  che  così  ab- 
biamo ritrovata  in  un  altro  modo. 

4)  Sia  { ■=  log  (x*  +  tt?)  e  uz=zx  +  are  sen  x. 

Applicando  la  formola  (1)  del  n.°  85,  osservando  che 


2x 


x*+  u 


«  > 


3« 


2w 


X2  -f  u 


2     > 


avremo 


5) 


dx 


{  =  ^»arctg«?  u  =  e* 


X—l 

x+  1 


«) 


Applicando  la  (1)  del  n.°  85  otteniamo 

dz  (  #*(**  +  IV*       ) 

a*  /  (1  +  «*)  (a?  +  1)*  ) 

j  =  F(i/1  +  t>2),         «  z=  e^-rv\        v  =  log  (tg  x  +  1). 
Avendosi 


A  =  F  (f/2  +  e»)  2», 
3« 


^-  =  F(»f  +  rf)2p, 
3» 


r- 
■V 


•?• 


& 


~"i 
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le  formole  (1)  del  n.  80  ci  danno 


A  =  FY«*  +  v*)  \  2uxe**  +  y2  + 7 4  , 

3«  f  cos  #(sen  a:  -r-  cos  #)  > 


ÌÌ-  =:  4F'(«*  +  *•)  uye^+y*. 

dy 


7)  Sia  il  determinante 


{  = 


«11   «12 


«21    W22 


2/ 


1» 


W 


2* 


Wnl  W«2 


W 


«n 


nel  quale  gli  elementi  urs  si  suppongono  funzioni  di  #,  urs  =  Wr*(*). 


Si  vuole  la 


dx 


Si  cominci  dalPosservare  cha  la  derivata  d'un  determinante  rap- 
porto ad  un  suo  elemento  urs  è  il  complemento  algebrico  *rs  di  quel- 
1*  elemento,  perchè  avendosi 

l  =  Uri  arX  +  Ur%  <*ri  +  .  .  •  +  l'r*  «W  +  .  .  .  +  Urn  *rn 

e  1'  elemento  urs  comparendo  nel  solo  termine  ur$  «r»,  e  non  in  ani 

si  ha  appunto  =  a™. 

Applicando  poi  la  regola  di  derivazione  contenuta  nella  for- 
inola (1)  del  n.°  84,  ed  indicando  con  urs  la  derivata  di  urs  rapporto 
ad  x  avremo: 

—j-  =  ^      "  W  11  "+"  ~ W  12  +    •  •  •  +   ~ U  1" 

*f       2"ii  3"i2  3«i» 


+  r  —  w  si  +  r —  u  22  + h 


2W21 


3w 


22 


— ~  u 


in 


+ 


3w„i  3w»«  3w„„ 


1 


—  =  U  n  Gtu  +   «  l2  ai2  +  ...  +  U  yn  «p» 


+ 


i  i  t 

+ttni  a„i  +  wwt  aM2  -}-...+  wWM  oc,,,,, 
che  possiamo  anche  scrivere  così: 


dx 


u;i 


1           1                    1 
1   U  11  w  18  •••  U  1» 

+ 

Wji  f/|£  .  .  .  Uln 

+ 

...   ■(  ' 

uu  w12 .. .  uln 

^21  ^22  •  •  •  ^2n 

'          '                  ' 

^21   ^22  *  *  *  "?" 

• 

W«l  "w«  ■  •  •  Unn 

Un  i  Un  g  .  . .  WM  „ 

i          »                 » 
*'  «1  ^  »#2  •  •  •  *'  >i» 

dalla  quale  si  trae  subito  la  regola  di  derivazione  d'un  determinante. 
Se  gli  elementi  del  determinante  fossero  funzioni  di  più  varia- 
bili, applicando  la  regola  del  n.  87,  si  giungerebbe  alla  medesima 
formola,  ove  allora  gli  apici  apposti  agli  elementi  ci  indicherebbero 
la  derivata  di  essi  rispetto  a  quella  delle  variabili  indipendenti,  rap- 
porto alla  quale  si  deriva  il  determinante. 


Esercizi 


1.     i  =  (w3  —  t>3)*  +  \/uv  ,  u  =.  are  tg.log  x  ,  v=  are  tg 


log* 


.  > 


1 


1 


h^ 

dx        x    1  +  (log  x)2  ( 


L 


(S(«3  —  vl)  (u*  +  v1)  + 


V  —  « 


/ 


2\/uv)  ' 


dx 


-2"    \T=x-)  y-jZ^  )    ~  o^fc-ri? 


+  / 


2*~T  (e  —x)  t 

+  Ì)V«3-K! 
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(a +  u \  u 

-r— — 1  log — ,    «  =  jc3— /",    v  =  3xy  +  **  sen*  *  ; 


il 


=  _L_  ,og  JL  ,  (±ÌJL) 

a  —  v  v       \b  —  v  / 

(      9       a  4-  u  ) 

<  8  #*  -f  -t [ «'^  4-  2x  sen  ^(sen  #  4-  x  cos  #)  J> 

/  a  4-  ;<  \  i  H#*         1  r  ,  ) 

+  9  \b—v  )  )~u —  [^  +  ^^Msen*  +  *cos*)||, 

-»»(^f)(7+^- 

=^  (  *  )       '       "  ~'1<>g  "^  SCn  ^  ' 

=  —  —f  (?-)  fe+J>  cos  x  tg  0>  sen  *)j , 
Jy  =  ~  7  /'  (7)  sen  «  tg  (/  sen  *). 


4.     < 

il 


ac  = 
a* 


il 
3* 


ja-  4-  X2 


2uy  +j> 


2  » 


u  =  x  are  sen  #  4-  \/ 1  —  x*  ; 


* 


l   /  a+  2x  2  are  sen  #  \ 

2"  \  *(*  +  x)  2uTy~)  '  £y 

F(  V**  +  w*  +  ■**)  >      w = ***tf,"+*tJ 


*  2w?  4-  / 


Vi  —  * 


#  1 

are  sen  x  4-  — -  log  (1  —  #*), 


VI  +  x 
W=S—x—> 


F  (V  *f  +  «*  +  **)  \  9     ./ 

1  j L   )  x  +  ue*aw+byt  l  1 

"\  '**  +  w*  4-  f*      ( 


ay 


x  +  2 


x\l\  4- 


) 


are  sen  x  \ 

v T' 

(i— *V^ 


.—TV      -r^-fV^i^T 


3*  __  nF(V*f  +  **  +  **), 


.« 


2**<"H-*r  (^  +  a  \/l  -f  *) 


3>  \V  +  u*  +  p1 

7.    {  =  F(«  sen  #  ,  v  cos  #)     ,     ;*  =  u(x)     ,     r  =  v(x)  ; 
rf{  3F(«  sen  x ,  i>  cos  x) 


dx  3(tfsen#) 

3F(w  sen  x  ,  i>  cos  a:) 


(u  cos  #  +  «'(a:)  sen  x) 


3(t?  cos  #) 


(v  sen  a:  — t/(#)  cos  x). 


8.  Se  {  =  <K  w)V  *'  +  -?*>         w  =  arc  *  —  +  log V*8  +  /  , 
verificare  che 

9.  Se  {  =  —  - —      w^(utv)9       u  =  —     ,    v  =  -^— 
verificare  che 

3{   ,      3?   ,      3{  ,    xy 

3*  3.7  3o>         ^         w 
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Funzioni  implicite  e  loro  derivate. 

89.  Colle  regole  date  finora  nói  siamo  in  grado  di  derivare  qua- 
lunque funzione  esplicita  di  una  o  più  variabili  indipendenti,  cioè 
una  funzione  per  la  quale  la  equazione  che  la  lega  alle  variabili  in- 
dipendenti è  risoluta  rapporto  alla  funzione  stessa.  Passiamo  ora  a 
considerare  le  funzioni  implicite,  cioè  quelle  funzioni  per  le  quali  la 
eqi  azione  che  le  lega  alla  variabile  o  alle  variabili  indipendenti 
non  è  risoluta  rapporto  alla  funzione,  come  sarebbe  la  funzione  ^  di 
x  <  efinita  dalla  equazione 

sen  x  seny  +  xy  =  0, 

10 
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la  {  funzione  di  x  }y  definita  dalla  equazione 

c*+y+ ?  -f  sen  x  sen^  sen  {  =  0, 

e  simili. 

Siano  dunque,  cominciando  dal  caso  più  semplice  di  una  fun- 
zione di  una  sola  variabile  indipendente,  le  variabili  x  ,y  legate  da 
una  equazione 

/(*.J)  =  0, 

per  modo  che,  dato  un  valore  a  di  #,  i  corrispondenti  valori  di  f 
siano  quelli  che  soddisfanno  alla  equazione  /(a  ,y)  =  0.  Potendosi  avere, 
in  generale,  più  valori  reali  di  y  che  soddisfanno  a  questa  equazione, 
al  valore  x  =  a  di  x  corrisponderanno  per  y  più  valori,  e  lo  stesso 
potrà  avvenire  per  gli  altri  valori  di  x  che  si  dovranno  considerare. 

Prendiamo  ora  a  considerare  i  valori  di  x  appartenenti  ad  un 
certo  intervallo.  Quando  è  che  dalla  eventuale  moltiplicità  dei  valor^ 
che  y  possiede  in  ogni  punto  di  esso,  potremo,  prendendo  uno  solo  di 
questi  valori  in  ogni  punto,  staccare  una  successione  di  valori  per^,  in 
modo  da  poterla  considerare  come  una  funzione  univalente  y  di  x 
definita  dalla  f{x  ,y)  =  0,  e  che  sia  continua  nelP  intervallo  stesso? 
A  questa  domanda  risponde  il  teorema  seguente: 

Considerando  x  ,  y  come  due  variabili  indipendenti  sia  f(x  ,  y)  fun- 
zione univalente  di  esse  in  un  certo  campo. 

Sia  (x0  ,  y0)  un  punto  interno  a  questo  campo  e  sia  f(x0  ,  y0)  =  0. 

Esista  un  intorno  e  del  punto  (x0 ,  y0),  per  tutti  i  punti  (x ,  y) 
del  quale  la  f(x  ,  y)  sia  continua  rispetto  alla  x  ed  ammetta  la  deri- 
vata parziale  rispetto  ad  y,  sempre  positiva  o  sempre  negativa. 

Dico  che  allora  esiste,  relativamente  alla  variabile  x,    un   inter- 
vallo (x0  —  h0  ,  x0  -f  h0),  per  tutti  i  punti  x  del  quale  colla  f(x  ,  y)--0" 
possiamo  determinare   una  funzione   univalente  continua  y-y(x)  di 
x,  che  per  x  =  x()  è  uguale  a  y0  (*). 

Osserviamo,  prima  di  tutto  e  per  amore  di  brevità  nella  dimostra- 
zione, che  le  successive  determinazioni  di  valori  per  x  e  per  y  che 
occorrerà  fare,  si  intenderanno  sempre  fatte  in  modo,  che  i  punti, 
che  man  mano  si  presenteranno  nella  dimostrazione  stessa,  apparten- 
gano all'  intorno  e. 


(r  La  seguente  elegante  dimostrazione    mi    fu  comunicata,  nelle  sue  linee 
generali,  dal  Ch.  Prof.  G.  Peano. 
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Supponiamo  ora,  per  fissare  le  idee,  che  per  i  punti  (x  ,y)  di  e 
sia  sempre  f'y(x  ,/)  >  0.  La  funzione  f(x0  ,y)  di  y  è  allora  crescente 
pery=yÒJ  e  quindi,  poiché  /(#0,/0)  =  0,  potremo  fissare  due  va- 
lori/! ,y.  tali  che,  essendo^  <y0  </„  sia  f(x0  ,yx)  <  0,  f(xQ  myt)  >  0. 

Ma  la  funzione  f(x  ,/,)  di  x  essendo  continua  per  x  -=.  x0  esisterà 
un  intorno  (x0  —  h' ,  x0  -f  h')  di  x0  per  tutti  i  punti  x  del  quale  sarà 
/(*  >^i  >  ^  0>  e  *a  f(x  >>'*)  essendo  pure  continua  per  x  =  xQÌ  esisterà 
un  intorno  (#0  —  //" ,  xv  +  h")  di  x{)  per  tutti  i  punti  x  del  quale 
sarà  f(x  ,/2)>  0j  dal  che  risulta  l'esistenza  di  un  intervallo  (#0  —  7j0, 
*o  +  K)i  Per  tu*^  i  punti  x  del  quale  avremo  contemporaneamente 


/(*,Ji)<0,        /(*,*)><>. 


Sia  *'  un  punto  qualunque  di  questo  intervallo.  La  funzione 
/(*' ,/)  di  y  è  continua  nell'  intervallo  (yx  ,^2),  perchè  ammette,  per 
ipotesi,  la  derivata  finita/'r(#'  ,/),  ed  inoltre  è  f{x  nyl )  <  0,  f{x  ,y2)  >  0  ; 
esiste  dunque,  in  virtù  del  teorema  al  n.  58,  un  valore  y\  compreso 
tra/j  e  y^.  tale  che  f(x  ,y)  =  0.  Di  tali  valori  di  y  vi  può  essere 
il  solo  y  ;  se,  infatti,  ve  ne  fosse  un  altro  y'\  avendosi  f(x  ,/)  =  0, 
f(x  ,y")  =  0,  pel  teorema  di  Bolle,  vi  sarebbe  un  valore  y'"  di  y  pel 
quale  risulterebbe/'^*'  yy")  =  0,  il  che  contradice  l'ipotesi /'y(#,/}  >  0 
per  tutti  i  punti  di  e. 

Rimane  così  provato  che  ad  ogni  valore  di  x  appartenente  al- 
l' intervallo  (x0  —  hQ ,  x0  +  hQ)  corrisponde  sempre  uno  ed  uno  solo 
valore  di  y,  compreso  tra  yl  e  y2ì  tale  che  f{x  ,/)  =  0;  così  che  l' e- 
quazione  f(x  ,y)  =  0  individua  completamente  nel  detto  intervallo 
una  funzione  univalente  y  =y(x),  che  per  x  =  x{)  prende  il  valore  y0} 

y»  =y  (*o)- 

Questa  funzione  è  continua  per  x  —  x^.  Basta  perciò  osservare 
che  la  funzione  y  di  x,  che  si  ottiene  sostituendo  nella  precedente  di- 
mostrazione ad  yx  ,/2  due  altri  valori  y\  ,y\  tali  che 

y\  <y\  <y*  <y\  <>'*> 

è,  in  un  certo  intorno  (^0  —  h\ ,  xQ  +  h'0)  di  #0,  la  precedente  fun- 
zione y  =y(x)y  e  che,  dato  a,  coli'  assumere  y\  9y\  in  modo  che 
sia  y\  — y\  <  ?,  risulterà,  per  i  punti  x  di  quell'  intorno, 

yix)  —y(xa)  |  <  a. 


Per  provare,  infine,  che   la  y  =y(x)  è  continua   in    ogni    altro 
pu  ito  x   di  (xQ  —  \  ,  x{)  -f-  /70),  dove  ha  il   valore  y  =y(x')9   basterà 


148 

riflettere  che  è  f(x  ,y)  =  0,  che  il  punto  (#'  ,y)  appartiene  all'  in- 
torno e,  e  che  perciò  vi  è  un  suo  intorno  c\  nel  quale  sono  verifi- 
cate le  stesse  condizioni  che  si  suppongono  nei  punti  di  c\  parten- 
doci quindi  dal  punto  (x  ,y),  e  ragionando  nel  modo  ora  tenuto, 
arriveremo  a  trovare  un  intorno  del  punto  x\  pei  punti  x  del  quale 
la  funzione  definita  della  f(x  ,y)  =  0  coinciderà  colla  y  =zy(x)y  e  sarà 
continua  in  x.  11  teorema  è  così  completamente  dimostrato. 

Notiamo  poi  che  la  condizione  dell'  enunciato  del  teorema,  che 
la  f'y{x  yy)  sia  in  e  sempre  positiva  o  sempre  negativa,  può  essere 
sostituita  dalla  condizione  che  la  f'y(x ,  y)  sia,  nel  punto  (x0  ,  y0)>  di- 
versa da  {ero  e  continua  assolutamente,  perchè  allora  ne  segue,  in 
virtù  delle  considerazioni  fatte  nel  n.  75,  l'esistenza  di  un  intorno 
del  punto  (x0  ,^0),  per  tutti  i  punti  del  quale  f\{x,y)  si  mantiene 
dello  stesso  segno.  Questa  condizione  è  però  più  restrittiva  di  quella 
dell'  enunciato  del  teorema,  perchè  tutte  le  funzioni  che  la  soddi- 
sfanno appartengono  alle  funzioni  che  soddisfanno  alla  condizione  del- 
l' enunciato  del  teorema,  mentre  può  non  aver  luogo  il  caso  inverso. 


go.  Se  alle  condizioni  contenute  nelV  enunciato  del  precedente  teo- 
rema aggiungiamo  le  altre,  che  la  f(x ,  y)  ammetta  nel  punto  (x0 ,  y0) 
la  derivata  parziale  finita  rapporto  ad  x,  f'a{x0  ,  y0),  e  che  la  f  v(x  ,  y) 
sia  continua  nel  punto  (x0  ,  y0),  allora  la  funzione  y  —  y(x),  di  cui 
abbiamo  ora  dimostrato   V  esistenza,   ammette  nel  punto  x0  derivata 

finita  il  cui  valore  è  —  -^  °  ' 


f  V(xo  >  Yo)  ' 

Infatti,  preso  \h\  <  h0  ed  indicato  con  y0  +  k  il  valore  di  y  cor- 
rispondente  al    valore    x0  ~\-  h    di   x,   cosichè  yG  4-  k  =~-y(xe  +  h)   e 

k 
f(xo  +  h  iJo  4-  £)  =  0,  la  y\x0)  è  il  limite  dei  rapporto  -  -  quando  h 

converge  a  zero. 

Ma,  per  le  ipotesi   fatte,   possiamo  nel   punto  (x0  ,y0)   applicare 
per  la  funzione  f(x  yy)  il  teorema  sul  differenziale  totale,  avendosi  cosi 

0  =/(*0  +  h  yy0  +  k)  — /(*0  ,y0)  =  hf„{x{)  ,^0)  +  kfj(x0  ,y0)  +  *h  +  fry 

essendo  a,fj  quantità  che  convergono  a  zero  con   hyk\  dalla   qua1** 
formola  ricaviamo 


A  =  _  f'4*o  ,So)  +  * 
*  f'y{*«  i^o)  +  ? 


fr.     » 
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e  quindi,  al  limite  per  h  convergente  a  zero, 


/(*o)  =  - 


f'v(*o>U 


Se  poi  supponiamo  che  le  precedenti  condizioni  siano  verificate 
per  tutti  i  valori  di  x  ,y  tali  che  x  appartenga  all'  intervallo  (x0  —  A0, 
x0  +  A0)  e  y  indichi  il  corrispondente  valore  y  =y(x)  che  nel  punto 
x  assume  la  nostra  funzione  y(x),  si  vede  senz'  altro,  come  questa 
ammetta  derivata  in  ogni  punto  dell'intervallo  (x0  —  7/0 ,  x0  -f  7/0),  data 
dalla  formola 

ìL 

y  (x)  =  —  —  --,— ^-  ossia  dalla  —  = . 

J  fri.*  ,»  d*  V 

In  questa  formola  è  contenuta  la  regola  di  derivazione  delle  fun- 
zioni implicite  y  di  x  definite  da  una  equazione  f(x  ,y)  =  0. 


gì.  Stabilita  l'esistenza  di  una  funzione^*)  definita  dalla  f(x ,y)  —  0, 

dy 
per  determinare  la  derivata  -~,  dopo  averne  dimostrato  1'  esistenza, 

possiamo  anche  procedere  nel  modo  seguente. 

Posto  {  =f(x  jjV),  possiamo  considerare  {  come  funzione  com- 
posta di  xì  essendo  y  la  funzione  di  x  definita  dalla  f(x  ,y)  =  0. 
Inoltre,  per  le  condizioni  cui  soddisfa  la  f(x  ,y)  e  per  la  conseguente 

esistenza  della  -=-  ,  possiamo  applicare  la  regola  di  derivazione  delle 

dx 

dz         3/        3/   dy 
funzioni  composte,  ed   avremo  così  :  -p-  — •  -^-  -\ — - — f- . 

dx         d^        dy   dx 

Ma  f(x  ,y)  ossia  {  è  zero  pei  valori  di  x  yy  che  noi  consideriamo, 

dz 
quindi  anche  -~-  =  0  e  la  precedente  formola  si  riduce  così  alla 

ìl 

9/        3/   dy  ,  „  .      dr  d* 

—  +  —  -f-  =  0,        dalla  quale  ~-  =  — -^  . 
dx        dj    dx         '  H  dx  df_ 


5t. 


tr1'  » 


** 
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92.  Relativamente  a  quanto  precede  osserviamo  che  nell'  inter- 
vallo (x0  —  h0 ,  x0  +  //0),  nel  quale  la  /(#  ,^)  =  0  definisce  una  fun- 
zione univalente  e  continua  di  x  che  per  x  =  #0  è  ^0,  o  in  una  sua 
parte,  potrà  darsi  che  la  f(x  ,y)  •=  0  definisca  più  funzioni  di  xy  uni- 
valenti  continue  e  distinte,  perchè  oltre  al  valore  reale  y0  diy  che  con 
x0  rende  nulla  la/(#,jy)  potranno  esservi  altri  valori  reali  y^^y*..» 
dotati   della  stessa   proprietà  e  tali  che   in  certi   intorni   dei   punti 

(*o  >/i)  ?  (*o  iJi)  >  (**  j^s)-—  ^a  /(•*  j^)  soddisfaccia  a  quelle  condizioni 
cui  supponemmo  che  essa  soddisfacesse  in  un  intorno  del  punto 
(xq  j7o)  5  ec*  allora  partendoci  dai  valori  yuyt  ,>v—  avremo  altrettante 
funzioni  univalenti  di  x,  che  per  x  =  x0  prenderanno  rispettivamente 
i  valori  ^u  ^2,73,...,  le  quali  saranno  ben  distinte  1*  una  dall' altra,  e 
costituiranno  delle  funzioni  di  x  definite  dalla  f(x  ,y)  =  0,  o  saranno, 
pome  si  dice,  altrettanti   rami   di   una  stessa  funzione  definita  dalla 

Come  pure  potrà  avvenire  che  l' intervallo  (x0  —  7/0 ,  x0  -f  h0)  sia 
grandissimo  od  anche  infinito  ;  o  che  la  y(x)  possa  continuarsi  al  di 
fuori  di  esso.  Si  prenda  infatti  l'estremo  superiore  xQ  +  Zr0  come  punto 
iniziale  ;  ad  esso  corrisponderà  un  intervallo  (x0  -f-  h0  —  hx ,  x0  -+-  //0  -f  hx) 
nel  quale  la/—0  definisce  una^(,r)  che  per  x=xQ  +  h0  prenda  il  valore 
della  precedente,  e  ne  è  perciò  la  continuazione.  All'estremo  x0  +  7/0  +  hx 
corrisponderà  un  intervallo  (x0  -f  h0  +■  hx  —  ht ,  x0  +  h0  +  hx  +  ht)  nel 
quale  ecc.  I  numeri 

#0  +  K  ì  xo  4-  K  +  K  ?  *o  "t"  ^0  +  *i  +  *i  >  •  •  •  ■ 

potranno  crescere  indefinitamente,  nel  qual  caso  la  /=0  definisce  la 
y(x)  in  un  intervallo  infinito,  oppure  avranno  un  limite  superiore  b. 

Si  ripeta  lo  stesso  procedimento  partendoci  dall'  estremo  infe- 
riore #0  —  Zr0  e  considerando  gli  estremi  inferiori  degli  intervalli  che 
così  successivamente  si  presentano,  e  se  questi  estremi  hanno  un  punto 
limite  inferiore,  chiamiamolo  a.  Avremo  così  un  intervallo  (a,b)  op- 
pure ( — 00,  b)  oppure  (a,  4-00)  oppure  ( — 00, +00)  nel  quale  la 
/=0  definisce  la  funzione  univalente  continua  y(x\  che  per  *  =  *0 
diviene  y0. 

E  potrà  anche  darsi  che  vi  siano  più  intervalli  distinti  nei  quali 
la/=0  definisce  completamente  la  funzione^. 


i'V 
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Esempl 


1)  Funzioni  algebriche.  Sia  («,  m  interi  e  positivi) 

f(x  >y)  =  (aiyo  +  aux  +  a-i^x*  +  ...  anoxn)  +  (a.)\  +  a \\x  +  a*\x'1  +  ...  4-  dai*")^ 


ovvero 


r=  n 


r=zn 


r  =  n 


r=n 


/(*  ljy)  =  ^  *n.*r  -*■•  y  2  *rl*r  +  ^8  2  *r-*r  +  •  •  •  +  ym  2  *rw'*," 


r=U 


*=m 


r=0 


r  =  0 

r—  n  s  —  tn 


r  =  0 


e  perciò  /(# , jv)  =  0  una  equazione  di  grado  n  in  #,  di  grado  m  in 
/.  La  f(x  yy)  è  continua  per  tutti  i  valori  finiti  di  x  ,y  poiché  tali  sono 
la  funzioni  ars  xrys,  del  cui  aggregato  essa  si  compone.  Inoltre  ab- 
biamo 


r=zn  *  =  m 


^.-=2    Xrar^y, 


l  j  =  0 


9£ 


r  =  n  s=zm 


=  2  S**-*? 


ruS— I 


r  =  o  *  =  1 


e  quindi  queste  derivate  sono  anche  funzioni  continue  per  tutti  i  va- 
lori di  x  ,y. 

Prendendo  a  considerare  un  valore  x0  di  x  a  questo  valore  cor- 
rispondono m  valori  di  y  tali  che  f(x0  ,y)  =  Q.  Supponiamo  che  uno 
almeno  di  questi  sia  reale,  e  partiamoci  da  esso,  o  da  uno  di  questi 

valori  reali,  se  ve  ne  è  più  di  uno,  e  chiamiamolo  y0  =y(x0).   Sup- 

2f(x    y  ) 
poniamo  inoltre  — — ° 7    °     diversa  da  zero,  il   che  equivale   a  sup- 

dy 

porre  che  yQ  sia  radice  semplice  della  equazione  f(x0  ^y)  =  0.  In  questo 
modo,  essendo  soddisfatte  tutte  le  condizioni  sufficienti  per  applicare 
i  teoremi  ai  n.'  89,  90  avremo: 

r  =  n  sz=.m 


2    J^ranXiT-%' 


/(*o)  =  — 


r=n s=m 


2  25*"*r«».*» 


*— i 


r  =  i)    s  =  \ 


■  >/■ 


i 
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E  quindi  ancora  se  x  indica  un  valore  qualunque  della  variabile  *, 
e  y  uno  dei  corrispondenti  valori  reali  di  y,  essendo  y  radice  sem- 
plice della  equazione  f(x  ,y)  =  0,  la  derivata  di  quella  funzione  y(x\ 
definita  dalla  f(x  yy)  =  0,  e  che  per  quel  valore  di  x  assume  questo 
valore  y}  è  data  dalla  formola 

r=n s=m 

2     %rarsx"-y 
dy  r—  i  ,  —  ti 

fa  r  =  n  s  —  m 

r  —  0  s  —  I 

2)  Si  voglia  determinare  la  tangente    in    un    punto  (x  ,y)  della 
ellisse 

"+4=i. 


a* 


dy 
Basterà  calcolare  la  -j- .  Qui  la  y  è   funzione  algebrica  di  *,  e 

ux 

X*  V* 

siamo  nel  caso  studiato  precedentemente;  posto  f(x  yy)  =  — ^  +  -75 —  1 
avremo 

dy  3*  a*  b*x 

~dx '  ~ '  ~~  ~df '  ~~~ Hy '  ~       a*}' 

~dy         ~P 

per  tutti  i  punti  della  elli  se,  eccettuati  i  punti  (a  ,0)  e  ( — j,0)pei 
quali  ^-  =  0. 

4       dy 

3)  Sia  f(x  ,y)  =  1  -f  xy  —  log  (**>'  +  *-*y)  =  0,  che  per  *  =  1  e 

soddisfatta  da  y  ==  —  log  V*  —  1  • 

La  /(#  ,^')  ammette,  per  tutti  i  valori  finiti  di  x  ,yy  le  derivate 

3/  e*y  —  e—*y  e—x? 

-±-z=y — y —  =  2y , 

2x      y      '  e*y  +  e  v>         ^  **y  +  *  *> 
3/  e '.v  —  *r  *y  e— *>* 

r=  #  —  A" =  2# 


3V  **>  +  <r-vy  tfxy  +  e- .vy    ' 


che  sono  anche  continue  per  ogni  valore  finito  di  x  e  di  y,  e  la 
seconda  è  sempre  diversa  da  zero  se  x  non  è  zero,  perchè  il  ter- 
mine — non  è  mai  zero  per  alcun  valore  finito  di  #  e  y. 

e'J  +  e'ì  r  J 

La  derivata  della  funzione  y  di  x  definita  dalla  yf*,_v)  —  0  è 
quindi,  per  tutti  i  valori  finiti  di  *,  eccetto  x  =  0, 


Risolvendo  poi  la  f(x  ,y)  —  0  si  troverebbe 

che  è  la  nostra  funzione  v  in  forma  esplicita. 

4)  La  funzione  precedente  è  caso   particolare  di   quella  definita 
da  una  equazione  della  forma  f{xy)  =  0. 

Supposto  che  f{xy)  soddisfaccia  alle  solite  condizioni  si  ha 

v 

*  V_         »/'(*••)  «' 

g3-  Siano  ora  le  variabili  xl ,  *„....  *„ ,  {  legate  da  una  equazione 
/(*,,*„....  *„,{)=0 

per  modo  che,  dato  un  sistema  di  valori  au  a,,....  <7„  delle  xuxt,....xnt 
i  corrispondenti  valori  di  {  siano  quelli  che  soddisfanno  alla  equa- 
zione /(«„  a,,....  a„,  {)  =  0.  Potendosi  avere,  in  generale,  più  valori 
reali  di  j,  che  soddisfanno  a  questa  equazione,  al  precedente  sistema 
di  valori  per  le  xtì  *,,....  x„  corrisponderanno  per  ^  più  valori,  e  lo 
stesso  potrà  avvenire  per  gli  altri  sistemi  di  valori  che  si  dovranno 
considerare. 

Prendiamo  ora  a  considerare  i  valori  di  *„  *„....  x„  appartenenti  ad 
un  certo  campo.  Quando  è  che  dalla  eventuale  molteplicità  dei  valori 


^ 
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che  {  possiede  in  ogni  punto  di  esso  potremo,  prendendo  uno  solo  di 
questi  valori  in  ogni  punto  del  campo,  staccare  una  successione  di 
valori  per  {,  in  modo  da  poterla  considerare  come  una  funzione  uni- 
valente  {  di  xXJ  #8,....  xn  definita  dalla  f(xXjxtì.m.mxnì^)  =0,  e  che  sia 
continua  in  quel  campo?  A  questa  domanda  risponde  il  teorema 
seguente: 

Considerando  xx ,  xg , . . .  xM  ,  z  come  variabili  indipendenti  sia 
f(xn  x2,....  xn,  z)  funzione  univalente  di  esse  in  un  certo  campo  ad  n  +  1 
dimensioni. 

Sia  (x/1,  x20,....  xM°,z0)  un  punto  P  interno  a  questo   campo   e   sia 

t(xi  y  xs  >•••  x»  ?  zo)  -1"  u» 

Esista  un  intorno  e  del  punto  P  per  tutti  i  punti  (x1?  x„...  x„,z> 

del  quale  la  f(x,,  x8,...  xn,  z)  sia  assolutamente  continua  rispetto  alFin- 
sieme  delle  variabili  xx,  x8,....  xn,  ed  ammetta  la  derivata  parziale,  ri- 
spetto a  z,  sempre  positiva  o  sempre  negativa. 

Dico  che  allora  esiste  per  le  variabili  xX)  x8,..,  xH  un  certo  campo 
C  per  tutti  i  punti  (x1}x2,...xn)  del  quale  colla  f(xu  x£,...  x„,  z)  =0 
possiamo  determinare  una  funzione  univalente  continua  z~z(xi;x2,...x»), 
che  per  xx  =  x^,  x2  =  x20,...  xn  =  xn°  è  uguale  a  z0. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  è  completamente  analoga  a 
quella  del  teorema  al  n.  89. 

Se,  per  fissare  le  idee,  supponiamo  sia  sempre/'^,  xty..  xn,  {)  >  0, 
potremo,  anche  qui,  fissare  due  valori  %x  ,^  di  {,  tali  che,  essendo 
fr<<to<&>  sia/(VjV."-^«0,{i)<0,/(>10,^20,.--^n0,^)>0,-  dal  che 
poi,  per  la  continuità  della/  per  xx  =  tf,0,  xt  =  #80,...  xn  —  xn°}  risulta 

l'esistenza    di    due  intorni  del    punto    (xx°, #2°, xn°)  per  i  punti 

(#!,  x2 , . . .  #„)  dei  quali  è ,  rispettivamente,  f(xXì  xt , . . .  #n,  {x)  <  0, 
/(*i>  xìi  —  **>  {*)  >  0,  e  quindi  l'esistenza  di  un  campo  C,  cui  appartiene 
il  punto  (xl°1  #20,...  #n°),  per  tutti  i  punti  (xXì  #2....  x„)  del  quale  sono  con- 
temporaneamente verificate  le  due  disuguaglianze  precedenti,  e  quindi 
ancora  l' esistenza,  per  ogni  punto  di  C,  di  uno  ed  uno  solo  valore  di 
l  tale  che  risulti  f(xìyX2,...xn,{)  =  0;  rimanendo  così  completamente 
definita  in  quel  campo,  mediante  l'equazione/^,  xiy..  #„,>{)  —  0,  una 
funzione  univalente  {  =  i(xu x%y„ x»\ .  che  per  xx  =:  xx\  xt  =*i°, — 
xn  =  xn°  si  riduce  a  {0,  {0  ^^.a^0,  a*2°,.  ..  #w°),  la  quale  funzione,  pro- 
cedendo in  modo  analogo  a  quello  tenuto  al  n.  89,  si  proverebbe 
essere  pure  continua  in  tutti  i  punti  del  campo  C. 

Se  alle  condizioni  contenute  nelP  enunciato  del  precedente  teo- 
rema aggiungiamo    le    altre   che    la    f(x1?  x4  , . . .  xn,  z)    ammetta    nel 


..  r.    ■ 
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punto  (xj0,  x80,...  xn°,  Zq)  la  derivata  parziale  finita  rapporto  ad  x*, 
f<rf(xi°  »  Vr  ••  xn°,  z0)  e  che  la  f7(xn  x2v..  xn,  z)  5/a  i«  detto  punto  asso- 
lutamente continua  rispetto  alle  due  variabili  x*,z,  allora  la  funzione 
z  =  z(x1 ,  x^,...  xw),  di  cui  abbiamo  ora  dimostrato  l'esistenza,  ammette 
in  detto  punto  derivata  parziale  finita  rapporto  ad  xs,  il  cui  valore  è 

3z(X!0  ,  X2°  ,  .  . .  Xw°  ,  Z0)     *"  **(X1   J  x°2>—  Xn°,  Z0) 

tfXs  J     t\Xj     ,    Xo     ,..•    XM     j    Zq) 

Infatti,  preso  \hs\  <à*°  ed  indicato  con  {s  -f  ks  il  valore  di  {  cor- 
rispondente ai  valori  V>  Vr  ,xs°  -j-  A,,...  #w°  di  xl}  x27...  #„,  cosichè  sia 
{o  +  *,  =  {(Vi  Vi-  xs°  +  hfy..  V)  e/(V>  V,-  V  +  //„..  V,  z0  +  ks)  =  0, 

la  r"  è  il  limite  del  rapporto  -y^-  quando  hs  converge 

a  zero.  Ma,  per  le  ipotesi  fatte,  abbiamo 

o  =/(  v>  Vi-  *«°  +  **>•••  *n°,  *>  +  **)  — .AV>  V>-  *n°,  fc) 

=  **/-/*i°i  *tV  *«°>  io)  +  *t  A(V>  Vr  «*»°»  io)  +  At  «  +  *A 

essendo  a  ,  0  quantità  che  convergono  a  zero  con  hs ,  k5  ;   dalla  quale 

forinola,  ricavando  -=^-  e  poi  passando  al  limite,  abbiamo  appunto 

hg 

3*(V>  Vr-  *n°)    __        /  **(*i°>  *«V-  **°>  io) 


QXs  J  ^(Xì  ,  #2  ,...  Xn  ,  {0) 

Se  poi  supponiamo  che  le  precedenti  condizioni  siano  verificate 
per  tutti  i  valori  di  xl}  xtì...  #„,  {,  tali  che  il  punto  (xl}  xty..  xn)  ap- 
partenga al  campo  Ce{  indichi  il  corrispondente  valore  che  in  quel 

punto  assume  la  nostra  funzione  z  =  ffxuxtyXn)i  s*  ve(*e  come  questa 
funzione  ammetta,  in  ogni  punto  di  C,  derivata  parziale  rispetto  ad 
xs  data  dalla  formo  la 

3-T  J  «*(*1>  *t>—  Xn)  %Z  $Xg 

— =-  = -7- r-    ossia  — jL  = T7- 

&'  f  l(Xl>  Xt>~  Xn)  d*s  J/_ 

Se  si   suppone   ora   che   #,   sia   una   qualunque   delle  variabili 
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xiixtvxm  *a  funzione  i  ammetterà  in  ogni  punto  di  C  tutte  le  de- 
rivate parziali  date  dalle  forinole 

a-? a**     , ,  4>    _■> 

3< 

nelle  quali  formole  è  contenuta  la  regola  di  derivazione  delle  fun- 
zioni implicite  {  di  più  variabili  indipendenti  xu  xty..  #„,  definite  da 
una  equazione  della  forma  f(xl%  xtì...  xnì  %)  =  0. 


94.  Stabilita  così  l'esistenza  di  una  funzione  uni  valente  {(xly  xìr.  x*) 
definita  dalla 

(1)  /(*i  j*s-.- *»,?)  =  °» 

per  calcolarne  le  derivate  —,  dopo   averne  dimostrato  l'esistenza, 

possiamo  anche  procedere  nel  modo  seguente,  analogamente  a  quanto 
si  fece  al  n.  91. 

Possiamo  'considerare  f(xuxtv..xn,  {)  come  funz-one  composta 
delle  *,  essendo  {  appunto  quella  funzione  di  esse,  che  vien  defi- 
nita dalla  (1),  ed  applicando,  ciò  che  si  può,  la  regola  di  derivazione 
delle  funzioni  composte,  si  ottiene 


3/  + 

3*i 

3L&-o 

dì  3*i 

da  cui  si  trae 

3/ 

a<_ 

a*, 

—                        *     • 

3*1 

"      3/' 

a* 

analogamente  otterremo 

3L 

M. 

*L-. 

3*s 

*.-_ 

3*., 

d** 

V 

a*« 

"a/' 

3* 

di 

Valgono  poi  qui  considerazioni  analoghe  a  quelle  del  n.  92. 


j 


1)  Sia  la  equazione 

(*)  /(*  ,J> ,  {)  —  i3  —  3(«  +  fy)  ?  +  2^  -  0. 

A  qualunque  sistema  di  valori  per  x  e  y  corrisponde  almeno  un 
valore  reale  per  ^;  inoltre  le  derivate 

sono  continue  per  qualunque  sistema  di  valori  finiti  di  x  ,y ,  {,  e  la 
— -  è  diversa  da  zero,  quando  non  sia  $  =  ~\/ax  +  by,  ossia  pei  va- 
lori di  x  ey  che  non  soddisfanno  alla 

(«+  W7-8(«  +  WV«  +  Ajr  +  &*  =  <> 
ossia  alla 

j#  +  *y  —  e*. 
Per  cui  le  derivate  della  {  definita  dalla  (a)  sono 

K  —        a<  K  —        b< 

ìx         f  —  ax  —  ty'  2y         £  —  ax  —  by 

per  tutti  i  valori  finiti  di  x  ,y}  eccetto  quelli  pei  quali  ax  +  by  =  c\ 
e  i  =  c. 

2)  Sia  la  equazione 

li)  x* /!#  =  £< 

e  si  considerino  sistemi  di  valori  delle  variabili,  pei  quali  nessuna 
di  esse  sia  zero,  per  non  introdurre  l' espressione  0"  non  bene  deter- 
minata. Facendo  #  =  l,jr=;l  abbiamo  $=c;  inoltre  posto 

le  derivate  parziali 

so:  io  continue  per  qualunque  sistema  di  valori  delle  variabili,   e   la 


JOT- 


i*. 


Kt- 


.-ji; 


tri 


J'ì 


!£.* 
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3? 


è  diversa  da  zero,  escluso  il  caso  in  cui   1  +  log  i  =  0,  cioè  in 


cui  i  =  — ,  la  qual  cosa  avviene  pei  valori  di  *  ,y  che  soddisfanno 


alla  oPyy  l  —  J  e  =cc. 


Esclusi  dunque  questi  valori,   per  gli  altri   di  x  ,y,   le  derivate 
della  funzione  i  definita  dalla  (0)  sono 


3)  Sia 


(r) 


3{  ___       1  +  log  x  ■  3{  _        1  +  log^ 

3*  ~~        l  +  log.f'  3j>' ~~        l  +  log{ 


£<r*i-f  *?+•••+**  -f  ^i  =  1. 


Per  #!  =  #2  ~  . . .  =  #w  =  0  abbiamo  {  4-  e\  =  1,  che   è  soddi- 
sfatta da  {  =  0.  Inoltre,  posto 


f(*l  ,*2  ,  •  -*n  ,  {)  =  {**!  +**  +  •■•+*"  +  <??  —  1, 


le  derivate 


3*r 


^1-f  «"«+••   +  *», 


a/ 

3t 


sono  continue  per  ogni  sistema  di  valori  finiti  delle  variabili,  e  la 


ìl 


è  sempre  positiva  per  questi  valori. 


Quindi  la  (y)  definisce  per  ogni  sistema  di  valori  finiti  delle  x 
una  funzione  univalente  ^  che  per  xx  =  x%  •=. . . .  =  x»  =  0  è  uguale 
a  zero  ed  ammette  le  derivate  finite 


cXr 


le  quali  possiamo  anche  scrivere,  valendoci  della  (y), 

3*r         1  —  c>  +  %eì 

95.  Siano  ora  le  variabili  x,yy  \  legate  dalle  due  equazioni 
(1)  /(*,.?,*>  =  0,        9(*,7,{)  =  0; 
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si  scelga  x  come  variabile  indipendente  e  i  valori  di  y ,  {  corrispon- 
denti ad  un  valore  x  =  a  di  x  siano  quelli  che  soddisfanno  alle  due 
equazioni 

A*  il  >  *)  =  0>        <?(*  >f  »  *)  =  °- 

Ai  valori  di  a*  che  si  considerano  potranno  corrispondere  più  va- 
lori reali  di  y  e  {.  Vogliamo  ora  vedere  quando  da  questa  moltipli- 
cità  di  valori  per  y  e  ^  si  possano  staccare  due  successioni  di  valori, 
in  modo  da  poterle  considerare  come  due  funzioni  univalenti  y  e  ^ 
di  x  definite  dalle  (1),  e  che  siano  continue  e  che  ammettano  le  de- 

dy     dz 

nvate  -~-  ,  -r-  • 
dx     dx 

Notiamo  prima  di  tutto  che  tra  le  funzioni 

u  =Ax  ,y  K),       v  =  <?(*  >J>  j  ìì 

non  deve  esistere  alcuna  relazione  della  forma  v  =  ¥(x ,  w),  per  modo 
che  le  (1)  si  riducano  alle  w  =  0,  F(#,«)=:0,  perchè  allora  se  x\ 
y\z'  indicano  valori  di  x,y,  i  soddisfacenti  la  u  =  0,  la  ¥(x ,  u)  diven- 
terebbe, per  tali  valori,  ¥{x ,  0)  e  non  sarebbe,  in  generale,  ¥(x ,  0)  =  0, 
ma  solo  per  un  gruppo  di  valori  per  x\  ma  per  tali  valori  di  x  la 
u  =  0  sola  non  potrebbe  servire  a  determinare  y  e  %  ed  il  problema 
sarebbe  completamente  indeterminato;  il  che  avviene  ancora,  come 
subito  si  vede,  se  la  ¥(x ,  u)  non  contiene  esplicitamente  la  variabile 
indipendente  #,  ma  è  della  forma  F^w). 

Se  tra  u  ,  v  esiste  una  relazione  della  forma  v  =  ¥(x ,  m),  ammessa 
la  necessaria   esistenza  delle  derivate   parziali  f'y  ,/'t ,  <p'v  ,  ?'7  ,F'„,  è 

!  f'y  f\ 
nullo  il  determinante  A  = 

f'y     9> 

terminante  funzionale  o  Jacobiano  (dal  nome  di  Jacobi)  delle  fun- 
zioni /  e  9  rispetto  alle y  ,  {.  Infatti  è  allora  9'y  =  ¥'ltf\  ,  9'?  =  F'M/'-, 
e  quindi  a  =  0. 

Se  poi,  pei  punti  di  un  certo  campo,  la  f(x  :y  ,  z)  è  assolutamente 
continua  rispetto  ad  x  ,y,  ed  esistono  e  sono  finite  le  f\- ,/'?,  9'y,  9'-, 
e  la  f\  è  diversa  da  zero  e  continua,  allora,  se  è  A  =  0  pei  punti 
del  campo,  si  ha  la  relazione  v  z=z  ¥{x ,  u). 

Infatti,  essendo  (x0,y0 ,  {0)  un  punto  del  campo,  posto  u{)  =/(x0  7ytt ,  ^0), 
la  Q>  =f(x  ,y  ,  z)  —  u  =  0  è  soddisfatta  da  x  =  a*0  ,y  =y(ì  yz=${),u  =  «„  ; 
inoltre  la  <t>  è  continua  assolutamente  rispetto  alla  x  ,y ,  «,  poiché   è 


=fv  <p';  — f\  9'y  ,  chiamato  de- 
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continua  rispetto  alle  x  ,y  la  f{x  ,y ,  {);  ed  ammette  derivata  <t>'T,  con- 
tinua e  diversa  da  zero,  perchè  è  tale  la  f\  ;  quindi  la  ♦  =  0  definisce 

una  funzione  {  =  ^  (x  ,y ,  «),    che    ammette    derivata  {'y  =  —  -~^- . 

Intanto,  in  luogo  della  variabile  {  abbiamo  introdotto  la  variabile  », 
e  la  v  =  <p(x  ,y ,  {)  diviene  perciò  v  =r  <p[* ,/ ,  {(*  ,y,u)]  =  Ft(*  ,y ,  »). 
Ma  F,  non  contiene  esplicitamente  la  yy  perchè  abbiamo 

— -  =  9  y  +  9  T  ^  v  =  9  y  — -  9  -  — -  =  — — -  =  0, 
ajy  J  \  J  t 

ossia  la  ¥x(x  ,y ,  w)  è  della  forma  F(# ,  w)  e  si  ha  appunto  v  =  F(x ,  u). 

In  conseguenza  il  non  annullarsi  di  a  ci  assicura  che  tra  le  fun- 
zioni/,  9  non  passa  alcuna  relazione  della  forma  9  =  F(#,/). 

Supponiamo  ora  che  i  valori  x0  }y0 ,  {0  di  x  ,y ,  %  soddisfacciano 
le  equazioni  (1),  cioè  che  sia 

A*o  iJo  j  &)  =  °>         <K*o  >^o  ,  io)  =  0, 

e,  restando  férme  in  un  intorno  del  punto  P,  (#0  ,^0 ,  ^0),  le  condi- 
zioni già  poste  per  le  funzioni  f(x  ,y ,  {),  y(x  ,y ,  {),  aggiungiamo  le 
altre  che  A  non  cambi  segno  in  tale  intorno  e  che  la  f  (x  ,y ,  {)  sia 
in  esso  assolutamente  continua  rispetto  alle  variabili  x}{. 

Intanto,  perciò  che  abbiamo  dimostrato  al  N.  93,  la  f(x  }y ,  {)  =r  0 
definisce,  in  un  certo  campo  cui  appartiene  il  punto  (xQ  yy0\  una  fun- 
zione {  =  <|/(* ,y)  che  per  x  =  xQ,y  =y0  diviene  {0,  {0  =  +(*0 ,^0),  e 
che  ammette  derivata  parziale  rispetto  ad  y  data  dalla  formola 

Supponiamo  ora  che  la  $  che  comparisce  nella  y{x  ,y  ,  $  —  0  sia 
questa  funzione  i  =  ty(x  ,y\  cosichè  la  <p(x  ,y ,  {)  si  riduca  alla  fun- 
zione, dalle  sole  x  ,y  ,  <p[x  ,y  ,  ty(x  ,y)]  =  ¥(x  ,y).  Avremo 

la  ¥(x  ,y)  è  funzione  continua  rispetto  ad  x  nelP  intorno  di  P,  perchè 
è  assolutamente  continua  rispetto  ad  x ,  {  la  <p(x  ,y ,  {)  ed  è  continua 
la  +(*}.?);  inoltre  la  F(#,^)  ammette  derivata  rispetto  a  ^,  data  dalla 

3F  _  39  ^_  39  3+  _    ,  ,   /  y  _        A 

e  questa  derivata  è  in   un   intorno  di  P  sempre   dello   stesso  sego  , 
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perchè  tale  si  è  supposto  il  determinante  A,  e  la  f\,  essendo  continua 
e  diversa  da  zero  in  P,  si  manterrà  dello  stesso  segno  in  un  intorno 
di  P. 

In  seguito  a  ciò,  la  ¥(x  ,y)  =  0  definisce,  in  un  certo  intorno  di 
xw  una  funzione  y  =y(x)ì  che  per  x  =  x0  diviene  y0  =y(x0). 

Supponiamo  ora  che  la  y  che  comparisce  nella  {  =  ^x  ,y)  sia 
appunto  questa  funzione  di  x\  allora  la  ^  diventerà  {  =  ty[x  ,y(x)\  =  {(#), 
che  per  x  =  *0  prende  il  valore  {0,  perchè  +[*0  ,X*0)]  =  +(*<>  j^o)  —  *o- 

Mediante  le  due  equazioni  (1)  rimangono  dunque  definite  com- 
pletamente, in  un  certo  intervallo  cui  appartiene  il  valore  #0,  due  fun- 
zioni y  -=zy{pe\  {  =  {(#),  univalenti  continue. 

Se  ora  aggiungiamo  la  condizione  che  esistano  e  siano  finite  nel 
punto  P  le  derivate  parziali  f„ ,  9'^,  allora  le  funzioni  y  =  y(x), 
{  =  (#)  ammettono  derivata  per  x=zx0.  Infatti   allora  la  %  =  ty(xìy) 

di  far 

ammette  in  P  la  derivata  ■—  = £- ,  ed  abbiamo 

3*  /? 


3F         '.'I'        ~>  »    f*         9*  fi —  9r/' 


? 


dx  /{  J  1 

e  quindi  ancora,  nel  punto  P, 

ÈL  =  -  Ll  =  ^/t-t'iA  . 

dx  F'y  A 

Abbiamo  inoltre,  nel  punto  P, 

■&-==+'++'&=-77"7i a "" a * 

Da  quanto  precede  possiamo  concludere  il  teorema: 
Le  f(x  ,  y  ,  z),  <p(x  ,  y  ,  z)  s/tf«0  funzioni  univalenti,  la  prima  as- 
solutamente continua  rispetto  alle  variabili  x  ,  y,  la  seconda    rispetto 
alle  tc  ,  z,  in  un  intorno  e  <fe/  punto  P,  (x0  ,  y0  z0),  £  5*a 

f(*o  1  >'« ,  z0)  =  0,        <p(x0 ,  y0 ,  z0)  =  0. 

NelF  intorno  e  siano  finite  le  derivate  f'v  ,  9^  ,  f  \- ,  9^  *  s/a  sempre 
dello  stesso  segno  il  determinante  Jacobiano  A  =  f'y  9t  —  f\  9  y,  e  sia 
diversa  da  ^ero  e  continua  la  (\.  Esistano  e  siano  finite  in  P  le  {'„  ,  9'*. 

Allora  esiste  un  intervallo,  cui  appartiene  il  punto  x0,  per  tutti 
i  punti  x  del  quale  le  equazioni 

f(x,y,z)  =  (),        9(x,y,z)  =  0 

11 


i&.  ■»■ 


■*. 
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definiscono  due  funzioni  univalenti  continue  y  =  y(x),  z  =  z(x),  chi 
per  x  =  x0  hanno  i  valori  y0  ,  z0>  £  cfo  ammettono,  nel  punto  x0,  A? 
derivate  y'(x0),  z'(x0)  <foA?  <fo/&  formole 


y(xo)= x — 


A*o)  = 


*  *■  9 y  —  *  y  9- 


intendendo,  nei  secondi  membri ',  le   derivate  parziali  prese  nel  punto 
(xo>yo>zo),  cioè  con  9'.r  intendendo  ^JxQ  ,y0,  z0)r... 

Se  in  tutti  i  punti  di  e  esistono  e  sono  finite  le  f  ^ ,  9'^,  allora 
le  y  =y(x),  %  =  i(x)  ammettono  derivata  in  ogni  punto  dell'  inter- 
vallo nel  quale  sono  definite,  e  queste  derivate  sono 


(2) 


y(x)  =  Mj^ih 


*(*)  = 


f\r  9'y  —  /'y  9', 


96.  Quando  poi  si  sappia  che  le  equazioni 


0) 


/(*>.?  >*)  =  0|        9(*,J,0=0 


definiscono  completamente  le  due  funzioni  univalenti  y ,  {  di  x  in  un 
certo  intervallo  e  che  queste  ammettono  le  derivate,  per  calcolare  queste 
ultime  possiamo  procedere  anche  nel  modo  seguente. 

Si  derivino  le  (1)  rapporto  ad  #,  considerando  in  esse  le^,{ 
come  quelle  funzioni  di  x  che  sono  appunto  definite  da  esse. 

Allora  le 

[  }  3*       djy   dx  +  di    dx         '  d*       dy   dx       di    dx         ' 

dy        dz 
che  così  si  ottengono,  risolute  rapporto  a  -J-  ,   -j*-,  ci  danno  i    va- 

dx        dx 

lori  di  queste  derivate  e  si   ritrovano  così  le  formole  (2)  del  numero 

precedente. 

Si  osservi  anche  come,  scrivendo  che  i  differenziali  totali  dfydq> 

delle  /,9  sono  zero  pei  valori  di  x  ,y ,  {  che  noi  consideriamo,  si  ha 

J      dx     +  dy  J     d{   *      '  3*         ar         3t 

dalle  quali,  dividendo  per  Ar,  si  ottengono  le  (2). 


fc 
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Esempi. 


1)  Siano  le  equazioni 

jrj+/+{t-rt,        A*  +  By  +  C{  +  D  =  0 

e  siano  A,  B,  C,  D  tali  che  per  un  qualche  valore  di  x  esse  siano 
soddisfatte  da  un  valore  reale  di  y  e  da  un  valore  reale  di  {. 
Posto 

abbiamo  A  =  2(Cy  —  B{),  che  supporremo  diverso  da  zero  per  quei  va- 
lori di  y  e  {. 

Sono  allora  soddisfatte  tutte  le  condizioni  sufficienti  per  poter 
applicare  le  regole  date,  e  le  equazioni  (2)  essendo  ora 


dy  dz 


A+Bi+C£=°> 


ricaviamo  da  esse 

dy 
dx 


A{  —  Cx 
Q-B?' 


d{  Bx  —  Ay 

dx        Cy  —  B^ 


e  queste  sono  le  derivate  delle  funzioni  y  e  ^  di  x,  in   certo  inter- 
vallo, definite  dalle  (a). 
2)  Siano  le  equazioni 


0) 


i  sen  x  4-  seny  +  sen  {  =  1, 
(  cos  #  +  cosy  +  cos  {  =  1, 


le  quali,  per  x  =  0,  sono  verificate  da 


J  =  -o+! 


L' Jacobiano  A  = 


3' 

cos^ 
-  -  sen^y 


^      "5"       IT 


COS{ 

—  sen{ 


=  sen0>  —  {), 


che  è  uguale  a  sen  ^-  =  -^ —  per  quei  valori  di>>  e  {,  si  manterrà 


','\  » 


104 


/       n       iz      iz       re  \ 
sempre  positivo  in  un  certo  intorno  del  punto  I  0,  — -  -f  -r-  ,  -z I , 

\  m*  Ó  &  ti      I 

essendo  funzione  continua. 

Sono  inoltre,  come  si  vede  immediatamente,  soddisfatte  le  altre 
condizioni  sufficienti  per  applicare  le  formole  (2),  che  divengono  ora 


dy  dz  dy 

cos  x  +  cos y  -^ — h  cos  z  -~  =  0.  —  sen  x  —  sen  y  -f- 

dx  dx  dx 


ài       . 
sen  z  —i-  =  0, 

x  dx 


dalle  quali  ricaviamo 
(r)  ÈL  -  sen  (t 


-*) 


dx 


sen  (y  —  z)  ' 


d\  sen  (a: — y) 

dx        sen  (y  —  z)  ' 


e  queste  sono  le  derivate  di  quelle  funzioni  y  e  {  di  x  in  un  certo 
intorno  del  punto  zero,  che  per  x  ==  0  sono  uguali  a  —  +  —  e  a 

IT  TC 

-— —  e  che  sono  definite  dalle  equazioni  (£). 

&  ó 

Lasciamo  poi  allo  studioso  il  verificare  come  le  y  e  {  possano 
ottenersi  in  forma  esplicita,  ricavandosi  dalle  0) 

1  — sen* 


y  —  i  =  are  cos  I  — (sen  x  -f  cos  x)  I ,    y  +  {  =  2  are  tg 


COS* 


e  da  queste 


1  —  sen  x        1 

y  —  are  tg  — h  — -  are  cos 

J  c   1  —  cos*        2 


[t-< 


sen  x  +  cos  *) 


1  — sen  x        1  ri,  v-i 

/  =  are  tg  — —  are  cos  I  — (sen  x   »  cos  x)  I , 

x  e    1-cos^        2  L2        v  'J' 


1 


che  sono  reali  pei  valori  di  x  pei  quali    — (sen*  4-  cos*)  ^  1, 

I /w 

cioè  pei  valori  di  x  appartenenti  agli  intervalli 


(- 


are  cos 


-1+V7    .„, -1-^+8|.) 


+  2£ir,    are  cos 


dove  £  è  zero  o  un  intero  qualunque. 

Negli  estremi  degli  intervalli,  il  A  è  ^ero.  Le  equazioni  (?)  d  * 
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finiscono  le  funzioni  y  e  ^,  le  cui  derivate  sono  le  (t),  in  tutti  questi 
intervalli.  Nei  rimanenti  intervalli  le  y  e  \  non  sono  reali. 

97.  Dimostriamo  ora  il  teorema  generale: 

Considerando  le  xx ,  x2  . . .  xw  ,  yì ,  y2  , . . .  ym  come  variabili  indi- 
pendenti siano  le 


0) 


m(X1  )  x*  •  •  •  Xn  »  vl  j  72  }  •  •  •  >rm) 
1«(X1  7  X«  •  •  •  Xn  j  >T1  >  >r«  j  •  •  •  Ym) 


\  im(Xj ,  x2 . . .  xw  ,  y2  ,  y2 , . . .  ym) 

funzioni  univa  lenti  di  esse  in  un  certo  campo  ad  n  -+.  m  dimensioni 
cui  appartenga  il  punto  (x^ ,  x2° , . . .  xn°  ,  y^  ,  y2°  , . . .  Vm°),  che  chia- 
meremo P.  e  sia 


< 

( 


f  (\   °     V  °               Y    °     V  °     V  °               v    °ì  —  O 
■lVXl     >  X2     ,  -  .  .  An     j^rj     .  }2     ,...>m/  1' 


*m(xl     ?  x«    j .  .  .  Xn    9  Yi     j  y%    , .  . .  ym  ) 0. 


Esista  un  intorno  e  *W  punto  P  /tfr  /i///#  i  punti  del  quale  le 
funzioni  Fr(xì ,  x2 . . .  xn  ,  y, ,  y2  . . .  ym)  ammettano  le  derivate  parziali 
continue 


3fr  3fr  3fr  3fr  3t 


3x!   '   3x2  "  3x„   '    3yx   '   3y 


, . . . 


3fr 
3Vm  ' 


i   • 


e  sia  diverso  da  {ero  nel  punto  P  /'  Jacobiano  delle  fr  rapporto  alle  y 

A=       3f,  3fi  3fL 

3>*i  3y2  '  "  '  3ym 

dU_  _3fL        3^. 

3>ri  3y2  "  "  *  3y>»  ; 


3*m         3*m  3f»?'    ;» 

ì     3>*i     3y2  -  "  "  3y». 

De  :o  che   allora  esiste   relativamente  alle  variabili  x, ,  x2  , . . .  x„  un 
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certo  campo,  cui  appartiene  il  punto  (x^  ,  x2°  , . .  x*),per  tuffi  i  punti 
del  quale  le  equazioni 

I  f,(xj ,  x,  . . .  xn  ,  yx ,  y2 . . .  ym)  =  0 

/  fs(xi  >  x«  •  •  •  xn  j  Yi  t  y2  •  •  •  y»0  =  0 

(2) 


V  fm(xi  ,  x8  . . .  xn  ,  yx  ,  y2 . . .  ym)  =  0 
definiscono  m  funzioni  univalenti  continue 

Yi  =  yi(xi ,  xc  . . .  xtt) 

]  y2~  y«(xi  ?  x2  •  •  • x»») 

(3) 


yrm  Vm(xl  j  x2  •  •  x«) 


che  ammettono  le  derivate  parziali  finite  rapporto  alle  xx ,  x2  . . .  xm  e 
che  per  xx  =  x^  ,  x2  =  x2° , . . .  x«  =  xn°  sono  uguali  a  yx°  ,  y2° , . .  y»°  (*). 
Infatti,  cominciamo  dall'  osservare  che  il  teorema  è  stato  già  di- 
mostrato pel  caso  di  m  =  l  ai  nn.  80,  93,  perchè  nel  caso  di  una  sola 

equazione  fi{xx ,  xt . . .  x„  ^yY)  =  0  il  A  si  riduce  a  -—  ecc. 

Per  dimostrare  quindi  la  nostra  proposizione  basterà  far  vedere 
che  se  essa  si  suppone  vera  quando  le  equazioni  (2)  sono  in  numero 
di  m  —  1,  è  vera  anche  quando  sono  m. 

Ora,  poiché  A  è  diverso  da  {ero  nel  punto  P,  uno  almeno  degli 
elementi  di  una  linea   o  di  una  colonna  qualunque  sarà  diverso  da 

dfn_ 

dy™ 

Allora  la  fm{xl ,  xt , . .  xn  ,yY  *yt , .  .ym)  =  0  definisce  in  un  certo 
intorno  cx  del  punto  (*j° ,  #2° , . . .  xnù  ,yx*  ,^2° , . .  .jPn^-x)  una  funzione 
univalente^m =?(^i ,  xt ,.. xn  ,yx  ,^2  y.ym—i)  che  per  xx  =xL° ,  ..*»=jf»0, 


zero.  Mettiamo  sia  diverso  da  zero 


(l)  Modificando  leggermente  la  dimostrazione  del  teorema,  potrebbero  su  - 
porsi  delle  condizioni  alquanto  meno  restrittive,  come  quelle  dei  teoremi  prec  - 
denti,  ma  l'enunciato  sarebbe  più  complicato,  e  perciò  abbiamo  preferito  lasciar  > 
nella  forma  attuale. 


/F/i'vVi^/m  diviene  ,fmu=?(V 
echeammette  le  derivate  parziali  continue  -— 
date  dalle  forinole 


"  3**   '  djt    '  djt  '"  3>— 1 


3*»        3?    3ar, 

3/-  j_  3/-    3» 


.3/. 
'  3». 


3/.  3.*.. 
a*.  3*.  ' 

3/»  air. 


=  0,(s  =  l,2, 

=  0,(r=l,2,.. 


Sostituendo 

per  j„ 

questa 

unzione  9 

nelle 

prime 

«- 

1 

delle 

funzioni  (1), 

queste  diventano 

m  — 

funzioni  1 

11  Fi, 

..F. 

-1 

delle 

*,,*,,..  .X 

.,7. 

«Jt  ■■ 

>•-  ìt 

Fi<», 

*,...* 

*■?, 

>%■■■ 

>v_i) 

= 

/-t*.  , 

*t- 

»->^i 

}i  ■  ■}. 

-n^,,*. 

.*■„ 

/1 1/1  • 

■/- 

,)], 

che  ammettono  nell1  intorno  e 

le  derivate 

continue 

Hi 
3». 

a». 

39    _ 

3*. 

V 

3j>. 

3*.  ' 

(s  =  l 

2,... 

»), 

3> 

3» 

3? 
3* 

Vi 

a* 

a*. 

,(<•  = 

,2,. 

» 

-n 

Inoltre  nel  punto  (ar, 
biano  rispetto  alle  y 


,u . . .  x„"  ,jv,n  ,/j" . .  ,/b-^  il  loro  Jaco- 


3F,  3F, 

1>~,  3j,  ' 

ZF±  3F, 

3/t  3/."  ' 


3F, 

'  3j>_ 
3F, 


3F--,  3F„-,- 
3/i       3.»i 


3F-- 
'  3>- 


1(58 

meritando  una  nota  proprietà  dei  determinanti,  possiamo  scrivere 


Ai=4 

CJ  hi 


a/i 

dyt 


-  + 


d/ì       dj>,., 


dy».      dj>\ 


a/i   _,_  a/,    a y 


w 


3/> 


3>«~1  dj>n      3^m-i         3/« 


■  3/™-  - 1  ,  cjm  i   cjy»ì 


0 


g/>" — 1  2/m-    i       C7W»  (J/w — i 

3^-i       3>i    37«-i  '    3/* 


o 


3/„ 

3>» 


ovvero,  avuto  riguardo  alle  (4), 


Ai  =  W7- 


1 

a/i    ,   a/. 

3^1 

3/.     , 

3>'m-l 

a/i 

37»< 

37- 
3>>-i  ' 

3/i 

ÌÙL 

dy». 

3^1         r      3/m 

3/« 

3/»»—  i   .   3/».— i 
d}\         dy>„ 

Ojhl          f           CJht 

3>. 
3-Ti 

3>« 
3/i 

3/"'   i    , 

'""a>.  , 
a/.«    , 

j  •  •  •  _              i 

3/m-    ] 

dy><> 
3/- 

3^m 

3>'»«-i 
37». 

3/m— 1 

3/» 

"  a/- 

i 

a/.' 

dyt        dy„, 

-A. 

37- 

3/>» 
Segue  da  tutto  ciò  che  le  m  —  1  equazioni 

F1=(),     F2=0,...Fw_1=:0 

definiscono,  in  un  certo  intorno  e  del    punto  (x^  ,  #?°  , . . .  a*„°),  m  —  1 
funzioni  yx  ,^>'2 , . .  .>'»«.  !  uni  valenti  di  xx  9xt. .  ,xn 

}\  — 7i  \xi  >  xt  ■  •  •  x"h 
)\  z=  y%\x\  ?  *2  •  •  •  *"«)> 


}\,*  -  1  — 7"'—  i(*i  )  ^s  r  •  ■  ■*«)> 


che  ammettono    le    derivate    parziali    continue,    e    che  per  xY  •=.  >  '\ 


j 
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xt  =  xj , . . .  xn  =  xn°  divengono  yx°  ,yt° , . .  .y°m— v  giacché  le  equa- 
zioni Fi  =  0  sono  soddisfatte  da  xx° ,  xs°  , . . .  xn°  ,y*  ,y£  , .  ./*t»—v  es- 
sendo 

riv*i   »  *2  7 . . .  x„  7yx  ,y2  . .  .y  ,«— T) 

==/'f*I    >  *2°  )  •  •  •  •  *n°  ,/x°  ,^2°  .  .  .y  m—i  ?  <P(*i     ?  *2°  >  •  •  •  *»     )}\    ?  •  'J  m— l)j 

=/'(*i° ,  *i° ,  •  •  •  *«°  ,*° ,  V  -  -  ■  A-i ,  V)  =  o. 

Supponendo  poi  che  nella  ym  =  <?(#T ,  xt , . . .  xn  7yx  ,y\  , . .  ,ym—x) 
le  yx  ,yt , .  ,^m_  T  siano  queste  funzioni  ora  determinate,  la  ym  diviene 

yM  — y^A^x  j  *2  •  •  •  •  *n/ 

che  per  xx  —  #/',  . . .  #„  =  #„°  è  uguale  a  ^m°,  e  che  ammette  le  de- 
rivate parziali  continue  nell'intorno  e. 

Dunque  in  un  certo  campo  e  cui  appartiene  il  punto  (*i°,  *2° ,..  xn°) 
le  equazioni  (2)  definiscono  m  funzioni  (3)  uni  vai  enti  etc. 

98.  Nel  fare  la  precedente  dimostrazione  si  sarebbero  potute  ri- 
cavare le  derivate  delle  y  rapporto  alle  x.  Ma  possiamo  più  spedita- 
mente determinarle  nel  modo  seguente. 

Ammesse  le  condizioni  dell'enunciato  del  precedente  teorema, 
derivando  rispetto  ad  xx  le  (2)  del  n.  precedente,  avendo  riguardo 
che^  sono  quelle  funzioni  delle  x  che  esse  definiscono,  si  ottiene 

/  ?4 +  §£.§£  +  2A  ar«  +       +_2A_^.  =  o  % 

2*i      dyx  3*,      c\>'«  3*i      "  '       dj'm  3*i         ' 

\ìh.  pillili  ^^iìli+     +  A4.  Pr  —0 

(1)  <  3*i     dj?i  3*i     dy*  3*t     "  "      dy>»  3*T        ' 


A4  1  94l  ^j  +  ìlm  ìli  ,       +  24l  ?■?«.  =  0 
-.5*1       3>,  2*1      5/2  3*i     '"     3a>   3*t        ' 

dalle  quali,  poiché  A  è  diverso  da  zero,   si    possono   ricavare   i   va- 
lori di 

3.Ti      3^2  dj>>» 


2*i  '    3*i  '"  '   3*i 
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Allo  stesso  modo  le  derivate  delle  y  rapporto  ad  x  si  otterreb- 
bero derivando  le  (2)  n.  97  rapporto  ad  xt  etc. 

Osserviamo  in  line  che  valgono  |anche  qui  considerazioni  ana- 
loghe a  quelle  fatte  nel  n.  92. 


Esempi. 

1)  Siano  le  equazioni 

(a)  x+y  +  z+v  =  <*,        x*  +  y*  +  {*  +  «*  =  ** 

(caso  m  =  2,  n  =  2  del  caso  generale). 


a  _  A/ 2**  —  a% 
Ad  x  =  0,^  =  0  corrispondono  per  {  ,  u  i  valori ^— 


che  sono  reali  e  diversi  da  zero  se,  come  supponiamo, 

è  2£*  >  a*. 
Posto 

/i(*j-?>?> «)=*+.? +  ?+«-- *,    /t(*^jti")  =  **  +/  +  {*  +  «*  —  **, 

le  derivate  parziali  delle  /t  ,/2  sono  continue  per  tutti  i  valori  delle 
variabili.  Inoltre  il  A  è  uguale  a  2(«  —  {),  che  è  diverso  da  zero  nel 
punto  (0 , 0). 

0   Dunque,  poiché  le  — -  =  1,  -ip- =  1  sono  sempre  diverse  da  zero, 

le  equazioni  (*)  definiscono  in  qualunque  intorno  del  punto  [(0,0) 
(nel  piano  delle  x  ,^>),  cui  non  appartenga  alcun  punto  in  cui  A  è  zero, 
due  funzioni  univalenti  {ed  u  di  x  ,y  che  per  x  =  0,  y  =  0   hanno 

a  +  \/ob*  —  a1       a  —  V-2b*  —  a* 
i  valori , — -        —  e  che  ammettono  le  deri- 


vate  parziali,  che  ricaveremo   dalle  equazioni   ottenute  derivando  le 
(ot)  rapporto  ad  x  e  ad  y 


a; 

_?  —  " 

»— i 

df 

_  i—  ■> 

dj 

»  —  ! 

=  i< 

,»■+/  + 

<•+«■ 

=  36, 

soddisfatte 

per  *  = 

:fl   da 

le  quali  ci  danno 

\  3*        «-{  '  \ 

2)  Le  equazioni 

$)  x  +y  + 1  +  u=Q,  x*  +j*  +  ?  +  u* 

(caso  i»— 3,  «  =  1  del  caso  generale)  s 

Le  derivate  parziali  dei  primi  membri  sono  continue  per  tutti  i 
valori  finiti  delle  variabili  e  il  Jacobiano 

A  =  c>     1        1        1  I  =afc— jH«-j)(«-tì 

y      i     « 
/     i*     «s  j 

è  diverso  da  zero  nel  punto  *  =s  0. 

Dunque  in  un  certo  intorno  del  punto  \ero  (sulla  retta  che  rap- 
presenta i  valori  x)  che  non  contenga  punti  pei  quali  à  è  zero,  cioè 
pei  quali  due  almeno  delle  y,  i,  u  siano  uguali,  le  equazioni  (0)  de- 
finiscono tre  funzioni/,  {,  u  uni  vai  enti  di  *  che  per  #  —  0  prendono 
i  valori  1,  2,  3  e  che  ammettono  le  derivate  che  si  ricavano  dalle 


dy  dz  du 

„        .  dy  ,  dz  ,  du 

cioè  le  derivate 

»  _  fi-*)  (»-») 
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di  (x  — y)  (w  —  x) 

dx  ~        {i  —y)  (u  —  0   ' 

du  _        (x  -y)  (x  -^  0 


dx  (u  —y)  (u  —  i)  ' 

3)  Essendo  xì ,  xt , . .  xn  variabili  indipendenti  si  abbiano  le  equa- 
zioni 

cos^'x  ~  xx 
ser\yx  cosjy2  =  x2 
sen  rx  sen^  »  cosjv3  =  x3  )  (y) 


sen^T  sen^  ....  senjy„_x  cos^w  =xn  / 


le  quali  per  xl=xi  =  ..  =  xn  =  0   sono  soddisfatte   da  yx  =y*  = . . 

=  *.= 


L' Jacobiano 

—  sen^x  0  0 0 

cos^x  cos^2 ,        —  sen^j  sen  v2 ,  0 0 

cos^I  sen^2  cos^3 ,  sen^x  cos^4  cos^3,  —  sen^T  sen^  senj>3  .  .  0 


cos^'x  sen^2  • . .  cos>'„  , —  sen/x  sen^2  . . .  senyn 

=  ( —  l)n  senn^x  sen"— ly2  senn— *y3 . . .  sen2^„_x  senyn 

è  uguale  a  ( —  l)n  per  quei  valori  delle  v  ;  le  altre  condizioni  rela- 
tivamente alle  derivate  sono  evidentemente  soddisfatte. 

Esiste  dunque  un  intorno  del   punto  (0,0,0, 0)   per  tutti  i 

punti  del  quale  le  (y)  definiscono  le  funzioni  univalenti  continue  y 
delle  x,  le  quali  ammettono  le  derivate  parziali. 

Per  calcolare  le  derivate  rapporto  alla  xx  deriviamo  le  (t)  ra  - 
porto  ad  #T;  avremo  così 
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—  senyl-^±  =  1, 

3*! 

2*  3>*  A 

cos  yf  cos  y»  -^  —  sen  y,  sen  y*  -   —  =0, 

d*i  3*T 

co§y,  sen^s  cosy3  ~=^-  +  sen^y,  cosjk2  cos^8  —  —  senyt  seny2  seny3  —  =:(), 

C#i  C*i  C*i 


dalle  quali,  sostituendo  in  ciascuna  equazione  i  valori  delle  incognite 
determinati  dalle  precedenti  equazioni,  otteniamo 

iyi  __  1  3^8  _        COSJ^  COS^g     3^3  __  cos^8  COS^g 

3xj  sen^t  '  3#T  sen^T  seny2  '  3*T  sen^yx  sen2^y2  sen^y3  '"* 

dyr  __  cos^t  cos^r 


3*,  sen2^  sen*^2 ....  sen2^'r— T  sen^y,. 

Analogamente,  derivando  le  (t)  rapporto  ad  x%  otteniamo   delle 
equazioni,  dalle  quali  ricaviamo 


cos^y,  cos^3 


2^__0  dj>t  =  >    I  dy1  = 

3*«  '  3*2  sen^j  sen y*  '   9#t  sen^l  sen2^  sen^3   ' 

£y4 cos^j  cos^4 

3*2  sen^j  sen^2  sen2/3  senjr4  '  "  " 

d}'r  cosyt  cos yr 


3*2  senyl  sen2^y2  sen?^3 . . .  sen^y*— ,  sen^r 

Ed  analogamente  ancora 


3*3  3*3  3*3  sen^x  sen^y*  sen^3  ' 

3^4 cos^3  cos^y4 

3*3  sen  yx  sen^y2  sen2^y3  sen^  '  "  "  * 

dy>- cos_y3  cos^y,. 

3#3  sen^l  sen yt  sen2/3  sen2^4 . . .  sen2^r_l  sen^vr 

e  (osi  di  seguito. 
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Così  che  possiamo  scrivere  le  forinole  generali 


'^ 


^=0ser<5,  &=; 1 , 

2xs  dxr  senyx  sen^, . . .  sen^r 

tyr  = cosy  s  cos> ser>s. 

$xs  sen  yx  sen^* . . .  sen^5— T  sen2^*  sen2^.f  x . ..  sen^r— t  senjv 


Esercizi. 


1.  y  =  1  +  #<tf. 

3/ 
Ad  #  =  0  corrisponde  y  =  1 ,  (#  =  0  ,jy  =  1),  e  la  —  non  è  zero 

dy 

df       df 
per  questi  valori  di  x  e  y.   Le  —  ,  —  sono   continue    per  tutti  i 

valori  finiti  di  x  ,y,  e  i  valori  di  #  ,^  soddisfacenti  la  equazione  pro- 

df  ,  1 

-r-  sono  solo  #  =  - 

dy  e 


posta  e  che  annullano  la  -^-  sono  solo  x  =  —  ,  y  =  2.    Quindi  la 


equazione  definisce  la^  in  un  intervallo  ( —  oo ,  a),  a  <  -j,  e  la  derivata 


**; 


<&         2  —  y 

2.    ,ylog*  +  ttr-l=0;  (^=1^  =  0),  ^  =  -^l0g^71)"T1|r 

'         n   ax      x[(l  — y)  log  x  4- 1] 


3         e-_.#„  — _^    „— A\    _^_      ^Vjg  —  / 


y      /         3a  a\    dy 

'  *     V        2*  "       2  /  '  dx      Mx 


x{x  +  V**  — /) 


4.     are  sen  #  -f  are  sen y  =  a:  (x  =  0  , y  =  sen  a\  -p-  =  — 

<**  Vi  —  «* 


dx  \/l  -  x* 

6.  x^ylogy,  (x=. 0,^=1);  intervallo  ( ,x  \  ,   gli  estremi 

esclusi  :   -£-  ==  - — . 

dx        1  -f  log^ 
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7.  x  sen/  —  cosy  +  cos  2/  =  0  ; 

Per  x  qualunque,  la  equazione  è  soddisfatta  da  y  =  0.  Oltre  a 
questa  funzione  abbiamo  quella  che  per  #  =  0  è  uguale  a  — -  e  la 
cui  derivata  è 

dy  sen2/ 


dx         sen/  sen  2y  +  cos/  —  1 
8.  y  sen  #  —  cos(tf  — y)  —  0  ; 

/fr=0  „=:±:*\    »  =  *    zy*™y+f 

\v  '^  2  /  '    dx         1  —  cos/  —  y  sen/  ' 

».  *y  4-  ax*  e-y  —  3bx  =  0  (b%  ^  a)  ; 

)*/y         1 
,  -j-  m  —  ;  se  ne  deduce  che 
dx        x 


10.    cos  x  cosy  —  sen  x  sen y\/\  —  k*  sen2  fi  =  cos  fi,  (fi  costante,  |  k  |  <  1) 


</y             \/l  —  t*  sen2/ 
(*=0,/  =  fi), J    = __1. 

•«  Yl-y&2sen2* 

Per  arrivare  a  questa  formola  da  quella  che  primieramente  si  ot- 
tiene si  osservi  che 

(sen  x  cosy  4-  cos  x  sen/\/l  —  k*  sen2  |i) 

4-(cos#  cos/-sen#seny\/ì  -£2  sen2  fi)  =  cos2/  4-  (1  -k* sen2 fi) sen2/, 

(cos  x  sen/  4-  sen  x  cos/\/l  —  k2  sen2  fi  ) 
4-  (cos  x  cosy  -  sen  x  seny\/\  -  k*  sen2  fi)*=  cos2  x  -f  (1  -  k*  sen2  fi)sen2  x. 
IL  ax3  +  bf  4-  e?  4-  [texy{  4-  £  =  0  ; 


tf#2 

,{2 

4-  cyi 
4-  **v 

=  — 

b? 

+  ex{ 
4-  exy 

V           * 

.  •  - 

*) 


.  _  4/f+f  +  ;'-■»)     Ji  _  _  -**'  +/  +  i 

!(*'  +/  +  {'  -  e)  '      &  ;(»'+/  +  !'  —  «) 


^^ì+a:,-!-.. 


1  punto  pel   quale   *,+*,  +  .... 
)ga,*i=fl,.,,*,=0,  corrisponde  j  —  1  ; 

_3{  _  _3L  __       _  K  -      *f2  - 1") 
3*,       3*,       "  '      a*„        ;"  +  2«  —  2 


2e*i+*t+  ■■+*■, 

logu,  per  esempio: 


s" 


is  _?  sen  {  =  \/ 2, 


f  2  cos  x  —  sen^v  cos  {  =  V^i 

(-=7i/=o,t=o) 

^  __  _  gVg  cos  (/  +  fj  +  sen  2{  cos  2/ 
1     rf*  cos  2ji  +  cos  2{ 

J     d{  2\/2  cos  (v  -j-  {)  +  sen  2^  cos  2$ 

Sx  cos  2^  +  cos  2{ 

2  funzioni  y  e  {  si  possono  ottenere  in  forma  esplicita: 

f y ~  T arc sen  [2V 2)cos  (*  —  7)  —  !{] 

+  ±«-|W*«.(.+  i)], 
l,=  ìare«n[8V2Jco,(«-|)-l(] 

^  —  —  are  sen    2Y  2  cos  I  a:  +  —  1     . 


(2»>m')i 

|v_0.     »*v»— -»1  .    »+vs«-»n 

V     "•'           s»        ,f           a        j 

dx        b(£{  —  by)  '         dx        cfa  —  by) 

1?. 

/*,  =  l°g.», 

1   Xt  =  fi  logJ; 

<  *,  =  e"i+»t  log.v, 

\  *„=«*i+Jr+-+»i.-ilog^B; 

<>,  =  *,  =r ...  —  *„  =0  ;/,  —fi  — . ..  =ya  =  1) 

i11'- 

=  ft  i  -gp  =  —Mt  log/i, 

p. 

-_ir   u_lsio-  u  /l  _  u_  lr\o-  iuVI  —  v_  Ino-  u_ì       M  -  i*         Incr  v        \   * 

,    ^     =-»+,«  i  ■>l+»l4-^r_l,,,>l, 

I  £"-  —  —  AM~*»+»«-  ■■  ■+"*-.ii  log^l  —  A^ ,  log^-t-,)- 
'  (1  — >_,  log/^ ,),  s  >  1  ,  r  >  s  +  1. 

18.  Si  dimostri  che,  nel!'  intorno  di  un  punto  nel  quale  le  equazioni 


?: 


L>-*»)r      , , ,,  -.'-tW 
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definiscono  {    e  u   come    funzioni    di   x  ,y. 

31  3{ 

3*  Zy      *" 

(Mediante  la  seconda  equazione  sì  elimi 
si  derivi  rapporto  ad  x  e  ad  y  tenendo  pre 
di*,.,). 
19.  Dimostrare  che,  se  si  hanno  le  equazi< 
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1Y.  Derivate  e  differenziali  di  ordine  superiore  al  primo 


Derivate  e  differenziali  di  ordine  superiore  delle  funzioni 
esplicite  di  una  variabile  indipendente. 

99.  Supponiamo  che  per  tutti  i  punti  d'un  intorno  e  del  punto 
x  la  funzione  y  =/(#)  ammetta  derivata  finita  y  =zf'(x).  Questa  sarà 
così  una  funzione  univalente  finita  in  questo  intorno.  Si  consideri  il 
limite,  per  &x  convergente  a  zero,  del  rapporto 

.  /■(*  +  **)  -/'(«> 

'  A*  ' 

• 

dove  a  fax  si  danno  valori  positivi  e  negativi,  ma  tali  che  il  punto 
x+  \x  appartenga  all'intorno  e.  Questo  limite,  quando  esiste,  è  la 
derivata  di  f\x)  nel  punto  x.  Chiamando  derivata  prima  o  di  primo 
ordine  della  f{x)  la  /'(*)>  la  derivata  di  /'(#),  che  ora  abbiamo  de- 
finita, la  si  chiama  derivata  seconda  o  di  secondo  ordine  della  primi- 
tiva f(x)  e  la  si  indica  coi  simboli 

/  ,  /"(*)  ,  -g-  ,  ^  ,  D>  ,  D«/(*). 

Intanto  vediamo  subito  come,  per  la  esistenza  della  derivata  se- 
conda della  f(x)  in  un  punto  x  occorre  che  la  f(x)  ammetta  derivata 
prima  in  un  intorno  di  #,  e  che  la  espressione  (1)  abbia  un  limite 
determinato,  comunque  converga  a  zero  A*- 

Sia  ora  la  f(x)  data  in  un  intervallo  (a ,  b).  Se  x  è  un  punto 
interno  all'  intervallo,  per  la  esistenza  della  derivata  seconda  in  quel 
punto  occorre  che  la  f(x)  ammetta  derivata  prima  in  un  intorno  di 
x  ecc.  Se  x  è  uno  degli  estremi  dell'intervallo,  poniamo  sia  l'estremo 
inferiore  a,  allora  intanto  l' intorno  del  punto  a  sarà  un  intorno  alla 
destra  di  esso  ;  inoltre,  supposta  la  esistenza  della  derivata  prima  pei 
punti  di  questo  intorno,  con  f\a)9  derivata  di  f'(x)  nel  punto  a,  non 
si  può,  come  sappiamo,  intendere  altro  che  la   derivata  alla  destra; 


I  / 
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cosichè  saremo  condotti  a  chiamare  derivata  seconda  nel  punto  a 
della  f(xi  il  limite,  per  &a  convergente  a  zero,  del  rapporto 

f(a  +  A«)  _/(«) 
Ai» 

dove  A<*  è  sempre  positivo,  ed  f'(a  -f  A*)  è  la  derivata,  propriamente 
detta,  di  f(x)  nel  punto  a  ~\-  \a  ed  /'(a)  è  la  derivata  a  destra  nel 
punto  a  della  /(#).  Considerazioni  analoghe  valgono  per  l'estremo 
superiore  b.  E  vediamo  così  che  per  la  esistenza  della  derivata  se- 
conda in  un  estremo  dell'  intervallo,  in  cui  è  data  la  /(#),  è  neces- 
sario siano  verificate  le  stesse  condizioni  come  pei  punti  interni. 
Ricordando  adunque  che  l' intorno  di  un  estremo  è  da  una  sola  parte 
di  esso  e  quindi  il  A*  del  rapporto  (1)  potrà  solo  essere  positivo 
nell'  estremo  inferiore,  solo  negativo  nel  superiore,  e  che  la  derivata 
in  un  estremo  è  solo  derivata  a  destra  o  a  sinistra  possiamo  dire 
che:  se  la  f(x)  è  data  in  un  intervallo,  per  la  esistenza  della  de- 
rivata seconda  in  un  punto  qualunque  di  esso  occorre  che  esista  un 
intorno  di  questo  punto,  per  tutti  i  punti  del  quale  la  f(x)  ammetta 
derivata  finita,  e  che  esista  il  limite  del  rapporto  (1)  per  A*  conver- 
gente comunque  a  {ero. 

La  derivata  della  derivata  seconda  si  chiama  derivata  ter^a  o  di 
ter{0  ordine  della  primitiva  /(#),  e  si  intende,  senz'  altro,  quali  condi- 
zioni occorrano  per  la  sua  esistenza  in  un  punto  *,  e  come  valgano 
considerazioni  analoghe  alle  precedenti.  La  derivata  terza  si  indica 
coi  simboli 

/' .  /»  >  % ,  -£r  >  *>> ,  i>yw- 

E  così  seguitando  si  vede  come  abbiano  origine  le  derivate  degli 
ordini  superiori  o  derivate  successive  di  f(x). 

La  derivata  d' ordine  n  o  derivata  «csima  di  y  =/(#)  si  indica  coi 
simboli 

f' ,  /'»<*) ,  -% ,  *£?-  '  D"v  '  DH/{x)> 

e  per  la  sua  esistenza  nel  punto  x  occorre  che  in  un  intorno  del 
punto  x  la  f(x)  ammetta  derivata  (n  —  l)es:ma  finita  e  che  esista  il  li- 
mite, per  Ax  convergente  comunque  a  {ero,  del  rapporto 

f«"-,'(x  +  Ax)  —  f"-n(x) 
Ax  ' 
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E  si  intende  pure  come  per  calcolare  le  derivate  successive  d'una 
funzione  esplicita  y  =/(*)  bastino  le  regole  di  derivazione  già  date 
per  calcolare  la  derivata  prima. 

ioo.  Il  differenziale  del  differenziale  (primo  o  di  primo  ordine) 
dy=ft(x)dxJ  cioè 

à{dy)  =  d[f(x)  dx], 

che  si  indica  con  d*y  o  d*f(x\  chiamasi  differenziale  secondo  o  di  se- 
condo ordine]  il  differenziale  del  differenziale  secondo,  cioè  d(d*y) 
che  si  indica  con  (Py  o  d?f(x),  chiamasi  differenziale  ter\o  o  di  ter^o 
ordine  e  così  hanno  origine  i  differenziali  di  ordine  superiore  o  dif- 
ferenziali successivi 

d*y  ,  (Py,...  dny  , . . . 

Vediamo  anzitutto  quali  siano  i  differenziali  successivi  della  va- 
riabile indipendente  x.  Il  dx  è  un  aumento  arbitrario  A*  che  noi 
attribuiamo  alla  x.  Ora  si  può  e  giova  supporre  questo  aumento  lo 
stesso  per  tutti  i  valori  di  x  che  dovremo  considerare,  in  guisa  che 
ove  occorra  far  convergere  a  zero  il  \x  o  farlo  comunque  variare,  esso 
nei  suoi  diversi  stati  di  grandezza  sia  lo  stesso  per  tutti  i  nostri  valori  di 
xy  e  possa  quindi  considerarsi  come  costante  rispetto  a  #,  e  perciò  come 
costante  nella  derivazione  o  differenziazione  rapporto  alla  x.  Avremo 
perciò  d*x=d(dx)=:()ì  e  quindi  ancora  (Px  =  Q)  d4x~Qy..  dnx  =(),...-, 
cosichè  i  differenziali  di  ordine  superiore  della  variabile  indipendente 
sono  tutti  nulli, 

Ciò  posto  avremo  subito,  applicando  le  regole  di  differenziazione 
conosciute  e  supposto  che  la  f(x)  ammetta  derivata  seconda  finita 
nel  punto  x, 

d}y  =  d\f'(x)  dx\  =:  dx  df\x)  =f\x)dx\ 

avendo  indicato  con  dx%  il  quadrato  (dx)9  di  dx.  E  così  pure,  am- 
messa l'esistenza  della  derivata  terza  nel  punto  xy  avremo 

éPy  =  d(d*y)  =  dx*df"{x)  =/'>>  dx*, 

e  così  di  seguito,  ed  in  generale,  ammessa  la  esistenza  della  derivata 
n    ,ima  nel  punto  x, 

duy=zfn(x)  dxn, 
ir  adendo  con  dx*  la  potenza  wesima(<&)M  di  dx. 
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Dalla  quale  forinola  si  ricava 


dny 
~dx" 


la  quale  dice  qhe,  la  derivata  «esìma  di  ^  o  f(x)  è  il  rapporto  del 
differenziale  «esimo  jj  v  ana  potenza  ««ima  jei  jx^  cosichè  la  nota- 

dHy 
zione  —j—  potrà  considerarsi,  non  solo  come  un  simbolo  che  ci  rap- 
presenti la  derivata  «esima,  ma  altresì  come  un  vero  e  proprio  quo- 
ziente di  differenziali. 

101.  Vedemmo  al  n.  52  che  il  differenziale  primo  dy  della 
yzzzf(x)  ha  la  stessa  forma  quando  la  a:  è  variabile  indipendente  e 
quando  la  x  è  funzione  di  un'altra  variabile  /,  x^=.x{t).  Ciò  non  ha 
luogo  pei  differenziali  degli  ordini  superiori.  Difatti,  supponendo  x 
non  più  variabile  indipendente,  i  suoi  differenziali  successivi  non  sa- 
ranno, generalmente,  più  nulli  e  per  conseguenza  dalla 

dyz=zf(x)  dx 
avremo,  differenziando, 

fy  =  df\x) .  dx  +/'(*)  dìx  —f\x)  dx*  +/'(*)  d*x, 
e  da  questa 

d?y  =f"(x)  dx3  +  2f'(x)  dx  d*x  +f"(x)  dxd*x  +f(x)<Px 

—f"\x)  dx*  +  S/"(x)  dxd*x  +  f'(x)  d*x 

dove  i  dx,  d*x,  <Px  sono  da  ricavarsi  poi  da  #  =  #(/);  e  così  di  se- 
guito, e  si  scorge  che  questi  differenziali  sono  diversi  dai  differen- 
ziali d*y  =/"(x)  dx*,  dòy=f'"(x)  dx3....  che  si  ottennero  nella  ipotesi 
che  x  fosse  la  variabile  indipendente,  e  solo  potrebbero  avere  la  stessa 
forma  nel  caso  speciale  in  cui  pel  valore  di  x  che  si  considera  fos- 
sero nulli  i  differenziali  d*x,  cPx,...  della  funzione  x,  come  avverrebbe 
per  tutti  i  valori  di  x  se  fosse  x  =  at  4-  b,  perchè  allora  dx  =  adi,  e 
quindi  d^x  =  0,  d*x  =  0, . . . 

ìo2.  Diamo  ora  le  derivate   successive   (e    con    ciò  verranno  ad 
essere  conosciuti  anche  i  differenziali  successivi)  di  alcune  funzkni. 
1)  Sey  =  xm  abbiamo  subito 


J 


T*-^ 
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SMvm— 3 


dy  d*y  cPy 

-£  =  mx>^  ,  -^  =  »(j»  -  1  )*>»-'    ,  -i  =  m(*i  -  1)  (m  -  2)x 

d*y 

-—  z=z  m(m  —  1) . . .  (m  —  n  +  1)  #m— ». 

fan  V  / 

Se  /«  è  numero  intero  positivo  avremo  una  derivata  wcsima 


>••• 


dx 


ni 


=  m(m  —  1) ...  2  . 1 , 


che  è  una  costante,  e  quindi  le  derivate  (m  +  l)esima,(w  +  2)esima,... 
saranno  tutte  nulle. 

2)  Per  y  =  av  otteniamo 

dy  d*y  <Py  dny 

^  =  *-  log  a  ,  ^  =  a*(\og  a)\  -^  =  *-(log  a?, ...   -^  =  ^(log  a)\ 


Se  a  =  e}  cioè  se  ^  =  <?*,  allora 


</y  d*y  dny 

dx  '  dx*"      '"  ir" 


=  e*. 


li)  Se  y  =  log  x  abbiamo 

ÈL  —  JL  —      i   ^  —  _ 
</*  *  *  dx2 


-~Jt 


t-_i 


„4         >' 


4-  =  (—  ì)"-1 2 . 3. ..(«  —  \y-» 

dx"       v       ' 
4)  Se  ^  =  sen  #  abbiamo 


,  2.3...(w 


-1) 


dx  ~~~ 


d*y__ 
dx* 


cos  *  >  :ó  =  —  sen  x  9  T3  = 


<Py 
dx1 


d4y 


—  cos  x  ,  V; =  sen  x 
dx4 


e  così  di  seguito.  Avremo  quindi  in  generale,  per  «  =  1,2,3,. 


d*n— 3  sen  x 

r-t — r —  =•  cos  #, 


J4«_?  sen  ^ 


</4n— *  sen  x 


dx4 


n— 1 


=  COS  X, 


d4n  sen  # 
dx4" 


=  sen  x. 


^•~^Vf    "*■"     -----  w      ^*a*  -■  •■  _n 
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Od  anche,  osservando  che 


=  cosAf  =  sen  (*  +  |-j  ,^  =  cos(*  +  y)  =  sen(*  +  2  |- V 


g  =  co.(*  +  8|-)=«.(*  +  8|) 


e  così  di  seguito,  avremo 

d*  sen  x 


ìnx  (  n  \ 

=  sen  I  x  -t-  n  —  l . 

V  2/ 


dx> 
5). In  modo  analogo  otteniamo,  per  n  =  1,  2,  3, . . . 

d4n-  3  cos  x  d*n-  '  cos  x 


ttt~^ —  =  —  sen  ■*"  ?       — t~a — © —  =  —  cos  x  , 

dxAK~*  '  dx4"-* 

d4"-1  cos  x  dAn  cos  x 

~  "r'i~  T—  =  Sen  xì  y  a     ~  =  COS  X  , 

dx4n~l  '  dx4"  ' 

ed  anche 

d"  cos  #  /  n  \ 

-&-  =  C°S  V*  +  *  2")  * 

Per  le  altre  funzioni  semplici  tg  #,  are  sen  #,  are  tg  x  sarebbe  fa- 
cile determinare  successivamente  le  derivate,  ma  non  si  otterrebbe 
così  semplicemente  una  formola  generale  per  la  derivata  «*sima. 

6)  Sia  ¥(x)  =  <?!(*)  ri:  <pt(*j  :+z  .  .  riz  9„J(A') 

dove  le  9i  ,?•,.. .  9„,  sono  m  funzioni  (ni  finito)  che  ammettono  de- 
rivata «esima  pej  valore  di  x  che  Si  considera.  Si  ottiene  subito 

F  (*)  =r  9',U)  zL-  9»  rlz  .  .  ri-  ,,'„,(*>, 
F"  (X)  =  9»  ±  9"f  (*)  r»r  . .  ri;  9"m(*)? 


F  »  (*)  =  9"'  ,(*)  -♦-  9 '«  2u)  -*-  . .  rh  9'» ■„,(*), 

cioè  la  derivata  ncsima  dr  una  somma  è  uguale  alla  somma  delle  e  - 
rivate  nesime   dei  sommati  di. 
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7).  Sia  y  =  u  .  v  dove  le  u  =  u(x),  v  =v(x)  sono  funzioni  che  am- 
metto derivata  ««*«»■  pel  valore  di  x  che  si  considera. 
Avremo  successivamente 

y  =  uv'  +  uv, 

a  «     i         ti,         li.         ti  n     i     c\     i    i  n 

y  z=zuv  +  u  v  4-  u  v  +  u  v  =  uv  +  2uv  +  u  v9 

y  —  uv"  +  3uV  +  3*  V  4-  u"  v, 

/'  =  uv""  +  4kV"  +  O//^''  +  4nV  +  «"  "e, 


La  legge  di  formazione  dei  secondi  membri  è  manifesta,  cosichè 
potremo  scrivere  la  formola  generale 


/        _    W(«  —  1)  .  .  (l!  — -  k  -f  1)  \ 

V**  ~  1.2.3...*  )  ' 


la  quale,  per  quanto  precede,  sarà  dimostrata  vera   in   generale,  se, 
ammessala  vera  per  n  =m  —  1,  la  dimostreremo  per  n  —  m. 
Ora  appunto  derivando  la 

ym~\  —  wt,(m-l.  +  (;„  _  ^  u'v<m-*\  4.  (m  __  J^  ^  m-3.  + 
+  (w  —  Da  w"'  dm—Xi  +  .  .  .  +  M"»"1'!* 

abbiamo 

^«  =  inw  +  «V"-1'  +  (w  —  l)j  wV»-1,  +  (m  —  l)i  uV*-*' 

+  (w  —  l)tiiV*-*'  +  (w  —  l^a'V*-^»  +  (w_  ìjgj/V"-'1!  +  . .  +  «'.«  v, 
ed  osservando  che 

1  4.  (m—  l)j  — Wi? (w  —  i)j  -j-  (//j_l)2  —  nit}(m  —  l)2  +  (m  —  l\  =  m3y 
si  ottiene 

r*i  =  7/v/,w'  -f  mlu'v,m~i  4-  ///2«"i>  »»— *■  4-  «jtf'V"-^'  4-  .  .  -f  w"7"?. 

Questa  formola,  che  dà  la  derivata  wesima   del  prodotto   di  due 
f  -iZioni,  è  dovuta  a  Leibniz 


!03-  Mediante  la  precedente  formola  di  Leìbnì^  si  possono  tro- 
delle  formole  ricorrenti  per  la  determinazione  delle  derivi» 
ssive  di  tg*,  cotx,  are  sen  x,  arctg*,  delle  formole,  cioè,  che 
rmettono  di  calcolare  la  derivata  ««im»  di  quelle  funzioni  me- 
;  le  derivate  degli  ordini  inferiori  ad  ti. 
ia  y  =  tg  x,  dalla  quale  y  cos  x  =  sen  x. 

'rendendo  la  derivata  *«*>■■«  dei  due  membri   di  questa  ultima 
jlianza,  ed  applicando  al  primo  membro  la  formola  di  Latu{, 

DIO 

cos*  +  *t\y"~ '  cos/  *■  +  —  1  +  «,_)""— i] cos l  * -i-  2  —  I  -r... 

quale  abbiamo  y*1   mediante  /"-11  , /"'"*',•  -y- 
n  modo  analogo,  se  y  —  cot  ar  abbiamo 

c"J  sen*  +  «1^"— "  sen  (  x  +  —  I  +  nty*'  ->  seni  #  +  -^"1 

...+,«.(.+  , i)=co.(,  +  »i). 

Sia  y  —. ■.  are  sen  x;  abbiamo 

y  =  — -  ossìa  y  V 1  —  **  =  I  , 

V)-»' 

rivando  rapporto  ad  x, 

f'yi—x1 —  0  ovvero  v"(l  — **) — y'x=0, 

Vi-*' 

quale,  prendendone    la   derivata  (ff  —  2)*,io"   ed   applicando  »i 
ermini  del  primo  membro  la  formola  di  Leibniz 


/■fl-«-)- 

-2(«- 

-2)/"-" 

*      " 

—y- 

"»-(« 

-2)7— 

=  0 

/.'(!-» 

)-(-» 

-3)^- 

"'  '  *  —    («  - 

-2)*y»-*'  = 

ale  per  «  — 

i,3,4,- 

*T»f3^ji*.»jik-r 
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3)  Se  ^  =  are  tg  *,  allora 


/= 


i 


ossia  y  (1  +  #*):=  1, 


1  +x2 
dalla  quale,  prendendo  la  derivata  (n  —  ljesima^ 

y*)(l  +  **)  +  2(«  —  l)y«-»>  *  +  (»  —  1) (»  —  2)y  »-*> 
formola  ricorrente  che  vale  per  n  =  2 , 3,... 


=  o, 


104.  Oltre  a  queste  formole  ricorrenti  ve  ne  sono  altre  che  per 
le  precedenti  funzioni  danno  direttamente  la  derivata  «es»ma.  Senza 
entrare  in  particolari,  ci  limiteremo  a  dare  un  esempio,  determinando 
una  formola  che  dia  direttamente  la  derivata  we>;ima  di  arctg*. 

Posto  y  =  are  tg  x  e  quindi  x  —  tg^,  abbiamo 


y  = 


1 


1 


1+  x2        1  +  tgV 
Derivando  rapporto  ad  x  otteniamo 


=  cos*jp  =  cos^  sen 


<?+r)- 


y"=    —  seay sen (y  +  —\  +  cos^y cos  (y  +  — j\ y 

=  y cos  [  2y  +  —\  =  cos*y  cos  (  2y  +  —  )  =  cos'^sen 2(  y  +  -^- )  , 
dalla  quale,  derivando  rapporto  ad  x, 
y"  ~    —  2  cos^> sen^  sen 


2  (y  +  y)  +  2 cosV  cos2^  +  •£)] / 


=  2y  cos^  cos  (  3y  +  2  — -  J  =  2j'  cos^  sen  3  (  y  +  —  ì 

=  2  cos8^  sen  3  ^  +  -£•)  , 
e  così  preseguendo  otterremo 

y ».'  =  2  . 3  ...(»  —  1)  cos»^  sen  «  /  ^  +  —  j 


o1  fero 

/*  are  tg  x 
dx 


1  .2.3...(«—  1) -sen«(arctg#  +  -^-\ 

(1  +  **)~ 


vva 
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Esercizi. 


*■ 


1. 
2. 

3. 

4. 

•>* 
o. 

6. 

7- 

8. 
9. 


y  —  cos  tf#,  y  *)  =  an  cos  (  ax  +  n —  )  . 

y  =  sen  ax,  y{n)  =  aH  sen  (  ax  -f  «  —  )  . 

^  =  cos*  *,  jv(n)  =  2"-4  cos  f  2*  +  n  —  )  . 

1  +  *  .  ,       rt     1.2.3...* 

^=1 T>  /w)=2. 


1  — *  '      '  (1—  *)»+»    " 

^  =  *>*  cos  ^  cos  (a-  sen  0),        y»)  =  **  cos  •  cos  (#  sen  6  +  «0). 
jv  =  *-v  cos ^  sen  (#  sen  0),        ^ »)  =  ^v  cos  6  sen  ^  sen  0  +  n% 

y  =  <?P*  cos6  cos  (p^  sen  o^  y  «)  -_  p»»  <,p*  cos6  cos  (px  sen  e  4.  «6). 

—  *'\ 

y  =  *-'*  cos  £#,    y B •'  =  (a8  -}-  b*)  -  ^,r  cos  (A*  +  »  are  tg  —  ) . 

y  =  (a  —  bxf, 

y[n)  =  (—  l)nbnp(p  —  1)  (/>  —  2) . . .  (/>  —  n  4l)(d- **)*-*. 
10.  y  =  sen  #  —  x  cos  #, 

^(»)  =(1  —  «)sen  (  x  +  —  1  —  #cos(  a: -f-  n  —  \  . 


11. 


^>  =  cos  x  +  x  sen  #, 
yW  =(1  — w)cos  (•*  +  f/~5~)  +  *sen(#  +  »-^-J . 


1* 


y  =  w2         dove         «  =  */(*), 


y(")  =2\  «("    w  +  »1f/'■,,-,,l*,  +  ntul*-*u"  +  ..  +  «_«_      wv*     yw 


C+'Ur') 


(-r) „  (4-) 


i 

j 


..+%J.W.W] 


la  formola  ricorrente 

r-l),/"-«l-l--(«-l),y»-i| 

1M„_„,.....(,-l,+_ 

'-2) 

=  VfTP: 

-■> +(»-!)(« -3)/-»  =0: 

*  — 0  abbiamo 

(£X=r<-  "'      '("-l)-I'-"'-5'...(«-5)-(,- 

per  «  pari  ;  e  (  -r-^  1       =  0  per  k  dispari. 
lo.  _y  —  cos  (ji  are  seri  *): 

(1  -  *V'  =(2«  ~  3)  Jgr-*  +  [(«  -  2)1  -  |iT/-*  ; 

per  «  pan,  e  I  -p^  l       =  0  per  «  dispari. 
16.  y  =  — •  (are  sen  xf  ; 

(1  -  *')/-'  =  (2*  -  3)  «/—Il  +  («  -  ?)•><—»  • 

(<KLo=  *  •  "'  '  "'  '  '  *"  ~  2)'  P"  "  Pari' 
(  -f^f       —  ^  P^r  "  dispari. 


■  ■  ■ 

* 


190 

Derivate   e   differenziali   parziali   di   ordine   superiore 
delle  funzioni  esplicite  di  più  variabili  indipendenti. 

105.  Siano  x  ,y  variabili  indipendenti.  Consideriamo  un  punto 
(x  ,y)  e  supponiamo  che  sulla  retta  parallela  all'asse  delle  x  e  che 
passa  per  esso  esista  un  intorno  e  del  punto  (x  ,y)  per  tutti  i  punti 
del  quale  la  funzione  u  =  u  (x  }y)  ammetta  la  derivata  parziale  fi- 
nita — —  =  u.v  (x  yy)ì  che  sarà  così  una  funzione  univalente  finita  di  x 

qX 

in  questo  intorno.  Si  consideri  il  limite,  per  A*  convergente  a  zero, 
del  rapporto 

m  u'J,x  +  A*,jy)  —  u'^x}y) 

1  '  A*  ' 

dove  a  A*  si  danno  valori  positivi  e  negativi,  ma  tali  che  il  punto 
(x  +  A*  ^y)  appartenga -sii' intorno  e.  Questo  limite,  quando  esiste, 
è  la  derivata  parziale  rispetto  ad  x  di  uK(x  ,y)  nel  punto  (x  ,y)  cioè 

d* 
la  .  Chiamando  derivata  parliate  prima  0  di  primo  ordine  rafh 

ex 
porto  ad  x  della  Ua(x  ,y)  la  u*{x  ,y\  la  derivata  parziale  della  uj^xj^ 
che  ora  abbiamo  definita,  si  chiama  derivata  parziale  seconda  0  di 
secondo  ordine  rapporto  ad  x  due  volte  della  u(x  ,y)  e  la  si  indica 
coi  simboli 


tfu      d*u(x  7y) 
dx*  '        3*s 


"W,  w'W(* ,y) , ^  ,  — ^ — jDVjD^j). 


Sia  ora  la  u(x  ,y)  data  in  un  campo  C.  Il  punto  (x}y\  che  chia- 
meremo M,  sia  interno  al  campo.  Allora  per  la  esistenza  della  deri- 
vata parziale  seconda  rapporto  ad  x  due  volte  nel  punto  M  occorre 
che  la  u(x  ,y)  ammetta  la  derivata  parziale  rapporto  ad  x  per  tutti  i 
punti  d'un  intorno  cy  del  punto  M,  sulla  retta  MN  parallela  all' asse 
delle  x  e  che  passa  per  M,  e  che  esista  il  limite  del  rapporto  (1». 

Se  il  punto  M  appartiene  al  contorno  di  C,  ricordiamo  le  con- 
siderazioni svolte  al  n.  77  relativamente  agli  intorni  di  M  ed  al  1- 
lore  in  M  di  ux  ,  uy. 

Allora  mantenendo  in  ogni  caso  la  stessa  definizione  per  la  e  *- 
rivata  parziale  di  secondo  ordine  rapporto  ad  x  due  volte,  possiai  0 


j 
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dire  che  :  se  il  punto  M  di  coordinate  (x ,  y)  è  un  punto  qualunque 
del  campo  C,  per  la  esistenza  della  derivata  parziale  di  secondo  or- 
dine rapporto  ad  x  due  volte  in  M  occorre  che  sulla  retta  MN  pa- 
rallela alP  asse  delle  x  esistano  intorni  del  punto  M,  e  per   tutti  i 

9u  * 
punti  di  uno  di  essi  la  u(x ,  y)  ammetta  la  — ,  e  che  esista  il  limite 

3x 

del  rapporto  (1)  per  àx  convergente  comunque  a  {ero. 

zo6.  Supponiamo  ora  che  esista  un  intorno  cl  del  punto  M,  di 
coordinate  (x  ,y)y  sulla  retta  MN1  parallela  all'asse  delle y  e  che  passa 
per  M,  per  tutti  i  punti  del  quale  la  u(x  ,y)  ammetta  la  derivata  par- 
ziale finita  —  =  u«{x  ,y\  che  sarà  cosi  una  funzione  univalente  fi- 

ffX 

nita  di  y  in  questo  intorno.  Si  consideri  il  limite,  per  ày  convergente 
a  zero,  del  rapporto 

m  u'^x  ,y  +  ày)  —  u'q(x  ,y) 

Kì  ày 

dove  a  ày  si  danno  valori  positivi  e  negativi  ma  tali  che  il  punto 
(x,y  -f  ày)  appartenga  all'  intorno  clm  Questo  limite  è  la  derivata  par- 

dx 
ziale   rispetto  ad  y  di   u^x  ,y)   nel  punto  (x  ,^'),  cioè  la  ,  e  si 

dy 
chiama  derivata  parziale  seconda  o  di  secondo  ordine  rapporto  ad  x 
e  ad  y  della  u(x  }y)  e  la  si  indica  coi  simboli 

u  ^  ,  u  K£x  ,y) ,  -       -  ,  ,  D%«  ,  D%«(*  ,y). 

Sia  ora  la  u(x  ,y)  data  in  un  campo  C.  Con  considerazioni  ana- 
loghe a  quella  del  n.  precedente,  e  ricordando  quanto  si  disse  al 
n.  77,  possiamo  concludere  che  :  qualunque  sia  il  punto  M  del  campo 
C,  per  la  esistenza  della  derivata  seconda  rispetto  ad  x  e  ad  y  nel 
punto  M  occorre  che  esista  un  intorno  cx  sulla  retta  MN,  paral- 
lela alV  asse  delle  y  ed  appartenente  a  C,  per  tutti  i  punti  del  quale 

est':  fa  la  derivata  —  e  che  esista  il  limite  del  rapporto  (1)  per  ày 

cop,  vergente  comunque  a  {ero. 

Si  intende  poi,  senz'  altro,  come,  analogamente,  dalla    derivata 


é-r 


192 

u'^x ,/)  abbiano  origine  la  derivata  parlale  di  secondo  ordine  rap- 
porto ad  y  e  ad  x  che  si  indica  coi  simboli 

»    dj^c*  cj^d* 

e  la  derivata  parziale  di  secondo  ordine  rapporto  ad  y  due  volte^  che 
si  indica  con 

w"      u"  (x   v\   ^       ^u(x  '  yì    n*   //    D*    u(x   v) 


3/ 


3/ 


107.  Trattando  ora  ciascuna  di  queste  derivate  di  secondo  ordine 
come  abbiamo  fatto  colle  derivate  parziali  di  primo  ordine  —  ,  — , 
hanno  origine  le  derivate  parziali  di  terzo  ordine 


\   3** 


d*u 


d3u 


(- 


a3« 


3**&7 


3*  2y  3* 

a3w 


3*3/       ^3*  3/ 


(: 


d3u 


:  33« 
\  d/dx 


i 

( 


3^ 


3*w              3*w 
ottenute  rispettivamente  dalla  — ^  dalla  — 

0*  ffX  $y 


a*« 


,  dalla  — ,  dalla— -5 , 


3* 


e  così  di  seguito  otterremo  le  derivate  parziali  degli  ordini  superiori 
o  successive  della  funzione  u(x  }y). 

108.  In  modo  analogo  vengono  definite  le  derivate  parziali  degli 
ordini  superiori  per  le   funzioni   u  =  u(xx  ,  x2 ...  xn)  di    più  variabili 

indipendenti  ed  avremo  così,  oltre  alle  derivate  di  primo  ordine  già 
considerate 


3«       3« 


3« 


3*i     3*2         3*u 


quelle  di  secondo  ordine 

3*m 


3?w 


tfu 


3*i2  '    3*i  3*2  '         3*i  3*« 


rrr»!^ 
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3*" 

3*.  3*! 

3*« 
'  a*,»'""' 

32« 

'  "    3*8   3*n    ' 

3*« 

3*« 

32w 

e  cosi  di  seguito. 

E  si  intende  che  pel  calcolo  di  queste  derivate  bastano  le  re- 
gole già  date  pel  calcolo  delle  derivate  di  primo  ordine. 

log.  Ritornando  alle  funzioni  u(x  ,y)  di  due  variabili  indipen- 
denti, ammessa  la  necessaria  esistenza  delle  derivate  parziali  di  primo 
ordine,  noi  abbiamo 

3*«  .      ux  (x  }y  +  k)  —  u  V  (x  ,y) 

"=.  um ; 


3*  djy       ft=o 

..     u(x  +  h,y  +  k)  —  u(x,y-\-k)              u(x  +  h  ,y)  ■— u(x  ,y) 
lim — ~ — lim  — 

=  ilm . 


fc=0 


r      i  ..       u{x  +  h,y-\-k)  —  u(x  ,y  +  *)  —  «(*  +  A  ,^) +  «(«J^)  / 
=  lim  J  lim j-f ■ >  , 

3?W 


e  analogamente 


dyd* 


r     v  ..      u(x  +  h,y  +  k)  —  u(x  ,y  +  k)  —  u(x  +  li  ,y)  +  u(x  ,y)  / 
=  lim  J  lim jT-r ,  , 

cioè è  il  limite  della  espressione 

u(x  +  h}y  +  k)  —  u{x  ^y  +  k)  —  u{x  +h,y)+  u(x  ,y) 
[ì  hk 

3'« 


qu  ndo  in  essa  si  faccia  convergere  a  zero  prima  h  e  poi  A,  e 

dy  o% 

è    I  limite  della  stessa  espressione  quando  in  essa  si   faccia  conver- 
sa 
gè  e  a  zero  prima  k  e   poi  A,  ed   esisteranno  entrambe  le  -z~\~~  t 

o%  oy 

13 
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oppure  una  sola  oppure  nessuna  secondochè  esisterà  o  no  il  cor- 


3^3* 

rispondente  limite  della  espressione  (1),  preso  come  abbiamo  in- 
dicato; ed  esistendo  entrambe  queste  derivate  nel  punto  (x  ,y)  esse 
saranno  uguali  tra  loro,  oppure  no,  secondochè  il  limite  della  (1> 
rimane  lo  stesso  quando  si  faccia  convergere  a  zero  prima  7/  e  poi 
k  e  quando  si    faccia   convergere  a  zero  prima  h  e   poi    A,  oppure 

.    3«     3w 
no.  Notiamo  che  abbiamo  supposta  l'esistenza  di  — ,  — -  pei  valori 

3#    dy 

d5  x  ,y  che  si  considerano,  perchè  potrebbero   esistere   i  limiti  della 

(l)  senza  che   esistessero  queste  derivate;   nel  qual  caso  le y 

32« 
non  esisterebbero,  pur  esistendo  i  limiti  della  (1). 

dydx 

Ciò    succede,    ad   esempio,    per   la    funzione    u(x  }y)    tale    che 

«(0  , 0)  =  0,  «(0  ,y)  —y  sen  —  ,  u(x  90)  =  x  sen  —  e  che  per  i  valori 

y  * 

di  x  ,y  diversi  da  zero  è 

u(x  ,y)  =  x  sen  --  +  y  sen  —  ; 

x  y 

perchè,  nel  punto  (0,0),  questa  funzione  non  ammette  derivate  par- 
ziali, come  subito  si  riconosce,  mentre  il  limite  della  espressione  (1) 
è  zero,  comunque  convergano  a  zero  /*,  /&,  essendo  la  espressione  (1) 
nel  punto  (0,0): 

l  l  1  l  L  l  1  l 

n  sen  -=-  -f  fc  sen  -= k  sen  — h  sen  — 

h  k  k  n  0    


hk  hk 

Ora  relativamente  a  questi  limiti  della  (1)  ed  alle  corrispondenti 
derivate  abbiamo  il  seguente  teorema: 

Se  nei  punti  (x  ,  y)  <P  un  intorno  e  del  punto  (x0 ,  y0)  la  u(x  ,  y) 
ammette  la  derivata  finita  u'^x ,  y),  la  quale  sia  continua  nel  punto 
(x0  ,  y0),  e  nei  punti  (x  ,  y0)  di  e  ammette  la  derivata  finita  uy(x  ,  y0)„ 
allora  nel  punto  (x0  ,  y0)  esiste  anche  la  u"y.r(xo  >  >ro)>  e^  e 

u"y*(xo  >  vo)  =  u"*y(xo  >  yo)- 

Infatti,  supposti  // ,  k  tali  che  i  punti  (x  +  h  ,y  +  k)  appartengali 
all'  intorno  c}  partiamoci  dalla  funzione 

<p(*  >y)  =  "i*  ,y  +  *)  —  u(*  >>0. 
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L*  esistenza  nei  punti  di  e  della  */%(#  ,y)  porta  per  conseguenza 
1*  esistenza  della  ujjc  ,y)7  cosichè  la  y{x  }y)  ammette  derivata  parziale 
rapporto  ad  x,  data  dalla 

ed  avremo  perciò  ancora  t 

<Pfa  +  *  i Jo)  —  ?fa  ,A)  =  *  9'*(*q  +  •*  jr0)  ,    0  <  e  <  1, 
ovvero 

u(x0  +  h,jy0  +  k)  —  u(x0  +  //  ,^0)  —  w(#0  ,y0  +  k)  +  u(x0  ,y0) 

(2) 

=  A  )  «'ijfo  +  M  ,>'0  -r  *)  —  f/'*.(*0  +  6/i  ,^0)  |. 

Ma,  per  le  ipotesi  fatte,  abbiamo  ancora 

*'JxQ  +  ©A  ,^0  +  *)  —  «*(*0  +  6A  ,y0)  =  «  u\^  +  6/7 ,  ^o  +  **),  0  <  X  <  1, 

e  la  (2)  diventa 

"fa  +  A  >^o  +  *)  —  "fa  +  *  > A)  —  *(*o  >?o  +  *)  +  "fa  ,^o)  _ 

h  k  "  "" 

Facendo  comunque  convergere  a  zero  /r ,  ky  per  la  continuità 
di  Uay  nel  punto  (#0  ,^0),  il  limite  di  «Vvfa  +  e#  ?jy0  4-  Ai),  e  quindi  . 
quello  della  espressione  (1),  è  u'^Xq  ,^0).  Ma,  avendo  supposta  F  esi- 
stenza di  Vy(X)jr0)  per  tutti  i  punti  {x  ,yQ)  di  e,  il  limite  della  (1), 
quando  si  faccia  prima  convergere  a  zero  k  e  poi  /*,  è  «"yaj(*0  ,^0). 
Esiste  perciò  la  «Vfa  >^o)  e<*  e  appunto 

Rimane  così  dimostrato  il  teorema,  il  quale,  poiché  per  esso  è 
lecito  invertire  l'ordine  delle  derivazioni  rapporto  ad  x  e  ad  y,  si 
chiama  il  teorema  sulla  invertibilità  dell'  ordine  delle  derivazioni, 

no.  Quando  le  condizioni  contenute  nell'enunciato  del  prece- 
d  nte  teorema  siano  soddisfatte  in  un  punto  (x  ,y)  da  una  funzione 
u  :  ^y\  ciò  basta  per  poter  asserire  che  le  derivazioni  rapporto  ad 


F-*~ 


ih' 
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x  e  ad  y  sono  invertibili,  e  che  in  conseguenza  nel  punto  (x  yy)  la 

d*u     3*«     3*« 
u(x , y)  ha  solo  tre  derivate  parziali  di  secondo  ordine  — r , ,  — ? . 

Ammesso  poi  che  le  derivate  che  occorre  considerare  soddisfac- 
ciano alle  condizioni  dell'  enunciato  del  precedente  teorema,  cui  sod- 
disfa la  u(x  ,y)}  è  facile  vedere  che,  se  si  deve  derivare  la  u(x  }y)  m 
volte  rapporto  ad  x  ed  n  volte  rapporto  ad  y^  il  risultato  è  indipen- 
dente dall'ordine  col  quale  queste  derivazioni  vengono  eseguite, 
così  che 

9*»»   g^n  —  ^yn   g^m  -    g^m— p  ^q  g^p  g^n— q 

Basterà  applicare  successivamente  il  teorema  sull'  invertibilità 
delle  derivazioni  in  modo  analogo  a  questo  che  terremo  ora  per  di- 
mostrare, ad  esempio,  che 


d3u 


33m 


33« 


3/3* 
Basta  osservare  che 


33« 

3*3/ 

_   3 
37 

3* 

a*w 


d*dy 


d*  dy*       dy  d*  dy 


/      dy  \dydx) 


&u 


dyd*dy 


dxdy 


/ a» \  _    3*    /du\  _ 

\dy)      dydx  \dy) 


33« 


3/3*  " 


Allo  stesso  modo  si  dimostra,  ammesso  che  siano  soddisfatte  le 
solite  condizioni,  la  invertibilità  dell'  ordine  delle  derivazioni  per  le 
funzioni  di  un  numero  qualunque  di  variabili  indipendenti.  Così  ad 
es:  se  u  ■=  u(x  ,y  ,  {)  abbiamo 


33« 


3*« 


33« 


3*  dy  3{ 
basta  osservare  che 


dyd*d{         dyd{d* 


33w 


3*  dy  d{ 


di  \  3*  dy  )       di  \  dy  3*  ) 


33« 


dyd*di 


3*3{  \dy 


(du\  _    3*    (du\  _ 

\dy)       3?3*  Va*/ 


dzu 

dydldx 


■T**l  -  ■'■". 
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*== 


Esempi. 

1)  Sia  la  funzione  u(x  yy)  che  per  y 
0,  è  uguale  a  zero  cioè 


Oe  *  qualunque,  anche 


u(x ,  0)  =  0, 


e  per^»  diverso  da  zero  è 


u(x ,  y)  =y*  sen  —  . 


Abbiamo 


"»*-. 


*    ..  «>* 


** 
'*j( 


3»(*,,7) *  du(0  ,y)  _  m 

=  vcos — ,        =y* 

dx  y  dx 

J    du(x  ,  0)  __  u(x  +  A*  ,  0)  — •  u(x  ,  0) 

a«(0,0)     ..     w(o  +  aa-,o)  — i/(0,o) 

:=:  lim : 

3*  a*=o  A* 


lim 

A* 

f.      O  —  O 

lim 

A* 


=  0, 


=  0, 


^-  =  2  y  sen x  cos  — , 

dy  y  y 


du(0,y) 

a? 


=  o, 


Av*  sen        —  0 
dujx.O)  _  Hm    u(xì0  +  ty)  —  u(xì0)   _lim  _^_ Ajr _Q 

3^  A*=>  *  "  *  "  ' 


A/ 


AJV 


3«(o,o)  =  lim  «<o,o  +  Ar)-«(o,o)  _lim  o-o  =0. 

dy  a*=>  4?  47  ' 

per  x  ,y  entrambi  diversi  da  zero  abbiamo 


0» 


3** 


3?« 


* 


3*  3^       dy  dx 


=  cos 1 sen  —  . 


y     y 


V 


Per  «  =  0e;  diverso  da  zero  vale  ancora  il  teorema  sulla  in- 

3**(0 ,  j) 


vertibilita,  cioè         v    7^' 


,  perchè  le   condizioni  suf- 


3*  dy  dy  dx 

Scienti  a  che  questo  teorema  possa  applicarsi  sono  soddisfatte,  come 
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si  scorge  facilmente;  possiamo  verificarlo    direttamente   osservando 
che 

d2u(0  ,y)  =  Hm  "40  ,y  +  ày)  -  u«(Q  }y)  _  ^  y  +  y  -  y  _  x 
3*3^         Ay^o  A/  A^  ' 

=z  iim —  lim 

dy  3*  Av=0  A^r  A* 

A* 
sen  — 

y  \x 

=  2  lim ~ lim  cos —  =2  —  1  =  1: 

A*  y 


e  si  può  notare,  del  resto,  che  i  punti  (0  ,y)  non  presentano  nessuna 

singolarità  relativamente  alla  nostra  funzione. 

Nei  punti  (#,0),  e  nel  punto  (0,0),  qualunque   valore  abbiano 

32w                3*w 
la  e  la  ,  esse  non  sono  certamente   funzioni   continue. 

3*  dy  dy  3* 

perchè  quando  la  variabile  x  converge  verso  il  valore  x  elay  verso 

il  valore  zero,  V  ultimo  membro  della  (1)  non  ha  limite  determinato, 
e  non  lo  ha  ancóra  quando  x  e  y  convergono  entrambe  a  zero.  Per 
questi  punti  adunque  non  è  soddisfatta  una  delle  condizioni  suffi- 
cienti perchè  possano  invertirsi  le  derivazioni,  e  perciò  per  vedere 
se  le  derivazioni  siano  o  no  invertibili  occorre  calcolare  le  derivate 
stesse.  Ora  abbiamo 

3M* ,  Q)  =  Um  *& ,  0  4-  ty)  -  *'Jjx\  0)  _  lim  ^  C°S  ày 

dxdy      xr=o  *y  *y 

X 

=  lim  cos  —  ; 
òy 

x 
ma,  la  quantità  cos  —  non  avendo  limite  determinato  quando  ly  con- 

by 

.       .    38«(*,0) 
verge  a  zero,  non   esiste  la  — — - — .  Invece 

3*tt(*,0)  =  lim  u'Jx  +  A.r , 0)  -  u'Ax , 0)  _  0  —  0  _Q 

dy  3*  ir=0  A*  A# 


ìrì—rr 
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Abbiamo  inoltre 

3*W(0,0)  ^0,0  +  a>')-«'.(0,0)  Ay-0 

=  Jim =  lim =  1. 

3*3.?        Ay=o  A>>  A^ 

3**(°,0)^lim  «1(0  +  A* ,  0)  -  «W  ,  0)  =  lim  0-0  =(), 

3/  Ìx     '     A.t=0  A*  A,*  ' 

cosichè  la  nostra  funzione,  per  x  diverso  da  zero  e^  =  0,  non  am- 

32tt                    32w 
mette  la  — ed  ha  la uguale  sempre  a  zero;  per  #  =0,^=0 

cx  dy  dy  dx 

esistono  entrambe  queste  derivate,  ma  la  prima  è   uguale  alla  unità, 
la  seconda  uguale  a  zero. 

A  questo  risultato  si  poteva  anche  giungere,  osservando  che  la 
espressione  (1)  del  n.  109,  per  #  diverso  da  zero  e  y  =  0,   è 

u         *  +  *         u         x 
A  == =  ^sen  — sen  -), 

la  quale,  quando  si  faccia  convergere  a  zero  prima  /;  e  poi  k  non  ha 

x 
limite  determinato,  essendo  lim  A  =  cos  — -  e  non  esistendo  il  limite 

h-o  k 

x 

di  cos  —  quando  k  converge  a  zero;  mentre   poi  abbiamo 
k 

lim  (lim  A)  =  lim    0  =  0.    La  stessa  espressione  per    x  =  0  ,  y  =  0 

k  h 

diviene  Ai  =  —  sen  —  e  qui  abbiamo 


lim  (lim  Ax)  =  lim  1  =  1,  lim  (lim  Aj)  =  lim  0  =  0. 

.  2)  Sia  la  funzione  u(x  ,y)  che   per  x  =  §  e  y  qualunque,  anche 
z   o,  è  uguale  a  zero,  w(0  }y)  =  0,  e  per  x  diverso  da  zero  è 


u(x  7y)  =  x  sen  (  4  are  tg  —  j  . 
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Abbiamo 


3"(*  ,y) 


=  sen  (  4  arc  tg  ~  )  —  4  -r r  cos  (  4  are  tg  —  ) , 


W*  >  0)  _  0 

3*  ' 

'  djWjjò  =  lim  ko  +  **  ,/)  -  KQ  ,/)  =  lim  A^enV4  arc  tg  è) 


3* 


A*=:) 


A* 


A* 


=  lim  sen  (  4  are  tg  -^—  )  =  0 , 


a«(o,o)     r   «(o+a*,o)— «(o,o)     ,.    o—o     _ 

. —  ^ —  lim '=.  iim =  0, 

1      dx  a*=»  A*  A*- 


3"(*>^)      ^      *s 


3^ 


**+y 


(4arctg^), 


cos  (  4  arc  tg 


3*(*,0) 


dy         Ar=»  4>»  4>'  '      3/ 


Per  a:  diverso  da  zero  abbiamo 

* 

3'w  3*w  8#v 


3*«  3'w  &rv      T  /  v\      ^         /  f\ 

—— -=—   r=7TTM  y  cos  (4arctg  — )  +  2*sen(  4arctg— 

)x  dy      dy  dx     (x*  +  y  )*  L        V  *  /  \       °  *  /.. 


Per  x .-- Oe;  diverso  da  zero  abbiamo 

3M0 ,/)  =  H    «UOj  +  ^-^o,;)  = ,-     o  -  o 


3*  3^        a  v=  ' 


Av 


ày 


=  o, 


d2u(i),y)  _  Hm  «ry(Q-f  A*,/)-//y(0,,y) 
dy  dx         a.v='»  A* 


=  lim 


Aa2 

aa:?T/ 


cos  (  4  arc  tg  -^—  \  —  0 


A* 


—  0. 


Nel  punto   (0,0)   le 


3*« 


32« 


frdy   '    3^3* 


-    non  sono  contigue,  q  i- 


J 


|T*"" 
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lunque  valore  esse  abbiano  in  questo  punto  ;  e  di  più  la  — - ,  come 

dy 

risulta  dalle  forinole  precedenti,  è  discontinua  rispetto  ad  x  nel  punto 

(0,0):  la non  esiste  essendo 

dyd* 

?u(Q,0)  _  u'y(Q  +  A* ,  0)  -  u'y{0  ,  0)  _  Hm  4-0 

dyd*    ~  ±x=.q  A*  A* 

e  questo  limite  è  +  x,o  —  oo ,  secondochè  A*  converge  a  zero  per  va- 
lori positivi  o  per  valori  negativi.  Esiste  invece  la  — — — - —  ,  avendosi 

3MQ , Q)  =  lim ttV(Q ,  o  +  4r)  - ^Q , Q)  =  lim  o-o  _ 0> 

9*3^       *y=o  iy  ày 

xxx.  Dai  differenziali  parziali  (di  primo  ordine)  di  una  funzione 
u  di  due  o  più  variabili  indipendenti  hanno  origine  i  differenziali 
parziali  degli  ordini  superiori,  prendendo  i  differenziali  parziali  dei 
differenziali  che  mano  a  mano  si  ottengono. 

Se  u  =  u(x  ^y),  abbiamo 

dru  =  —  dx,         dyu=—dy\ 

àx  cy 

ora  si  può  e  giova  prendere  i  dx  gli  stessi  per  tutti  i  valori  di  x  e 
i  dy  gli  stessi  per  tutti  i  valori  di  y  che  si  devono  considerare,  co- 
sichè  dx  e  dy  siano  costanti  rispetto  alle  variabili  x  ,y.  Prendendo 
quindi  i  differenziali  parziali  di  ciascuno  dei  differenziali  precedenti, 
avremo 

Wit,u)  =  **(£)=£  *.,     J4(*«)=**  (f  ) =Ì£X  *  * 
Uu)  =  *  *(£)=£,  *  dyU^u) =#  a,  (£)  =p  & 

e  ponendo  dx( dxu)  =  rfVr«,  dj^dyu)  =  </%«,...,  ed  ammettendo  verifi- 
cato il  teorema  sulla  invertibilità  delle  derivazioni,  avremo  così  i  tre 
</  ^erenqiali  par\  ali  di  2°  ordine 
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e  da  questi  i  quattro  di  ter{0  ordine 


33«  33« 

éP^u  =  — ^  dx3,        tP^^u  =z  - 


S*3 


ìx*ìy 


dx*  dy, 


{Puiiy.U    = 


33w 


yy.r 


df  d* 


dx  dy*, 


d*u 

&yyyU  =  —  <//, 


e  così  di  seguito.  —  Si  procede  analogamente  per  le  funzioni  di   più 
variabili  indipendenti. 

Dalle  formole  precedenti  risulta  che  qualunque  derivata  parziale  è 
quoziente  di  differenziali;  così  abbiamo 


3*«  __  </*r.,K 

3**~~~rf*?~' 
Così  che  la  notazione 


33w 


<*  3«rj/  « 


3*2  3^       dx*  dy 


y  ' 


dm+nu 


—  possiamo  considerarla,  oltre  che 

3*w  d/1 

come  un  simbolo  rappresentante  la  derivata  parziale  (m  +  n)J  di  u 
rapporto  ad  x  m  volte  e  rapporto  ad  y  n  volte,  anche  come  un 
vero  e  proprio  quoziente,  ritenendo  il  3m+w«  come  il  differenziale 
parziale  (m  +  «)esimo  di  u  preso  rapporto  alla  x  ed  alla^  tante  volte 
quante  sono  le  unità  degli  esponenti  dei  3*  e  dy  del  denominatore, 
il  quale  verrà  considerato  come  il  prodotto  delle  potenze  wesima  ed 
wesima  dei  differenziali  dx  e  dy. 

Analogamente  per  le  funzioni  di  più  variabili  indipendenti. 

H2.  Del  differenziale  totale  (di  primo  orditi?) 

du  =z  —  dx  H dy 

dx         dy  J 

della  u  =  u(x  ,y)  prendiamo  il  differenziale  totale  d(du)  che  indiche- 
remo con  d2u. 
Avremo 


,.=*,(£)♦*,(£) 


=  dx(—dx  + 


3*« 


^3**  3*3> 


-  dy  )  +  dy  [      -  —  dx-Y—.dy 


Tri  ■*-;- 
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ossia,  ammessa  la  invertibilità  delle  derivazioni,   . 

3?f/  3'f/  ?Pu 

d}u  =  —  dx*  +  2   -   -  dx  dy  +  —  dy\ 

d*  3*  dy      y     3/  y 

Da  questo,  differenziato  totalmente,  otteniamo  il  differenziale  totale  di 
ter^o  ordine 

ossia,  ammessa  sempre  la  invertibilità  delle  derivazioni, 

33i*  33w  33w  33w 

J3!/  =  —  dx3  +  3  —  —  dx2  dy  +  3-—dxdy*  +  —  dy3, 
dx*        ^      dx*dy  y  ìx-èf       y  ^df  T' 

e  da  questa 

La  legge  di  formazione  dei  secondi  membri  è  manifesta  e  potremo 
scrivere 

3n«  3nw  3Mw  3n« 

dnu  =  ^—  dxn  +  nY— — = — dx»— xdy+n* — -   -    9dxn-* dy2  +  ... —  dyn : 

la  qual  formula  rimane  dimostrata,  se,  ammessala  vera  per  «  =  m  —  1, 

la  dimostriamo  per  n  =  w,  la  qùal  cosa  potrebbe  farsi  senza  difficoltà. 

Si  scorge  poi  subito  che  potremo  scrivere  simbolicamente 

/3«   ,        3«       v(») 


\3*     ^  dy  J) 


dy 

(3w            3w       \(n) 
—  dx  H </?  )      cne  dobbiamo  eseguire 
$x         dy     / 

3w  3w 

la  potenza  ne*ìm*  del  binomio  —  dx  H </y,  e  dopo    nel    risultato 

3*  dy 


coni- 


si /  3«  \n— m  /  du\n 

istituire —  in  luogo  dei  prodotti  (  —  )         (  — ■  )   che 

dx»-m  dym  F  V  3*  /       V  dy  ) 

ariscono  nei  diversi  termini  dello  sviluppo. 

Sia  ora  u  =  u{xl ,  x% , . . .  xn)  una  funz  one  di  più  variabili  indi- 
endenti. 
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Differenziando  totalmente  il  differenziale  totale  (di primo  ordine) 

,         9w  31/  3« 

a«  =  —  0*1  -f  —  «*2  +  •  •  •  +  z—  «*«> 

3*1  C*£  C*« 

ed  ammettendo  la  invertibilità  delle  derivazioni,  si  ha 
3*i«     '       2*,*     *  3*'« 


+  2 


?'« 


3#1  C*s 


3#!  <fcf  +  2 


o* 


2/ 


S^i  9*3 


dxx  dxz  -j-  . . .  +  2 


38« 


3*1  a*. 


<£r,  <f *, 


3*« 


C*n — 1  C*n 


dxn-  !  Af. 


n? 


e  così  di  seguito. 

E  si   potrebbe    facilmente   verificare   che   si   può    porre  simbo- 
licamente 


\3*i  3**  d*n       / 


(m 


(3«  3«       \,m 

—  </#,  +  ...+  - —  dxn  )       che  dobbiamo 
3*i  3*«       / 

eseguire    la    potenza   we*ima  del    polinomio  —  dxx  -h  ...  +  - —  dxn  e 

3*i  e** 


dopo,  nel  risultato,  sostituire 


3W« 


in  luo^o  dei  pro- 


dotti  (  —  )     (  —  I     . . . .  (  —  l      che  compariscono  nei  diversi  ter- 

\3*i/    Va**/  \d*J 


mini  dello  sviluppo. 


Esercizi. 


1.  Le  derivate  parziali  di    secondo   e   terzo   ordine   della    funzio 


u  =  are  tg  -—  {x  diverso  da  zero) 
x 
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sono 

d2u 2xy  3*«    __     3lw    ___  y1  —  x1    3*w 2xy 

"a*5-  (**+/)*  '3*3.?  ~~ "a? 3*~ "~ (**"+/? ' 3^ ~~ —  (**+/)* ' 

33«  _  2yf/  —  3#*)  33m     ___  2*(*8  —  3/) 

9^ —     (**  +/)3      '    3*2a?  "     {*+y*f~  ' 

33i/  2X^  —  3**)        33«__        2*(#2--3/) 


3*3/  —         (**+/)3      '3/  (*'     /)3     ' 

2.  Il  differenziale  totale  di  quinto  ordine  della  u  —  x?y%  è 

#'u=:  120  dx^dy*. 

3.  ttm^y  +  7; 

^*«  —  u(dx  -r  dy  +  d{)n. 


4.  Se  u  —  Y*2+/  +  {* 
si  provi  che 

Sftt      3^     32«  _  _2_ 
3*~2+3/+3?"  "V- 

3'*    y«    yn        ^    ,  0   yn  yn 

3*4  +  3/      3{4        3*' 3/  '  ~3**3{*      ~  Vd? 

5.  u  =  e***  ;  v  =  ^ì  **  *3  K\  ; 

33« 


3*3^3? 
3^ 


=  (1  +  3*y{  +  xy?)u  ; 


=  (1  +  lxx  x2  xzx4  +  6*i2  W*4*  +  xfxfxfxfyo. 


3*\  3**  3*3  3*4 
0.   Se  urzi**!**^-*»  provare  che 

3nw 


(7*1  (7*2  (?3  •  •  C*n 

(1  +  i^*]*»...*,  +  a{%]  x\  x\ ...  x\  +  a^)x\xl...x\  +  ... 

+  * n         *l        *2        •  •  •  xn        +  *i        *i        •  •  •  *n      )  W> 

c  >ve  a{n ] ,  a^  . . .  a^~l)  sono  coefficienti  numerici. 
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Le  relazioni  tra  questi  e  <zj,!Li ,  a%L\  •  •  •  an^?^  coefficienti  corri- 


spondenti   della 


\n — 1 


V 


0&1  0*2  »  •  •  0%n—  I 


-,  essendo  v  =  e*\  *i ...  *»— ì,  sono 


aiSiL,  +  1  ,  «<,r)  =  (r  +  1)  tf(„l,  +  «tr,1»;  dalle  quali  si  trae 

on — 1 o     Ox — 1  j    f 

*„(»)  =  2""1  —  1 ,  **(*)  = — , 


*.<■*)  = 


4w-1  —  3 .  3"-1  +  3  .  2"-1  —  1 

273 


>  • 


'^  =  1.2.3..r  )(r  +  1)"J  "" r>  rn_1  +  r*<r -  ^ - r*(r - 2>""* 


dove 


+  ...  +  (—  \y-1  rr-x  2*-1  +  (—  i)r  | 

r(r  —  1)  . . .  (r  —  k  +  1) 


r*  = 


X     •    /W    •    O    •    •     «™ 


7.  Sia  la  funzione  u(x  ìy)  che  per  a:  =  0  e  ^  qualunque,   anche 
zero,  e  per  y  =  Q  e  x  qualunque,  anche  zero,  è  pure  zero,  cioè 

«(0,*)  =  0,  «b,0)  =  0,  «(0,0)  =  0, 
e  per  gli  altri  valori  di  x  ,y  è 

x  y 

u(x  ,y)  =y*  are  tg x*  are  tg  —  . 

y  x 

Per  tutti  i  punti  (x  ,y)  si  ha 

3?w   3?«   y  —  x2 

d*dy  ~   dyd*  ~~~   x*  +f"  ' 
fuori  che  nel  punto  (0.0),  nel  quale 


3M0 , 0) 

a*a^ 


=  i, 


3g*  (0 , 0) 
9?  3* 


=  —  1. 


8.  Sia  la  funzione  u(x  ,y)  che  per  ^  =  0,^  =  0  è  zero,  «(0 , 0)  -=  0, 
e  per  gli  altri  valori  di  x  ,y  è 


x*  -    yr 

u(x  }y)  =  *y  ~r--    T  . 


r^^ 
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Per  x  ,y  diversi  entrambi  da  zero  è 


d*dj         dyd*        *'+/  '     (**+/) 


3M0  , 0)  =      1  .  3'«(0 , 0)  =  1 
&&  '      dydx 

9.  Sia  data  la  funzione  w(#  }y)  pei  punti  d'un  quadrato  i  cui  vertici 
sono  nei  punti  (0,0)  ,  (0 ,  it)  ,  («  ,  ir)  ,  (« ,  0),  e  sia 

ii(0,0)=1,  tt(0,irj  =  l,  *(*,«)  =  1,  w(ir,0)=l, 

e  per  gli  altri  punti  del  campo  sia 

u(x  ,y)  =  (sen  #)9en.r  . 

Abbiamo 

a* 


=  cos  x  sen  jtfsen  x)seny—  \ 

dX  s\  ,  i 


9K°'l) 


3*  3*  '2*  3* 

3*  '3*  '     3*  '       3*  ' 

—  =  cosaseli  x)*m  y  log  sen  x, 

3/  '     3/  '3/  3/ 

3«(«»/)  _n  a«<«,0)_     ^  3«(*,*)_     „_    a"^'  2/  _0 

dj>  '     dj>  %'      3/  '        3>' 

— =  — =  cos  x  cos  v(sen  *)senr— '  (1  -r  sen y  log  sen  #). 

3*3^         3^3*  ^ 
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3*w 
Pei  punti  (0  ,y)  e  (n  ,y)   non   si   può    parlare  di  perchè 

non  esiste  alcun  intorno  di  essi,  sul  lato  del  quadrato,  nel  quale  in- 

3w 
torno  la  —  sia  finita  ;  e  per  la  stessa  ragione  non  si  potrà  parlare 


di 


dx 


a?  a* 


Derivate  successive  delle  funzioni  implicite 

113.  Supponiamo  che  la  equazione 

(1)  /(*,J)  =  0 

definisca,  per  tutti  i  punti  d' un  certo  intorno  del  punto  #,  una  fun- 
zione y  univalente  finita  di  x  che  ammetta  derivata.  Supponiamo  che 

3/     3/ 
oltre  le  derivate  prime  — —  ,  -^-,  la  f(x  ,y)  ammetta  le  derivate  par- 

3*    dy 

ziali  seconde,  che  sia  applicabile  il  teorema  sulla  invertibilità  delle 

3/3/ 
derivazioni,  e  che  alle  —  ,  —  si  possa  applicare  la  regola  di  deri- 

c%     oy 

vazione  delle  funzioni  composte,  quando   si  derivi  rapporto  alla  x 
riguardando  la  y  come  quella  funzione  di  x  definita  dalla  (1). 
Derivando  allora  la 

E 

(2)  ÌL=* 

rapporto  ad  #,  e  ponendo  mente  a  quanto  abbiamo  precedentemente 
detto,  si  ottiene 

(ty  __        dy  dx  \  fre)        dx  dx  \dy  ) 
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a/  W  ,    dV  dyi     a/r  ay  ,  ay  <? 


cioè 


[ 


+ 


J        3*  L 


+ 


dy  L3*2       3*3/   <&J        3*  L3^3*      ày%  dx 


\dy) 


dy   . 


la  quale,  sostituendo  per  —  il  valore  dato  dalla  (2),  diviene 

dx 


(3) 


cPy  _ 
dx1- 


\dy)  3*' 


~  3*3?  3*  dy 


Va*/  3/ 


\3^/ 


In  modo  analogo,  da  questa,  derivandola  rapporto  ad  x,  otter- 

<Py 
remmo  la   derivata  terza  -r^,  e  così  di  seguito. 

dx* 

Alla  formola  (3)  si  può  ancora  pervenire  partendoci  dalla 


:£i 


•  <.< 

v; 


#=  i£  <&  +  -§£  A  =  0 

3*  3^ 

e  calcolando  poi  il  differenziale  totale  di  secondo  ordine  cFf,  che  è 
pure  zero  pei  nostri  valori  di  x  e  y\  osservando,  nel  differenziare, 
che  x  è  la  variabile  indipendente  e  y  funzione,  si  trova  così 


Pf=%t  dx*  +  2  -fJ-dxdy  +%  df  +  ¥-d*v 

3**  &dy  dy*  dy    ' 


=  0, 


dalla  quale 


y  ,  o  av  dy    ay/»V 
*8      a«a>  <**    a/  w*/ 


ay 
a 


dy 


dy  :, 


e  sostituendo  in  questa   per  -~  il  valore  (2)  si  ottiene  la  (3). 


vate 


Calcolando   poi   il  i3/— 0,  </*/=:  0,...  si  otterrebbero   le  deri- 
da    d4y 

dx*'~d? 


9  '  '  ' 


14 
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114.  Il  metodo   precedente  per  calcolare  le  derivate  successive 
delle  funzioni  implicite  è  applicabile  in  qualunque  altro  caso. 
Così,  se  le  equazioni 

(i)  X*,j.t)  =  o,      fa,,  ,4  =  0 

definiscono  in  un  certo  intorno  del  punto  x  due   funzioni  univalenti 

d*y     d*z 
finite  y ,%  di  x,  per  avere  le  derivate  seconde  —  ,  -j\  basta  derivare 

rapporto  ad  x  le  f or  mole  (2)  del  n.  95,  che  ci  danno  le  derivate 
prime,  osservando  che  y  e  {  sono  quelle  funzioni  di  x  che  vengono 
definite  dalle  (1);  oppure  basta  dalle 

J      3*  ìy  3?   *  3*         3/  7      3*    t 

ricavare  le 

+2*W  +  237**«  +  £*+**=0b 


d*<?='Pidxt  + =  0. 

3*' 


ossia  le 

3*3/  dx 


3*8     3/  W*  /       3{!  Vi*  )         3 


"  J*3;    /&        ~  3iO?-    dx    dx         3  i>   dx*        3?   dx1  ' 


3*  3{  <&         3y  3{  <fo  <&      3/  dx2      3{  <£*■' 

3^9      3*"  '  J"  - s 
3**     3> 


L  j»9  /  4-  V 


*/y       dz 
e  da  queste,  dopo  sostituiti  per  ■—-  ,  -yy  i  valori  dati  dalle  (2)  n.  95, 

d*y      d}z  d*y      <Pz  d*y 

ricavare  -=-r  ,   ~.  E  per  avere   le  -^  ,   -^  si  deriveranno  le  -/-, 
a**       dy1        r  dx3      dx*  dx*1 

d}z 

71"?  oppure  si  ricaveranno  da  ^/"0/([)=:0,  e  così  di  seguito 

Se 


.^? 
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definisce  una  funzione  {  delle  variabili  xl ,  x^  , . . .  xn,  derivando  par- 
zialmente le 


3/ 

3/ 

3/ 

_3I_ 

3*1 

3«i 
3/  ' 

Jl- 

3*, 
3/'" 

3*» 

3*« 
3/ 

di 

3* 

3* 

(2) 


otterremo  le  derivate  parziali  di  secondo  ordine  di  {  rapporto  alle 
variabili  x.  E  cosi  di  seguito  si  otterranno  le  derivate  successive  par- 
ziali. Si  può  anche  dal 

ricavare 


e  sostituire  per  d\  e  d\  i  valori 

3?  3^  3? 

di  =  —  dxì  +  -±dx2  +  ...  +  —  dxnì 

0Xj  ffXi  0Xn 

d*^  =  Ai  dxf  -f  2  -A^-  4r,  rf*2  +  . . . 


3*1' 


3*1  3*5 


Allora  dalla  </y=0,  che  è  una  identità  essendo  le  x  variabili 
indipendenti,  uguagliando  a  zero  i  coefficienti  dei  termini  in  dxu 
dxiy . . .  dxn>  si   hanno   delle  equazioni,   dalle  quali,  sostituendo  per 

3?       3? 

—  ,  — — . . . .  i  valori  (2),  si  ricavano  i  valori  delle  derivate  seconde 

3*i  '  3*j  v 


d\ 


d\ 


, ...  Poi  da  <Pf=0  si  hanno  le   derivate  parziali  di 


2*i*  '    3*i  3*2 

terzo  ordine,  e  così  di  seguito. 

Gli  stessi  procedimenti  valgono  pel  caso  di   m  funzioni   impli- 
cie,  di  n  variabili  indipendenti,  definite  da  m  equazioni. 
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Esempi. 

1)  Sia  l'equazione 

x* —  3cxy  +^  =  0, 

la  quale  definisce  una  funzione  univalente  ecc.  nell'  intorno  di  un 
punto  qualunque,  nel  quale  la  equazione  proposta  non  abbia  le  radici 
tutte  e  tre  uguali  tra  loro. 

Osservando  che,  posto  f(x  ìy)  =  x*  —  3  cxy  +y3,  abbiamo 


3**  '    3*3?  3/       " 

la  forrnola  (3)  n.  113  diviene 

d%y  __       6.9  ./(**  —  cyf  +  6 .9.  c(y*  —  cx)(x*  —  cy)  +  6 .9.*Qp»  —  cxf 
dx%  ~~  ~  27(y*  —  cxf 

2xy(x*  -f-  y*  —  Sexy  -f  e9)  2c3xy 


(y*  —  cxf  (y*  —  cxf 

2)  Sia  l'equazione 

1  y 

—  log  (#*  +  /)  —  are  tg  —  =  log  e. 

s*  x 

Ad  x  =  e  corrisponde  v  =  0,  e  la  — —  =  — r -   è   diversa    da 

zero  per  questi  valori  di  x  ,y.  Esiste  perciò  un  intorno  del  punto  x=c 
nel  quale  ecc. 

Essendo  — -  =  — 5 r- ,  abbiamo 

3#        x*  +y2 

dy  _x+y 
dx        x — y 

d*y 
Per  calcolare  la  —   qui,  ed  in  casi  analoghi,   non   è  opportuno 

servirsi  della  (3)  n.  113,  ma   la  si   ottiene  più   brevemente   nel  suo 
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aspetto  più  semplice  calcolandola  direttamente  dalla  (3),  derivando  la 
quale  rapporto  ad  x  otteniamo  appunto 


dx2  {x—yf  2  (x—yf 

Volendo  la  derivata  terza  calcoleremo  la  derivata  di  questa  for- 
mola  rapporto  ad  x  ed  avremo 

dx*~~~~ 


=  4 


(x  -yf 

(*2  +/)  (x  +  2y) 
(x  -yf 


2)  Sia  l'equazione  [n.  94,  2]  x*yyi2  =  cc. 
Derivando  parzialmente  le 


3* 


1  +  log  x 
1  +  log  {   ' 


dy 


1  +  logjv 
1  -f-  log  { 


abbiamo 


3*«  (1  +  log  tf 

_     x(i  +  log  xy  -f  {(ì  +  log  -t)1 

—  *{(1  +  log  {)3  ' 

(1  + log  <)!-(!  + log,,)  1-| 

(1  +  log  ?)s 
y(\  +  log?)*  +  t(l  +  log  {)« 


n  _ 


a^ 


=  (1  +  log  *) 


il 

3/ 


*{(!  +  log  {)J 


_    ì\   _ 


{(1  +  log  ìf        %y  dx 

(1  +  log  x)  (1  +  log,y) 
_  tfl  +  log  03 


(1  +  log;-) 


il 


?(1  +  log  *)' 
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4)  Siano  le  equazioni  [n.  98,  esempio  1] 

Derivando  rapporto  ad  x  e  ad  /  le 


-t 

/  3?  _  J 
»      1 

(£-£ 

—  * 
-< 

1 

otteniamo 

8"?  _ 

(-£)<- 

-0-(«- 

-«) 

V3* 

3** 

(»-t) 

.(«-i-i+ 

«)(«-*)- 

-(» 

-„)(;- 

(*- 

-!)" 

(» 

-*)'+(» 
-tf 

-d 

ed  analogamente 

3'» 

(?-»)■+' 

:»-*)•+( 

»— 

il' 

3*' 

(»-;)" 

3'i 

(,_jf +(.- 

-,)'  +  («- 

-!)' 

3'» 

3/' 

(«- 

-!)■ 

ay 

3\    . 

(?-*>(<- 

->)  +  («- 

«)(» 

-^)  __ 

3*37' 

(«-?!" 

Esercizi. 

1 .           v  ==  1  +  ««  (n.98,  Esercizi.  1),  -=-=  =  - 
d*v 
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3. 


x=yìogy  (Id.  6), 


d*y_  1 

dx1  y(l  +  log^)3  " 


4. 


y  =  acosf  (Id.  3),        ^  =  <^_ v  * 


a. 


ax3  -f  */  +  q*  -f  3«ry{  +  £  =  0  (Id.  11), 


6. 


3^_  2*d>cg  +  (*fo  +  ez)f\ 
9**  ~~  (<;{*  +  exyf  ' 

d\  _  2yi[bcg  +  (acb  +  *3)r3] 


d*dy 


(c{2  4-  exyf 

2(abc  4-  <?3)*y  {  +  eg(exy  —  cf) 
(cf  -f-  à*?)3 


(**  +  /  +  tt)t  =  o  (***  +  £/  4.  ^{«)  (Id.  12)  ; 


posto  u  =  x*  +y%  +  f1  abbiamo 


2*{  _       (u  —  a)(u  —  e)  [(u  —  a)x*  +  (u  —  c)f]  +  2(*  —  c)W? 


3** 


(li  — 1)(«  — g)[(n  —  *)/  +  (*/  —  g)tg]  +  2(* ~  c)Y ? 

f(u  —  cf 


2\_  =  _  xy[(u  —  a)  (a  —  b)  (u  -  e)  +  2(a  -c)(b-  c)?\ 
\  dx  %y  i\u  —  cf 

^^i-r?+".-fir«  +  f-1z:2^i-T«  +  -  +  '»  (Id.   13), 


d*ì 


C^r  C^i 


tf>  -r)  [.  —  iin  +  ?M*  —  1)  +  2){"  +  2(2«  -  2)] 

"  ({"  +  2«  — 2)3 


8.    or  +  by  +  c$  =  m,       a*x*  -f  **/  +  *V  =  n>  (2w  >  m%)  (id-  16)> 
d*y  _  a^Zn  —  m*)  d\  ___  —  a\Zn  —  w*) 
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Cambiamento  di  variabili 


115.  Se  nella  funzione  y  =/(x)  supponiamo  che  alla  x  si  sosti- 
tuisca una  nuova  variabile  indipendente  (per  esempio  la  /  per  mezzo 
della  forinola  x  =  $(/)  ),  la  y  diventa  funzione  di  questa  nuova  va- 
riabile indipendente  ;  ci  proponiamo  di  esprimere  le  derivate  di  / 
rapporto  ad  x  quando  x  è  variabile  indipendente,  derivate  che  indi- 
cheremo con  y,  y\  y'"y..  ed  i  relativi  differenziali,  che  indicheremo 
con  da-y,  d^y,  d^yy...7  per  mezzo  delle  derivate  e  dei  differenziali  di 
jy,  x  considerati  come  funzioni  della  nuova  variabile  indipendente. 

Osserviamo  perciò  che,  qualunque  sia  la  variabile  indipendente, 
abbiamo 

(1)  dy—y'dy7    dy'  =y" dx,  dy"  =y" dxy... 
Dalla  prima  di  queste  formole  ricaviamo 

(2>'  y=ì- 

Differenziando  questa  eguaglianza,  neir  ipotesi  che  la  variabile 
indipendente  non  sia  x  ma  la  nuova  variabile  indipendente  ed  osser- 
vando che  allora  d*x,  <Pxv..  sono  diversi  da  zero,  otteniamo 

_  ,        dxtPy  —  dyd2x 

*  =  —& — • 

che,  in  virtù  della  seconda  delle  (1),  diviene 

(~)  y  = -& , 

dalla  quale,  differenziata  come  precedentemente,  si  ottiene 

„       dx{dxd?y  —  dycPx)  —  %d*x(dxd*y  —  dyd*x) 
dy  _  __ _ 

che  in  virtù  della  terza  delle  (1)  diviene 

/oVM  „,        dxidxéPy  —  dycPx)  —  3d2x(dxd*y  —  dycPx) 

(2)  y    = __ 

e  così  di  seguito. 


<i):::;:-m 
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Le  formole  (2)',  (2)°,  (2)"',.—  risolvono  if  problema  di  esprimere 

le  derivate  y,  y",  /"...  della  y  rispetto  alla  x  mediante  i  differenziali 

delle  x  e  y  presi  quando  la  variabile  indipendente  sia  una  qualunque. 

Osservando  poi  che 

d,<. 


/  = 

d,r 
~ìx    ' 

.      d. 

dalle 

(2)' 

,  (2)', 

(2)".. 

.  ricaviamo 

dj,-- 

=  *, 

(3) 

1 

dr'y 

dx  fr  - 
dx 

dyd*x 

j     ,   __  JxidxtPy  —  dy  JJx)  —  'àPxjdxd*}  —  dyd*x) 
'  dxì 


le  quali  ci  danno  i  differenziali  successivi  day,  d^y,....  della/,  quando 
la  variabile  indipendente  è  la  x,  mediante  i  differenziali  successivi 
dx,  dix,..  dy,  <Fy,..,  delle  xty  rapporto  alla  nuova  variabile  indipendente. 
Nelle  formole  (2)',  (2)",  (2)"'...  e  nelle  (:ì)  non  è  fissata  la  varia- 
bile indipendente,  e  valgono  qualunque  essa  sia.  Se  questa  nuova 
variabile  indipendente  è  la  i  legata  alla  x  dalla  *  =  tp(/),  le  formole 
(2)',  (2)'',  (2)"',.-  possono  scriversi  cosi: 

,  _   di  _     di 
'  ~  dx  ~  ,'{()  ' 


dx  d%y 

TtdT~ 

dy  d*x 

Ut  "de 

m 

1 

dx  fi- 
di dP  ~ 

d'x' 

di' 

W>t 


....    -  ->  i  _ .,  tPx/dx  dy  _  dy_  fx\ 


de\  di  di'       di  di') 


m 


21* 


n  _  w  [m  %  -  9-0  % ]  -  39 v)  [m  %  - , -«  % ] 


y  = 


[?'(>)] 


Supponiamo,  in  particolare,   la  funzione   <?(/)  tale   che  y  =f\x) 
=  /*[?(/)]  diventi  /,  cioè  /[?(/)]  =  t,  y  =  t.  Ciò  toma   a  prendere  y 
come  variabile  indipendente  e  la  x  =  q>(/)  =:  y(y)  è  la   funzione    in- 
versa della  y  =f(x).  Le  forinole  precedenti,  osservando  che  adesso 
dy  d*y  dzy 

-dt=ì>W*  =  0>  de  =  °'~  diventano 


d*x  dx  dzx 

1        .__  dy1  ..,__        dy  df 


(4)      /  =  -JZ>y  = V^Z^Y  >  J 


(£)' 


<fc  "  —        /</*\3    '  J    ~  /dx\>  '""' 


dy 


/<txy  (dx\ 


che  ci  danno  le  derivate  successive  di  y  rapporto  alla  x  mediante  le 
derivate  della  x  rapporto  alla  y,  quando  questa  ultima  si  assuma  come 
variabile  indipendente. 


Esempi 


1)  Sia  y  tal  funzione  di  x  che  soddisfaccia  alla  equazione 


2*      ,     y_ 

1  4-  *2  ^         (1  +  **)' 


/  +  — tt/+  „  :M  =<>• 


Qui  ley,y  indicano  le  derivate  della  y  rapporto  alla  x.  Usando 
le  formole  (2)' ,  (2)"  abbiamo 

dx  <Fy  —  dy  d*x  2x       dy  y         

(5}  dx*        +  7T*~ * +  -JT+xy  - °' 

cosichè  ora  qui  la  variabile  indipendente  è  indeterminata.  Prendiamo 
per  variabile  indipendente  la  /  data  dalla  #z=tg/;  allora 

dx  —  (1  +  tg2  />//,        d*x  =  2tg  /(l  +  tg2  /)  dtl 

e  la  (5)  diviene 

(1  +  tg2/)(</>  —  2tgtdtdy)  2tgtdy  y  _ 


+  „  .  :  .x.*.  + 


(1  -»-  tg2  r)3  <#2  (1  +  tg2  tfdt    '    (1  +  tg2  r)* 


.1*    . 
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ossia 


ir*+'=0> 


v 


•  >•.' 


che  è  appunto  l' equazione  cui  si  riduce  la  equazione  proposta  e  cui 
soddisfa  la  funzione  y,  quando  si  assuma  come  variabile  indipendente 
la  /.  Si  vede  così  come  il  cambiamento  di  variabile  indipendente 
possa  utilmente  servire  a  rendere  più  semplici  date  equazioni  cui 
debba  soddisfare  la  y  considerata  come  funzione  di  x. 

2)  Alcune  volte  il  cambiamento  di  variabile  può  anche  servire 
a  trovare  delle  proprietà  delle  funzioni  che  soddisfanno  a  certe  equa- 
zioni. Sia  la  y  che  soddisfa  alla  equazione 


(6) 


(*  _  ^3)  f  +  (i  _  3**)y  __  xy  —  o. 


Servendoci  delle  (2)' ,  (2)"  abbiamo 


(7) 


ON   dx  rf*v  —  dy  d2x         ,  ,x   dy 

(*-**) ^r- +  (i  -a*»)  -£-*?  =  o. 


Poniamo  x  =  }/l  — /*,  così  che 


dx  —  — 


tdt 


d*x  = 


V  1  —  /' 


e  la  (7),  dopo  facili  riduzioni,  diventa 


df 


a   > 


(i  -  n  * 


(8) 


C-^)^+(l-3'i)-^-^  =  0- 


d\v 

li? 


Ora  se  y  =f(x)  supponiamo  soddisfaccia  alla  (G),  y  =/(\/l  —  **) 
soddisfarà  alla  (8).  Ma  quest'  ultima  equazione  è  la  stessa  equazione 
proposta  (G)  dove  in  luogo  di  x  è  scritto  /.  Riconosciamo  così,  me- 
diante questo  cambiamento  di  variabile,  questa  proprietà  delle  fun- 
zioni che  soddisfanno  alla  (0),  cioè  che,  se  y  =/(*)  è  tal  funzione  che 

soddisfa  alla  (6),  la  soddisfa  anche  y=f( V*  —  ■**)• 
•i)  Cambiamo,  nella  equazione 
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la  variabile  indipendente  da  x  in  y.  Usando  le  forinole  (4)  abbiamo 


/d*x\*  dx  cPx  ^     /rf*#\* 

/  dx\b  /  dxV *       /&■  //7v\5 


</#^5  (  dx\s       dx  /  dxY; 

dy  \dy) 


ossia 


116.  Essendo  y  =/(#),  anziché  cambiare  la  sola  variabile  indi- 
pendente x,  supponiamo  ora  di  cambiare  anche  la y  introducendo  due 
nuove  variabili  /,  u  per  mezzo  delle  formole 

(1)  x  =  x(t,u),        y=y(t,u) 

(come  quando  da  un  sistema  di  coordinate  nel  piano  si  vuol  passare 
ad  un  altro  sistema  di  coordinate).  In  virtù  delle  formole  precedenti, 
la  y  — /(#)  si  trasforma  in  un  equazione  della  forma  F(/,w)  =  0;  e 
potremo  poi  prendere  come  variabile  indipendente  la  /  o  la  u,  od 
anche  lasciare  ancora  indeterminata  la  variabile  indipendente.  Ci 
proponiamo  ora  di  esprimere  le  derivate  di  y  rapporto  alla*  cioè  le 
y\ya,y"y  e  i  differenziali  di  y,  quando  x  si  considera  come  la  va- 
riabile indipendente,  per  mezzo  dei  differenziali  di  «  e  di  /.  Per 
questo  scopo  basterà  sostituire  nelle  formole  (2)',  (2)",  (2)%...,  (3)  del 
numero  precedente,  che  valgono  qualunque  sia  la  variabile  indipen- 
dente, i  valori  dei  differenziali  di  x  ey  ricavati  dalle  formole  (1),  cioè 

3#           3# 
dx  =  —  dt  -\ du. 

dt  3" 

**=§*»  +  2  |£-  dtdu  +  p%du*  +  -g  d*t  +  ■£.*«, 
3/*  3/3«  3«  3'  3« 


dx=&-dt+&-du, 


j 


r^ 
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avendo  riguardo  poi  di  porre  in  queste  forinole  d*t~d*t  = ...  rrO 
quando  si  scelga  /  per  variabile  indipendente,  e  d*u  =  d*u  = ..  =  0 
quando  invece  si  scelga  u  per  variabile  indipendente. 

Come  esempio  proponiamoci  di  trasformare  l'espressione 


R~ 


_3_ 

(i  +  /')  " 


quando,  essendo  y  =J(x),  in  luogo  di  x  ed  y  si  introducano  due 
nuove  variabili  p,  8  per  mezzo  delle  formole 

(2)  x  =  p  cos  8,       y  =  P  sen  8, 

quando  cioè  dal  sistema  di  coordinate  cartesiane  ortogonali  x9  y  si 
passi  al  sistema  di  coordinate  polari  p,  8  col  polo  nell'origine  e  col- 
l'asse  delle  x  per  asse  polare. 

La  R  in  virtù  delle  (2)',  (2)"  del  numero  precedente  diviene 

\         dx1)/     _     (dx2  +  if)  * 
<fjc  d2y  —  dy  d*x        dx  d*y  —  dy  d*x 
dx* 

Le  (2)  ci  danno 

dx  =  dp  cos  8  —  p  sen  8  J8,        dy  =  rfp  sen  0  -f-  p  cos  8  rf8, 

i2*  =  ^p  cos  8  —  2  sen  QdpdQ  —  p  cos  8  </8*  —  p  sen  8i*8, 

J^  =  rf*p  sen  8  +  2  cos  8  dp  i8  —  p  sen  6  </98  -f  p  cos  8  i*6, 

dalle  quali 

dx%  +  dy*=  dp2  +  p  W, 

dx(py  —  dyd*x  =  2dp*dQ  —  pJ*p^8  4-  P  W  +  pip<**8 

e  quindi 


R  = 


(rfp*  +  pW)~ 


2df  db  —  prf'p  J0  +  p2  </83  +  pdpd*Q 
dove  la  variabile  indipendente  è  ancora  indeterminata.  Se  si  sceglie  © 


ne  variabile  indipendente,  allora,  poiché  tPO  =  0,  abbiamo 


(*)"♦ 


afe*  <fl  —  p^p^e  +  pw"      >  /  <*p  \*      <**p      ,  ' 

;e  si  sceglie  p  come  variabile  indipendente 


R  __  (rfp'+  P^ 


Mìffl 


2ay  <fc  +  pw  +  prfp  rf*e         ift 


117.  Con  metodo  completamente  analogo  si    risolverebbe  il  se- 
ente  problema  generale.  , 
Se 

10  »  funzioni  di  .r  e  si  pone 

/  *  =  «('. "1.  ".-.-"-) 


=A(', «!,«., •..«-) 


emo  in  tutto  2«  +  1  equazioni  tra  le  2«  +  2  quantità  * , Jx yt  ,,*., 

u, ,  w, . . .  «„  ;  potremo  quindi  considerare  tutte  queste  quantità 
ne  funzioni  di  una  di  esse  p.  e.  di  /.  Si  domandano  allora  le  de- 
ate  yì,?\". . .  ,J>ì,yt,  ■  •  ■  !>'-'?/>•  ">  •  -  ■  1  e  i  relativi  differenziali  nel- 
□otesi  di  x  variabile  indipendente  per  mezzo  dei  differenziali  nel- 
potesi  che  la  variabile  indipendente  sia  /, 

Per  risolvere  questa  questione  si  proceda  come  nel  numero  prece- 
ite,  cioè:  si  ricavino  prima  le  formole  analoghe  alla  (2)', (2 1*,  (2)",.  ■ 
I  numero  115  e  relative  alle  jil  ,  yt  ,yz  ...j>„  e  che  si  ottengono  da 
elle  ponendo  successivamente  _?,  ,yt  ,y3 ,.  .yn  in  luogo  di/,  t*  :lle 
mole  cosi  ottenute  in  luogo  dei  di  fiere  11  zia  li  successivi  di*,^lvpt  ,/, 
sostituiscano  i  loro  valori  ricavati  dalle  (1)  quando  si  conside  i  / 
■ne  variabile  indipendente,  ed  è  cosi  risoluto  il  problema. 
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u8.  Passiamo  ora  a  considerare  le  funzioni  di  due  o  più  varia- 
bili indipendenti. 
Sia 

t  — /(*  >J>) 
una  funzione  continua  delle  indipendenti  x  ,y  in  un  certo  campo  C 
nel  piano  delle  variabili  #,  y.  A  queste  variabili  se  ne   sostituiscano 
due  altre  «,  v  mediante  le  formole 

(1)  x  =  x(u  ,  *),        y  =y(u  ,  v) 

e  supponiamo  che  x  ,y  siano  funzioni  continue  di  u  ,  v  in  un  certo 
campo  Cì  nel  piano  delle  variabili  w,  v.  Le  funzioni  *(w  ,u),^(w  ,u) 
siano  tali  che  le  (1)  si  possano  riguardare  come  equazioni  che  defi- 
niscono due  funzioni  w,  v  di  x,  y 


(2) 


u  =  u(x  ,y\         v  =  i{x  7y) 


nel  campo  C  nel  piano  delle  variabili  x  ,y  ed  in  modo  che  i  punti 
(u  ,v)  nel  piano  delle  variabili  u  ,  v  corrispondenti  a  tali  valori  di  u,v 
appartengano  al  campo  Q. 

Inoltre  si  suppongano  continue  per  tutte  queste  funzioni  tutte 
quelle  derivate  che  avremo  mano  a  mano  da  prendere  in  considerazione. 

Ciò  posto,  ci  proponiamo  di  esprimere  le  derivate  parziali 

di      3{_      3^        d\         3^ 

3#  '   ìy  '  d**  '    3*37   '  3/'"" 

per  mezzo  di  u9  v  e  delle  derivate  di  {,  rapporto  alle  nuove  varia- 
bili u}  Vy 

3{_      3£     jf{ 

3«  *  dv  '  s*/*'"' 

A  questo  scopo  osserviamo  che  in  virtù  delle  (1)  la  {  diverrà 
un  certa  funzione  di  u ,  v 

(3)  {  =  {(">  v). 

Calcoliamo  ora  le  derivate  di  {  rapporto  alla  x  ed  alla  y  con- 
siderando la  i  come  una  funzione  composta  di  x  ,y  data  per  mezzo 
della  (3)  e  delle  (2).  Potremo,  per  le  ipotesi  fatte,  applicare  la  re- 
gola di  derivazione  delle  funzioni  composte  ed  avremo 


(4) 


Ì1_.ÌI  3^_  +  ii^_ 
3*       3«   3*       3^  3*  ' 


il  —il  ?!L+Ì1ÌL 
37       3*  37      3?  3,r 
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Queste  formole  risolverebbero  il  pn 
primo  ordine,  qualora  avessimo  erTettivai 

in  tal  caso  si  avrebbero  subito  le  —  , 

a* 

x  ,y  e  quindi  anche  per  u,v    mediante 
avremmo  le  —  ,  —  espresse  per  u,  v 

Se  però  non  si  vogliono  o  non  si  pos 

_3_a      _9w      _3_r 
3*  '  dj>  '   a* 

serviremo  delle  (1),  i  secondi  membri  del 
funzioni  composte  di  x,y  per  mezzo  del 
le  (1)  rapporto  ad  *  e  y  otteniamo 

1  '  3»  3*       3»  3*  ' 

ex 

3*      a*     dy     dy    ■  .  .. 

,  —  ,  ,  -=-  cioè  per  mezzo  di 

3u       3v      3»      3o 

derivate  si  ricavano  direttamente  dalle  (1 
Sei  risolvere  le  (5),  (G)  si  suppone  « 
minante  Jacob iano 


3* 
3» 

3* 

3-- 

3> 
8» 

dy 

la  qual  condizione  è  però  sempre  soddìsf 

x(u ,  v).  y(u ,  v)  non  sarebbero  tra  loro  ini 

Risoluto  cosi  il  problema  per  le  der: 


•  .  -« 
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tivamente  alle  derivate  seconde  basterà  derivare  rapporto  ad  #ead^ 
le  derivate  ora  ottenute  considerando  i  secondi  membri  come   fun- 
zioni di  x  yy  composte  per  mezzo  di  u  ,  v  ed  allora  non  si  avrà  altro 
da  fare  che  ripetere  il  procedimento  ora  tenuto. 
Analogamente  per  le  derivate  successive. 

Esempi. 
1)  Essendo 

siano  p,  0  le  nuove  variabili   indipendenti   e  siano   legate  alle  x,  y 
per  mezzo  delle  formole 

il)'  x  =  pcosb,        ^  =  psen6 

(x  ,y  coordinate  cartesiane,  p,  8  coordinate  polari).  Proponiamoci   di 
esprimere  le 

jk    jk     yt      d\      Vi 

3*  '  djy  '  d**  '  d*dy  '  ay 

mediante  p,  0,  e  le  derivate  di  i  rapporto  a  p  e  8. 
Dalla  (1)'  ricaviamo 

i2)'  p  =  \/x*  -i-  ~y\  6  =  are  tg  2- 

x 

e  le  (4)  attualmente  diventano 

(4,'      Ìi__ÌiÌitÌiÌÌ  ii  =  ÌL  Ì2.  u.  ii  Ì?. 

3*        3P   3*    '    3*    3*  '         3^       3P   37   '    3^   3^  ' 

vi*  ,     3P       3p       3'*       3»    l 

Nel  nostro  caso  le  —  ,  —  ,  —  ,  —   le  possiamo    ricavare 

d*  '  dy  '  3*  '  dy       F 

o  direttamente  dalle  (2/  oppure  per  mezzo  delle  equazioni 

(o)       1  r=  cos  8     -  —  p  sen  6  —  ,         0  =  sen  8  — !-  +  p  cos  6  —  , 

3*  3*  3*  3* 

3p        38           3P       38 
(<)    0  =  cos  8  — £-  —  «  sen  8  —  ,    1  =  sen  8 o  cos  8  —  , 

dy  dy  dy     4         dy 

che  si  ricavano  dalle  (l)f  come  le  (5),  (li)  vennero  ricavate  dalle  (1). 


j 


*iV^?i 
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In  entrambi  i  modi  otteniamo 


(7)       —  =  cos  0,     —  =  sen  6,     — 

*       3*  37  3* 


sen  .6 


3/ 


costì 

? 


per  cui  le  (4)'  diventano 

(g)        31  =  ^00..-^^,     IL 
w       3*       3P  3«      P  37 

Calcoliamo  ora  le  derivate  seconde 


3{         fi       3{    cosG 
— -  sen  9  H — i 

3P  3&      p 


3**       J3*{         3*{ 
3*2  '    3^37   '  a/' 

Le  forinole  (8)  derivate  rapporto  ad  x  e  ad  y  ci  danno 


3*{                fì  3*    3{    ,         ft  /  3't  3? 
=  —  sen  6 -f  cos  0  (  — ;  — 


3* 


dx  dp 


+ 


3k     3* 


3P    3*       3P30    3* 


) 


cos  8  38    3{ 


3*  39      "  p*     3*   36  p    \36'3p  3*      36' 3*/' 


^-^-sen6-^+cos6(4^  +  A- 
3*3>'  3;F  3P  \3Pl   3/      3P36  3.7 


2>\   _      „_  a  3<>   3? 


\3p« 


;) 


cos  6  96    3^       sen  6  3p    3{ 

1~"  "TiT   "r 


sen  6  /  a^   ap      s*{  ae 


3v   3^ 


sen  0  / 
P      \ 


+ 


P*     37  3P  P     \3«  3p  37      36*  3^ 


>■ 


3S*  ft  3»   3i 

—  cos  6 


V 


%y  3p 


+  sen  8  I  -_-;  z — h  —    —  I 


3PS  3/      3P98  ìyf 


sen  6  36    3^        cos  8  3p    3{       cos  8 

V  V3P38   3^  '   36*  j; 


3/  39 


3^  38 


-^r  + 


\3p38 


3p  ,  3'?  ?«  \ 


ed  in  virtù  delle  (7) 


(0) 


d\       sen2  6  3{  3*{ 

—  = ~  -  -r  cos2  6  -4 

3*2  P      3P  3P8 


2  sen  6  cos  0     3*^ 
P  3P~30 


2  sen  8  cos  8    3{        sen2  6  32{ 

?      "W  +  "~p?~  W  ' 
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3Y 
3*3/ 


+ 


(9)< 


sen  0  cos  6    3?  A        ,  3V 
—  +  sen  0  cos  6  -^ 

P  3P  3p2 

cos20-sen20     3*^      cos20-sen2Q  3^     sen  0  cos  6    32^ 


3p30 


36 


32{ cos2  6   3{  8fì3*{      2  sen  6  cos  6    $*{ 

'      P      3P      SCn     3p*  P 


3/ 


3P30 


sen  0  cos  0    3{        cos2  G    32{ 

~      p*      ~db+~pr~'W 


formole  che  risolvono  il  problema  per  le  derivate  seconde. 

Mediante  le  formole  (8),  (9)  possiamo  ora  trasformare   in   coor- 
dinate polari  le  due  espressioni  seguenti 


(£)'+(£)'. 


a!5 .  a!c 

3**     3/ 


che  si  chiamano  i  parametri  differenziali  di  primo  e  di  secondo  or- 
dine e  che  hanno  importanza  in  alcune  questioni.  In  virtù  delle  (8) 
abbiamo  immediatamente 

(*)  +\dj)  =(Ip)  ^V^)' 

ed  in  virtù  delle  (9) 

3*1     3/~  P    dP       3ps      pj   30' " 

2)  Come  seconda  applicazione  consideriamo  la  funzione   {   che 
soddisfa  alla  equazione  (colle  derivate  parziali) 


(10) 


—t  +  2^  *  +  2^ -/)-??.  +  **/*  =  <> 


3* 


3* 


dy 


e  prendiamo  per  nuove  variabili  le  u  7v  legate  alle  x  ,y  dalle  equazioni 

1 


x  =  uv 


•>'=-' 


d;  le  quali  ricaviamo  le  altre 


v 


1 


V 
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Queste  ultime  formole  ci  danno  subito 

3«  __    _J_       3^_  ^-—0      —  — -  — —   *• 

dx  ~y  ~  v    '    djy  ~*  ~~~  UV  '  3*  ~~     '    dy  ~~      f~      V  ' 

quindi  le  (4)  diventano  nel  nostro  caso 

3{  _  3{  i        a<  _  ac  ^     ac  . 

—  ■ ,  —  UV V 

dx        3«   v  7         dy        3«  9t> 

e  dalla  prima  di  queste 

3*2  i'2  3*  3w  "*"  v  \3«*  3*      3«3v   3*/       t'*3n** 

In  conseguenza  la  (10)  diviene 

*«  3«f  »*   3»  V  v        W  \3w  3*      /  * 

ovvero,  riducendo, 


+  2wt>2  -^-f2(ti- r8)  ìì-  +  «V{  =  0, 


3wz  du  3^ 

la  quale  equazione  non  differisce  dalla  (10).  Solamente  in  questa  in- 
vece della  x  ,y  vi  compariscono  le  u  ,  v.  Quindi  possiamo  conclu- 
dere che,  se  {  =  ¥(x  yy)  è  una  funzione  che  soddisfa  alla  equazione 

(10),  anche  la  funzione  ^  =  F  (  xy,  —  J  soddisfa  alla  medesima  equa- 
zione. 

Pel  caso  delle  funzioni  di  più  variabili  indipendenti,  quando  a 
queste  se  ne  vogliano  sostituire  altre,  si  procede  in  modo  comple- 
tamente analogo. 

Esercizi. 

i  .  Ponendo  x  m  cos  /,  la  equazione 

(1  —  x*)yu  —  xy  +  n*y  =  0 


diviene 


2.  Ponendo  x  =  — —  -  ,  la  equazione 

(«  -«■)/  +  (!  -3  *')/-*»  =  <> 

diviene 

5? > _n 


*■    if  +  r-r    ■ 

3.  Ponendo  r  r=  log(a  +  *),  la  equazione 

{a  +  x)Y'  +  2(a  +  x)Y  +  (*  +  *!/  +  *v  —  0 
diviene 

4.  Prendendo  _y  come  variabile  indipendente,  la  equazione 

/+(«• -«)/■=<> 

diviene 

5-;  +  *  —  e*  =  0. 

5.  Prendendo  r  per  variabile  indipendente  e  ponendo  *  = 


questa  diviene 

i>!        di 

..  ,    .  ,.  s'i    ; 

0.  Se  si  pone  x  -r  y  =  w,  a-  — _v  z=  v  1  equazione  --  ;  =:  ; 


JjL- 

3»S» 


Ponendo  *"  +  «"  =  x,  e"  —  *>'  =y  V  equazione 


I.*"" 
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diviene 


*  +  £  =  a 


3w*      3t> 
8.  Sia  ^  funzione  di  x  ,y  e  si  ponga 


3£  3^  =        3*{  =  r      3*t  3*{ 

3*      ^  '   3^       *  '  3**      r  '   3/         '3*3.7 

e  sia  u=px  -t  qy  —  {.  Si  prendano  p  ,  #  come  variabili  indipendenti, 

3i  3? 

immaginando  x,y  espressi  mediante/*,  ^  per  mezzo  delle  -^=^,  —  =£. 

3*         cy 
Avremo  allora 

3w 3w  __        38« /  32« r 

~dp~~x  '    dg  ~~y  '  3?  ""  r/  —  s*    '  3p  ~~  77^7" ' 

32«  5 


3/>  3^  rt  —  5 


2   • 


Teoremi  sulle  funzioni  omogenee. 

119.  Una  funzione  $xx ,  x2 ,...  xn)  di  più  variabili  xu  xty...  xn  si  dice 
omogenea  rispetto  a  queste  variabili  quando,  sostituendo  txl}  txty..  txn 
in  luogo  di  xx ,  x2 ,...  .*•„,  la  funzione  che  così  si  ottiene  è  uguale  alla 
funzione  primitiva  moltiplicata  per  una  potenza  di  /,  cioè  quando 

(1)  9(/#i  ,  /*«  ,  .  .  .  tXn)  =  tm  (p(xx  ,Xt}...  Xn). 

W  esponente  m  (che  può  essere  un  numero  qualunque  positivo, 
nullo,  o  negativo)  dicesi  il  grado  di  omogeneità  della  funzione. 
Ad  es:  le  funzioni 

(2)  <p(*  7y)  =  a^xm  +  alxrtX-ly  +  a2xni-* ' yx  -\ -f  «m-i  xy"*-1  -f  amjT^ 

(3)  9(at  ,^  ,  {)  =  a.*^*  +  ke3^  +  <wy{*  +  *4, 


(4)     (f(x  7y)  =  \/ax*  +  òy\ 


(5)     <p(#  ,>')  =  \'ax*  +  2%  +  cy\ 
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X  V  1  X 


(7)    <p(*  ,y)  —  are  tg  ^ 

X 


*,,  1  *.*  •* 


sono  funzioni  omogenee  delle  variabili  che  in  ciascuna  di  esse  com- 
pariscono e  rispettivamente  di  grado 


///  ,  4  ,  1  ,  -^  ,  —  1   ,  0. 


Ponendo  /==  —  e 


\  /•        Xt  3  »'  \  s  I       2  3  n  \ 


?(* 


la  equazione  (1)  diventa 


rr\\  y  \  j-  /    X9  X1  Xn    \ 

(8)  ?(*,,*,,... x„)  =  xrf\-  ,  -r»...  — ), 

\  ^!  Xx  Xx/ 

cioè  :  i/«tf  funzione  omogenea  di  grado  m  e  uguale  alla  potenza  mesima 
di  una  qualunque  delle  variabili,  x,,  moltiplicata  per  una  funzione 
dei  soli  rapporti  delle  altre  variabili  a  questa. 

Se  poi  supponiamo  che  una  funzione  ?  soddisfaccia  alla  (8),  al- 
lora è  anche  soddisfatta  la  (1)  cioè  la  funzione  è  omogenea.  Infatti 
dalla  (8),  ponendo  txì  9  txt , . . .  lxn  in  luogo  di  xì  ^x% ...  abbiamo 


<P(**! 


,  /*2  ,  .  .  .  tXn)  =  t™  #,"'/(  ~    ,      ~  •  •  -  A"  )  =  '"'9(*1  >  *2  >  ■  '  •  *«)• 

\    ld»l  X\  Xl      / 


Perciò  potrebbesi  prendere    la   equazione  (8)  come   quella  che 
definisce  una  funzione  omogenea  di  grado  in. 

Dimostriamo  ora  i  seguenti  teoremi: 

Le  derivate  parziali  di  primo  ordine  di  una  funzione    omogenea 
di  grado  m  sono  funzioni  omogenee  di  grado  m  —  ] . 

Infatti  poniamo 

>|v  0^x\  y  X2  -  •  Xn)    ,|  /  \ 

'l  ~  ^\X\  5  *2   •  •  •  x») 

Cx\ 


^ 
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e  deriviamo  la  (1)  rapporto  ad  xx.  Avremo 

39(/*t  ,  tx%  .  .  .  tXn)      3(**l)    _  fm    d9(Xl,"-*n) 

ovvero,  per  la  (9), 

,^(txl ,  txt , . . .  /*»)  /  =  /m  ^(xl 7xì}..xn) 
cioè 

<[(/#!  ,  tX2  ,  .  .      £*„)  =  tm— l  ^(Xl  ,Xt  ...  Xn\ 

la  qual  formola  dimostra  il  teorema  per  la  — .  —  In    modo    iden- 

tico  si  dimostra  per  tutte  le  altre  derivate  parziali  di  primo  ordine. 
Ad  es:  il  teorema  è  immediatamente   verificato  per  le  funzioni 
(2),  (3);  per  la  (4)  che  è  di  grado  1  abbiamo 

29  x  3p  y 


&        Yax2  -i-  */  "  &        yax*+  by* 

che  sono  omogenee  di  grado  zero.  Per   la  (6),  che  è   omogenea  di 
grado   —  1 ,  abbiamo 

che  sono  omogenee  di  grado  —  2. 

Per  la  (7)  che  è  omogenea  di  grado  zero  abbiamo 

39  __  y  3?  _        x 


3*  **+/'         3/        **+y- 

che  sono  omogenee  di  grado  —  1. 

La  somma  delle  derivate  paratali  di  una  funzione  omogenea  mol- 
tiplicate rispettivamente  per  la  variabile  corrispondente  e  uguale  al 
prodotto  del  grado  della  funzione  per  la  funzione  stessa,  cioè 

39  39  ,    39 

Infatti  derivando  la  (1)  rapporto  a  /  otteniamo 

39^!    ,  tXz   ,  .      tXn)  39(^1  ,  tX2  ,  .  .  .  tXt)  ,  ,     3?(^l  ,  tXtj^.JxJ) 

3(/*l)  3(**f)  3(**«) 

=  W/"*— J  9(A'!  ,  X2  .  .  .  #n). 


2:tt 


e  ponendo  /  =  1  : 


3?        .    3?  39 

Questo  importante  teorema  è  dovuto  ad  Eulero. 
Come  applicazione  si  può  verificare   facilmente  questo  teorema 
per  le  funzioni  (2)  ,  (:*)  ,  (4)  ,  (5)  ,  (<>)  ,  (7). 


Esercizi 

1.  Applicando  il  teorema  d'Eulero  alla  funzione 
u  z=z  (x  +  y  +  if  —  (y  -h  i  —  xf  —  (x  +  {  —  yf  —  (x  +  jy  —  {)3 
si  trova  «  =  24^{. 
2.  Sia  9(# ,y  jUjV)  funzione  di  x  }y  ,  «  , t>  omogenea  di  secondo  grado 
rispetto  alle  variabili  « ,  v.  Posto 

3?        .  3? 

ST  =  a     ^  =  * 

si  supponga  che  queste  equazioni  definiscano  ;/ ,  v  come  funzioni  di 
*  iJF  >P  >  £>  cosichè  la  9  possa  considerarsi  come  una  funzione  <\>(x  }y  ,/> ,  #). 
Si  dimostri  allora  che 

3+  3+  3*  3?       3*  3? 

=  u   ,     —  z=v  — 


dp            '     dq           '    3*  3*    '    dy     "       dy  ' 

3.  Si  dimostri  il  teorema  seguente,  del  quale  il  precedente  è    caso 
particolare: 

Sia   9(#j  ,  xt . . .  Xn  ,  «x  ,  «2 */,.)  funzione    delle    2w    quantità 

<afj ,  xt  ,  . . .  xM  ,  «!  ,  w2  , . . .  Un   omogenea  di   secondo   grado   rapporto 
alle  variabili  ux ,  u% , . . .  «„.  Posto 

*_*       *?_.  *_* 


3«,      r    7  3«2      ^  3«M 

si  supponga  che  queste  equazioni  definiscano  «j ,  w2 , . . .  u„  come  fun- 
zioni delle  xì ,  xt , . . .  #„,  /»!  $r>2 , . .  />„,  cosichè  la  9  possa  considerarsi 
ce  ne  una  funzione  +(*i ,  x2 , . . .  am,  px  ,/>«,. .  ./>»)• 
Abbiamo  allora 

3*  3+  39       ,       ,    0  , 

dpk  '     d*k  dXk 


&*4 


Y.  Sviluppi  in  serie. 


Generalità  —  Criteri  di  convergenza. 


120.  Sia  Un  =  u{n)  una  funzione  univalente  finita  della  variabile  n 
quando  a  questa  vengano  attribuiti  valori  interi,  a  partire  da  un  certo 
numero  r,  e  tutti  i  successivi  maggiori  per  quanto  grandi.  Il  gruppo 
o  successione  di  numeri 

(1)  Us  =  u(s)   ,    Kv-f-1  =  U(S  +  1)    ,    W,-f_>  =  W(S  +  2)  ,.... 

che  si  ottiene  da  un  =  u(n)  attribuendo  alla  ti  tutti  i  valori  interi  cre- 
scenti a  cominciare  dall'  intero  s  ^  r,  chiamasi  serie  infinita  o  sem- 
plicemente serie.  La  funzione,  di  «,  ««  =  w(»)  chiamasi  il  termine 
generale  della  serie. 

Osserviamo  che  i  termini  che  si  ottengono  da  un  =  u(n)  attribuendo 
ad  n  i  valori  5,  s  -f  1,  s  +  2,...  si  possono  ottenere  da  u(m  +  s  —  1)  attri- 
buendo ad  w  i  valori  1 , 2 ,  3 ,...,  cosichè,  posto  vM  =  r(m)  =  i/(w  -r  5  -  1), 
la  serie  (1)  diviene 

7»  71  7» 

Ll     J    Lì    1    t3  ?  •  •  •  •   ■ 

nella  quale  l'indice  del  primo  termine  è  l'unità.  E  così  ancora,  cam- 
biando convenientemente  il  termine  generale  d'  una  serie,  possiamo 
ridurre  l' indice  del  primo  termine  a  quel  numero  intero  che  si  voglia. 

Ad  es.  la  serie,  il  cui  termine  generale  è  - — e  P  in- 

1  .  2  .  3  ...  n 

dice  del  primo  termine  è  1'  unità,  è 


1    .A     __L  -    -J 

'    1.2    '    1  . 2 . 3    '    1.2.3.4' 


•  > 


quella,  il  cui  termine  generale   è  i — 1Y* e    l'indice  «  2I 

1  .  2  ...  ti 


i 


t  '  I." 
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primo  termine  è  l'unità,  è 

-i     l  l 


o  ?  •  ■ 


quella,  il  cui  termine  generale  è  - — — e  l' indice   del   primo 

X     i    v    ■    ■    ■   H 

termine  è  s,  è 

1  1  1 


1  .  2  ...  s    '    1  .  2  .  3  ...  s(s  +  1)    '    1  .  2  .  3  . . .  5(5  +  1)  (5  +  2)  '  '  '  '  ' 
che  è  pure  quella  il  cui  termine  generale  è  — — -; — ; rr-  e 

1.    •  v  •  •  •  l'i    " i     J      ~  A  i 

l'indice  del  primo  termine  è  l'unità. 

Sia  la  serie  * 


wi   >  «2  ,  «3  > 


.  * 


Consideriamo  la  somma 

Quando  «  cresce   indefinitamente  potranno  presentarsi  questi   tre 
casi: 

1)  Lim  Sn  =  S,  S  quantità  finità.  In  questo   caso  la  serie   dicesi 

n=r. 

convergente  ed  S  il  valore  o  la  somma  della  serie  e  si  conviene  di 
scrivere 

S  zr  lim  S  =  lim^!  -+-  w2  -f  . . .  -f  w„)  =  ux      u2  +  u3  +  . . .  =_=  2«r. 

2)  Lim  Sn  =  ±  x .  La  serie  dicesi  divergente. 

n=.r. 

3)  Il  limite  di  SM  non  esiste.  La  serie  dicesi  indeterminata. 

È  chiaro  che  per  poter  introdurre  nei  calcoli  il  valore  di  una  serie 
occorre  che  questa  sia  convergente,  ed  allora  con  ux  +  u2  -f-  u3  -f . . . 

o  con    2  ur    intendiamo    il    precedente    valore   S  ;    e    la  espressione 

ttj  .'.  ut  -f  «8  -f  . . .  ci  rappresenta  una  quantità  determinata  solo  quando 
la  «  erie  ux ,  ut ,  uz , . . .  sia  convergente.  E  poiché  di  una  serie,  quando 
sia  convergente,  si  introduce  nei  calcoli  il  suo  valore,  così  si  suole 
chi  mare  serie  la  espressione  ux  +  uz  +  u3  -f  . . . ,  ciò  che  anche  noi  fa- 
ren  **  nel  seguito,  notando  però  esplicitamente  che  tale  espressione  ha 
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preciso  significato,  e  cioè  con  essa  si  intende  il  lim  (ux  -rut  —  ... -r», 


n=r. 


solo  quando  la  serie  ux ,  «2 ,  uz  , . . .  è  convergente,  e  non  ha  significati 
e  non  potrà  introdursi  nei   calcoli  se  la   serie    «, ,  ut ,  i/3 , . . .  non 
convergente. 

Esempi. 


1)  Sia  la  serie 
1  1 


1 


1.2  +  2.3   +  3.4~+'"  +  ~ 
Abbiamo 


1 


+ 


1 


n(n  +  1)        («ri)  (fi  -f  2» 


S,= 


ì+ì 


1 


1 


1 


-t- 


1.2        2.3        3.4 


+  . ..  + 


n(n  -h  1) 


ir  +  ir""T  +  "  '  +  "«-i 


=1  — 


1 


«-ri    ' 


e  perciò  lim  S„  =  1. 

La  nostra  serie  è  quindi  convergente  e  il  suo  valore  è   l' unità, 


cioè 


__      1  1         _J_  _^ 1 

~~  1.2   ^'2.3+  3.4   + ari*. 


(*  +  !)• 


2)  Sia  la  serie 


1t2t3tt...  +  «t... 


Avendosi 


Sn  =  1  t  2  +  3  -r  . . . 


«, 


lim  S„ 

»t=ao 


X 


la  serie  è  divergente. 


3)  Sia  la  serie  il  cui  termine  generale  è  ( — 1)" 


— ì 


« 


n^r  1 


cioè  la 


sene 


2         3        4         5        t> 


i 
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Facendo  la  somma  di  un  numero  pari  2w  di  termini  abbiamo 

__  2         3        4         5        6  2*  2n  +  1 

S,""T_T  +  3"""T+  5"""'"'+2^TI  2ÌT~ 

111  1 


1.2        3. 4        5. 6  '    (2«  — 1)2« 

— L  •  JL  _  2       _L_JL  1  1 

~  2  ^  3         4  "  +  5        "6  +  "  '  "  +  2*  —  1        2n  ' 

Osservando  che 

«-=('-t)+(t-7)— yrr-è) 

e  che  le  quantità  tra  parentesi  sono  positive,  si  vede  che  S2„  cresce 
sempre  al  crescere  di  n\  ma  d'altra  parte 

S„  =  l_(-_T)_(T--)-...-(— g-g^I] i) 

per  quanto  grande  sia  «  ;  quindi,  in  virtù  del  teorema  al  n.  25,  rico- 
nosciamo che  S8n  al  crescere  di  n  ha  un  limite  finito  che  indiche- 
remo con  A. 

Facendo  la  somma  di  un  numero  dispari  di  termini  della  serie 
proposta  abbiamo 

,       2 

Q  —  Q  2tt  +  2   — Q       -i.  n 


2*  +  1  8n   '  1   ' 

2+  — 
n 


ed  in 


conseguenza 


lim  S^-f!  =  A  -f  1, 


e  vediamo  così  che  Sm  al  crescere  di  m  non  ha  un  limite  determi- 
nato, perchè  al  crescere  di  m  per  numeri  pari  il  limite  è  A,  al  cre- 
scere di  m  per  numeri  dispari  il  limite  è  A  +  1. 


La  serie  proposta  è  quindi  indeterminata. 
Sia  la  sene  (progressione  o  serie  geometrica) 

1  +  *  +  ** +  #*-+-...+  i**-1  +  *"  +  ... 

] 
biamo 

SB  =  1  +  *  +  ar*  +  . . .  +  a"—1, 

xSn  =  x  +  *!  +  x3  +  . . .  +  x", 

1 

(i-*)s,  =  .-*",s^-f_--  — ,  1 

limS   -      l  I       Um      . 

*=*  *         1  —  *  1  —  x  a==c      ' 

'    cui,    se    [a'|  <1,    è    lÌmSn  =  - e  la  serie   è  convergente,  i 

|*|  >1.  lim*"  =  ±oo  e  la  serie  è  divergente.  Se  *  =  1,  laser* 
■posta  si  riduce  alla 

1  +  1  -i  1  +  1  +  1  +  ... 
:  è  divergente.  Se  #—  —  1  la  serie  proposta  diventa 

1  —  1  +  1  —  1  +  1  —  1  +  ..: 

:  è  indeterminata,  essendo  Ss„  =  0,  St„4)  =  l. 
Quindi  la  progressione  geometrica  è  convergente  solo  quando 
<  1  e  per  tali  valori  di  *  vale  la  forinola 

lira  (1  +  *  +  **  +  ...  +  *")  =  ~—=l+*  +  **  +  ««  +  ...! 

|*|  >  1  o  se  x  —  1  la  serie  è  divergente  ;  se  *  =  —  1    la  serie  è 
eterminata. 

I2j.  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  urie 

convergente  è  chi,  per  ogni  numero  a,   arbitrariamente  pìcchi  • 
itivo,  esista  un  corrispondente  numero  m  tale  che  per  tutti  >  W" 


lori  dell'  indice  n  ^  m  siano  verificate  le  disuguagliante 

]H,+1;  <a,   |«»f, +  «*+,[<»,   ;M,,+1  +  „-|t  +  «n4il-  3..., 

l«--<-|+   «--+*+  «n+j  +  ■■•  +  "..-+ ?i<S 

qualunque  sia  P  intero  positivo  p. 
La  condizione  è  necessaria. 
Supponiamo  infatti  convergente  la  nostra  serie,  cioèlimS„  =S. 

Allora,  pel  teorema  al  n.  26,  dato  s,  esiste  un  numero  m  tale  che 
per  «  ed  n  non  inferiori  ad  in  è  ]S„ —  5,,'j  <ct,  e  quindi  ancora 
per  «  ^  m  e  qualunque  sia  p 

ovvero,  poiché  S„-  .  „  —  S„  =  un+l  +  . . .  +  „~p, 

come  dovevasi  dimostrare. 

La  condizione  è  sufficiente. 

Infatti  se,  dato  o,  esiste  un   numero  m   tale  che,  per  n'^.m  e 
qualunque  sia  ^,  sia 

|*«+l  +  *t+t+   ■■•-<■    «n+J.  '<' 

ovvero  1S«+j.  — ■  S«|  <c,  in  virtù  del  teorema  al  n.  2(3,  Sn  al  crescere 
di  «  avrà  un  limite  finito,  cioè  la  serie  è  convergente. 

122.  La  precedente  condizione  necessaria  e  sufficiente   alla  con- 
vergenza d' una  serie  si  può  trasformare  in  un'  altra. 
Chiamasi  resto  d'unii  serie 


troncata  al  termine  w*"'"10,  la  serie  che  si  ottiene  dalla  proposta  to- 
gliendone i  primi  n  termini;  indicandolo  con  R„  è 

Ora  abbiamo 

S„  -„=  S»  +  «„+,+  M.,4,+-.+  M^.^S^-i,,—  S„  =  *„-!.,+  «n+,-K.-t-H,.-, 


t 
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Se  la  serie  è  convergente,  limS„+p  =  S,  e  quindi  anche 


r. 


lÌm(«n+1  +  «n-{-2  -T  ...  4-  Un4-p)  =  S  S, 

ossia 

Rn  =  S  —  Sn  5 
e  da  questa  si  ricava 

lim  Rn  =  S  —  lim  Sn  =  S  —  S  =  0. 


Dunque,  se  la  serie  è  convergente,  segue  che  lim  Rn  =  0. 
Inversamente,  se  lim  Rn  =  0,  la  serie  è  convergente.  Infatti,  os- 

W=0O 

serviamo  che  per  questa  ipotesi  esiste  ed  è  finito  il 


lim  («n-f!  +  ««-f8  +  .  ..  +  Un+p) 

a  partire  da  un  certo  valore  di  «  in  poi.  Inoltre,  dato  a,  esisterà  un 
numero  m  tale  che  per  «,  ri  non  inferiori  ad  m  sarà 


|Rn  —  R»»|  <  sr> 
e  quindi  ancora,  per  n  ^.  m  e  qualunque  sia  q, 

|Rn  —  Rn^|<^; 

ma 

Rn  =  lim  (Un-^i  4"  ««4  S  4~  .  .  .  4"    «n-Up), 


RnO-9  =  Imi  («n-f  f/4-!  -f    H„4-«+t   +   •  •  ■  +  Un+q+s) 

=  Hm  (Un+q+ì   +  Wn_|  q± 2   +  .  .  .  "f  «n-fp), 

R„  Rw-f-f  =  Hm  [(uH-f  i  4~  «M4-2  -}-...  +  Wn4-p) 

—  (w«-}-«-f-i   +   "»4-r/-f-8  +  •  •  •  +   K,»-fp)l 
=  Hm  («,,4-j  4-  ttn4.2  -f-  ...  -f-  ttw_j-7)  =:  Un+x  +  Wn4-2  +  —  +  U*M  ' 


quindi,  per  tt^m  e  qualunque   sia  #, 


l'-.'n 


■ri' 
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e  la  serie,  pel  teorema  dimostrato  precedentemente,  è  convergente. 

Da  tutto  ciò  si  raccoglie  che: 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  serie  sia  con- 
vergente è  che  il  suo  resto  Rn  al  crescere  di  n  abbia  per  limite  zero. 

123.  Dal  teorema  al  n.  121   risulta  che  è  condizione  necessaria 


<*) 


alla  convergenza  d9  una  serie  2un  che  sia  lim  un  =  0,  e  che  questa  con- 


n=» 


dizione  sola  non  è  sufficiente  per  la  convergenza  della  serie  stessa. 

Come  esempi  si  può  verificare  che  per  le  serie  convergenti  stu- 
diate al  n.  120  il  limite  di  un  al  crescere  di  «  è  zero,  e  per  la  serie 

indeterminata  t( —  1)*— *  —,  considerata  pure  al  n.  120,  il  limite 

1  «4-1 

del  termine  generale  al  crescere  di  «  è  l'unità. 
Per  la  serie 


1  111 

S(_1)»+1_==1__+__T+ 

1 


si  ha  lim  un  —  lim(—  \)n+l — =  0;  essa  è  convergente  perchè  (n.  123) 

n 


«=« 


lim  S,w  =  lim  (l  __  +  _  —  ...  —  —  )  =  A, 


lim  Sj»-f  j  =  A  +  lim  - 


1 


2«4-l 


-A. 


Ma  la  serie 


^1        ,        1        *        1    , 
2t  =  1+  2  +  8-+T  +  -" 


è  divergente,  quantunque  lim  «„  =  lim  —  =  0. 

»=»  n 


»==» 


Infatti,  indicando  con  a  V  esponente  della  più   alta   potenza  in- 
te  a  positiva  del  numero  2  contenuta  in  n,  abbiamo: 


111  1 

s»  =  i  +  ¥  +  ¥  +  T  +  ....  +  - 


16 
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1/1        1 \       / 1        1        1    t    1\ 

S"  =  1+2+(3+t)  +  (5-+6-+T+8) 

+  -"  +  \2"-'+l  +2"-»+2+'"+  W 
+  (  2^  +  T  +  ~&  +  2  +  •  •  *  +  H) 

>'*(Ì4)+(K44) 

+  •••  +  (»«-»  + 1  +  2—i  +  2  +,""fW; 

ma  „+_>2T  =  -l 

1        1        1       J_      4J___J_ 
5  +6  +  7  +8>48  ~  2  ' 


1  1  1  .     2*  —  2— l         1 


+     Oa_l  _L   O     + *"    Oa    ^ 


2*-1  +  1        2*-1  +  2  ^2«  2*  2  ' 

per  cui 

o   ^   ,        1    .    1  1        ,       a 

sn>i  +  -  +  Y  +  ...  +  T==i  +  T. 

Ora  poiché  a  cresce  con  «,  e  lim  (  1-j--— )=oo,   segue  che 
anche  lim  Sn  =  oo ,  cioè  la  serie  è  divergente. 


71=1» 


124.  Se  i  termini  d'  una  serie  convergente,  il  cui  valore  è  S,  si 
moltiplicano  per  una  quantità  a,  si  ottiene  una  nuova  serie  conver- 
gente, il  cui  valore  è  aS. 

Sia  la  serie  convergente 

S  =  ux  +  ut  -f  1/3  + 

essendo  quindi  S  =  lim  SM. 
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Indicata  con  S'n  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie 

aux  -f  aut  -f  au3  +  . . . . 
abbiamo 

lim  S'„  =  limftfK!  -f  j«8  +  . . .  +  aun)  =  lim  *SM  =  aS7 

forinola  che  dimostra  il  teorema.  Dal  quale  risulta  che  per  moltipli- 
care una  serie  convergente  per  una  quantità  a  possiamo  moltiplicare 
per  a  ciascun  termine  della  serie,  perchè  abbiamo 

aS  =  a(u1  +  ut  +  u3  +  ...)  —  aux  +  aut  +  <*w3  +  . . . 

E  si  dimostra  in  modo  analogo  che  se  la  serie  aux  •+-  au2  -f  au%  +  ... 
*  convergente  ed  ha  per  valore  S,  /a  s*r*V  w2  +  «2  -f  w3  -+-  . . .  è  pure 

S 

convergente  ed  ha  per  valore  —  ;  dal  che  risulta 

a 

aux  +  aui  +  au2  +  ...  =  a(ux  +  w8  +  w3  + ), 

cioè  nella  serie  convergente  <zh j  +  <jk2  +  . . .  possiamo  raccogliere  il 
fattore  comune  a,  giacché 

S  =  aux  +  au%  +  . . .  =  a  —  ==  #(w,  -f  ut  -f  w3  -f  . . .). 


i*3  »») 


125.  Stf  /*  smV  2«w,  2f„  sono  convergenti  e   i  loro  valoti  sono 

S,  S',  la  serie  il  cui  termine  generale  è  un  =b  vn  è  convergente  ed  ha 

per  valore  S  =b  S',  cioè  S  db  S'  =  2(w„  db  rfI). 

1 

Posto 

Sn  =  ux  +  w2  +  . . .  +  ui{J        S'„  =  v{  +  v2  +  ...  0*, 

S"n  z=  («1  ±  Pl)  +  (II,  ±  V,)  +  .  .  .  +  («„  ±  *„)  =  S„  db  S'n 

abbiamo  subito 

lim  S\  =  lim  (S„  =fc  S'„)  =  S  db  S', 

che  dimostra  il  teorema.  Dal  quale  risulta  che  per  sommare  (o   sot- 
trare) due  serie  convergenti   possiamo   sommare  (o  sottrarre)  i  ter- 


'.".-    -V] 
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mini  corrispondenti  agli  stessi   valori    dell'  indice    nelle  due  serie, 
poiché 

S  dt  S'  =  («!  +  ut  +  «3  -+•  . . .)  db  fo  +  r2  +  v3  +  . . .) 
=  ("i  ±*i)  +  («8  ±vs)  f-(«s±t),)  +  ... 
Ad  es.  se  \x\  <  1,  essendo 
1 


1— * 

1 

1  +# 

ricaviamo 


=  l+x-\-x*  +  x*  +  xi  +  ..., 


=  1  — #  +  x*  —  x*  +  x4 —  ...t 


1        +  — ^ — =2  +  2^8  +  2A:4  +  2*3+...z=2(l-f  Ar24-^  +  ^  +  ...) 


1  —  X  l  +  X 

ossia 

1 


1— rf 


=  1  +  **  4-  x*  +  x*  +  . . . 


126.  Nel  'maggior  numero  dei  casi  non  è  facile  calcolare  il  limite, 
per  n  crescente  indefinitamente,  della  somma  dei  primi  n  termini  di 
una  serie,  e  perciò,  per  riconoscere  se  una  serie  sia  convergente, 
giova  ricorrere  ad  altri  criteri,  dei  quali  andiamo  ora  ad  esporre  i 
più  usati  e  fecondi  e  più  semplici,  contenuti  nei  seguenti  teoremi: 
Una  serie  è  convergente  se  è  tale  la  serie  formata  coi  valori  as- 
soluti dei  suoi  termini. 

Indicando  con  S„  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie 

e  con  S'p  la  somma  di  quelli  tra  essi  che  sono  positivi,  con  S"g  la 
somma  dei  valori  assoluti  di  quelli  che  sono  negativi,  e  con  S"»  la 
somma  dei   primi  n  termini  della  serie,  per  ipotesi  convergente, 


:«i 


+   \Ui\   +   \U3Ì  +  ..., 


abbiamo 

S— —■  Q'            C"                C"'    C     _i_  C 
n O  p  ^   G»              ^     n O  p  ~T  O  q» 
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Ora   poiché  limS"'„  è  una  quantità  finita  S'",  le  S',>,  S%  che  Cre- 


ilo 

scono  al  crescere  di  ny  ma  mantenendosi  sempre  inferiori  a  S'",  hanno 
limiti  finiti  che  indicheremo  con  S',  Sw,  cioè  lim  S'p  =  S',  lim  Sf/3  =  S"; 

e  quindi  lim  Sn  =  S'  —  S",  che  dimostra  il  teorema. 

Ad  es.  riconosciamo  subito  che  la  serie 

1 1_     J. 1 1_      Jl 1 J__ 

2         22  +  2*         2*         25  +  2'         27         2*  +  '  " 

è  convergente  dall'  essere  tale  la  serie 

1-4- JL       l        _L      _L 

14~  2  +  2*  +  2*  +  2*  +  ,#' 

essendo  questa  una  progressione  geometrica  colla  ragione  —-. 

/Ci 

La  reciproca  non  è  vera,  cioè:  se  una  serie  è  convergente,  non 
sempre  è  convergente  la  serie  formata  coi  valori  assoluti  dei  suoi  ter- 
mini. Ad  es.  la  serie 

2  +  3         4  +  5       •'• 
è  convergente,  ma  non  lo  è  la  serie 

1111 
2        3        4        o 

Quindi,  percìiè  una  serie  sia  convergente  basta,  ma  non  è  neces- 
sario, che  sia  convergente  la  serie  formata  coi  valori  assoluti  dei  suoi 
termini. 

Quando  quest'  ultima  serie  risulti  convergente  la  serie  proposta 
dicesi  assolutamente  convergente. 

127.  Se,  a  partire  da  un  certo  termine,  tutti  i  successivi  termini 
d*  una  serie  sono  in  valore  assoluto  non  maggiori  dei  corrispondenti 
<T  m  altra  serie  a  termini  positivi  e  convergente,  é  pure  convergente 
la  òr  ima  serie. 

Osserviamo  che  una  serie  e  quella  ottenuta  da  essa  togliendole 
i  ]  rimi  r  termini  sono  insieme  convergenti  o  non   convergenti;  in- 
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dicando  con  Sn  la  somma  dei  primi  n  termini  della  prima  serie,  con 
A  la  somma  degli  r  termini  tolti,  con  S'n_r  la  somma  dei  primi 
n  —  r  termini  della  seconda  serie,  ciò  risulta  subito  dalla   formoli 

Con  questa  osservazione  possiamo  supporre  che  le  condizioni 
dell'enunciato  siano  verificate  a  cominciare  dal  primo  termine,  poi- 
ché, ove  lo  fossero  solo  a  partire  dal  termine  amo,  considereremmo  le 
due  serie  ottenute  a  partire  da  questo  termine. 

Ciò  posto,  siano 

i/i  +  ut  ■+■  «3  +  . . . 
la  serie  data  e 

t'i  +  t32  +  V3  + 

la  serie  a  termini  positivi  convergente,  e  sia 
La  serie 

(1)  1^1   +  K,|+!*8|+.... 

sarà  allora  convergente,  perchè,  posto 

S'it=|«i|  +  \ut\  +  .. .  +  |«n|,         S^d,  +  i>t  +  ...  +  i>* 

abbiamo,  per  quanto  grande  sia  »,  S'„^S"«;  ma,  chiamando  S"  il 
lim  S"»,  S'n  cresce  con  »  senza  mai  superare  S",  quindi  S'„  ha  limite 


n— « 


determinato  per  n  crescente  indefinitamente.  Essendo  convergente  la 
serie  (1)  è  quindi  anche  convergente  la  serie  proposta. 
Ad  es.  se  |x|  <1,  si  vede  che  la  serie 

1  +  x  cos  9  ■+  x1  cos  29  4-  a3  cos  39  +  . . . 
è  convergente,  perchè  è  tale  la  serie 

1  +  1*1  +**+  *ì3  +  ... 


ed  è  |#ncos«9|f^|.ff|n  per  tutti  i  valori  dell'indice  n. 

Se  i  termini  della  serie  ut  +  ut  +  u3  +  . . .  sono  positivi  e  <m 
minori  dei  termini  corrispondenti  della  serie  divergente  a  termini  w- 
sitivi  Vj  -h  v2  -f  v3  +  . . . ,  la  prima  serie  è  pure  divergente. 


Infatti  avendosi 

Sn  =  «,  4-  »,+  ...+  «.>  S'„  =  v,  +  vt  +...  +  vn 
e  lira  S'„  =  so  ,  avremo  anche  lim  S„  =  ce. 
Ad  es.  la  serie 

Y°_L_  —      1  1  1  1 

è  divergente  qualunque  sia    il    numero  fi.   Infatti   se   P    è    ini 

positivo,  il  primo  termine  —  è  il  termine  (P  +  l)mo  dell) 

divergente 

-14  •■• 

e  quindi  è  pure  divergente  la  nostra  serie  V  -f-— — .  Se  6  è 

i  P  +  n 
tìvo  ma  non  intero,  indicando  con   m  un  intero   maggiore  d 

"        1 
serie  \\  -f- ha  i  termini  maggiori  dei  corrispondenti  dell 

divergente  \\ ,  e  quindi  è  divergente.  Se  fi  è  negativo, 

ed  m  un  intero  positivo  maggiore  di  0,.  la  serie  V  — -. 

vergente,  perchè  a  partire  del  termine  w*esimo,  i  suoi  terminisonop 

e  maggiori  dei  corrispondenti  della  serie  divergente   V 

_  i  m  —  " 

138.   Una   serie  £iin  è   convergente,   oppure   non  converger! 

Ci  ndochèj  a  cominciare  da  un  certo  termine,  il  valore  assoluto  di 
p  rto  di  ogni  termine  al  precedente  è  minore  di  un  numero  f. 
h  <  1 ,  oppure  è  maggiore  dell  unità. 


248 

Infatti  supponiamo  che  a  cominciare  da  «  =  1,  (il  che  possiamo 
fare  senza  ledere  alla  generalità  della  dimostrazione  (Vedi  n.  prece- 
dente) ),  sia   — *^— 

Abbiamo  così 


<h<ì. 


Kl<*l*il  ,  |«»|<*|ir,|<;*«|ir1|   ,  \uA\<h\u,\<P\ul\ì... 
ed  in  generale  \un\  <hn~ì\ul\ì  cosichè  i  termini  della  serie 

sono,  a  cominciare  dal  secondo,  minori  dei  corrispondenti  della  serie 
geometrica  convergente  (essendo  h  <  1) 

|*i|(l  + A+  *2  +  /r3+  ...). 
La  serie  «j  +  ut  +  «3-f- . . .  è  quindi  convergente. 


Se  poi    fosse    invece 


!  un+\ 


Un 


>  1,    avremo,    qualunque  sia  », 


w„4-i|>|wn|  cioè  i   termini   della  serie  andrebbero  numericamente 
crescendo  con  n  e  non  potrebbe  essere  lim  un  =  0,  e  quindi  la  serie 


n=» 


non  è  convergente. 

Da  questo    teorema   si    ricava  subito  V  altro  che  :  una  serie  Zu« 


è  convergente,  oppure  non  convergente,  secondochè,  essendo  lim 


»=x 


U*-f  i  |        , 
1  =/, 


U» 


è  /<  1  oppure  />  1. 

Infatti  se  /<  1,  fissiamo  un  numero  positivo  qualunque  a  <  1  —  A 


cosichè  /  +  a  <  1  ;  e  poiché  lim 
che  per  n^m  è 


H=X> 


«n-f-l    


Un 


•=.  1,  sia  m  quel  numero  tale 


(1) 


/  — 


Un+\ 
Un 


<*. 


Ora,  per  questi  valori  dell'indice  «,  avremo  sempre 


Un 


</■*  J> 


perchè  per  ognuno  di  tali  valori  »oè 


«« 


</  ed  allora  a  ]  ù 


J 


forte  racione  I—     -<"/+»,  o   è 

I   ««  I 


-  >  /  ed  allora   la  (1) 


I  ».  I 

un  certo  termine, 


-^-  </+  f.  Abbiamo  adunque,  a  parti 

</4-<7<l,  e  quindi  pel   precedente 

rema  fa  serie  è  convergente. 

Se  poi  />1,  prendiamo  o</ —  1,   e   quindi   / — ff>l 
fora  si  dimostra,  allo  stesso  modo,  che,  a  partire  da  un  certe 

mine,      —  |  >/  —  °>1(  e  quindi,  pel  teorema  precedente,  1; 

è  non  convergente. 

Nel  caso  in  cui  lim    — —  =  1,  bisogna  ricorrere  ad  altr 

terì  per  decidere  della  convergenza  o  non  convergenza  della  ; 
Ad  es.  la  serie 


x         x*  x3  x"—1 

I  +  T+TT4  1.2.3  +"-  ì. ->.(«— i)  " 

è  convergente  qualunque  sia  x,  perchè 


m(m  —  1) 


w(M-l)(m-2) 

1  .2.3 


è  convergente  secondochè  \x\  <  1  o  j*|  >  1,  perchè 


Per  |*|  =  1 


«(• 

—  !)-(■— +  D_ 

1.2. ..a 

K< 

— 1) .-(— «     2)r.   , 

1.2...(„-1) 

ricorrere  ad  altri  criteri. 
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tT' 


129.  Una  serie  %un  è  convergente,  oppure  non  convergente,  secon- 


dochè,  a   cominciare  da   un  certo   termine,  è  \/\un\  <Ch<l,  oppure 


V\un\>l. 

Sia,  a  cominciare  dal  primp  termine,  il  che  non  lede  alla  gene- 


ri 


ralità  della  dimostrazione,  \/|w«l<^<l>  oss*a   lMn|<^*«  L*  serie 

or 

S|««|  è  convergente,  perchè  i  suoi  termini  sono   minori  dei  corri- 

spondenti  della  serie  geometrica  convergente  SA".  La  serie  proposta 
è  quindi  convergente. 


Se  poi  Vlw»l  >  1?  è  anche  \un\  >  1,  qualunque  sia  «,  e  quindi, 
non  potendo  essere  lim  un  =  0%  la  serie  è  non  convergente. 


W=50 


•Da  questo  teorema  segue  l'altro: 

La  serie  S««  è  convergente,  oppure  non  convergente,   sccondochè, 
1 

n 

essendo  lim  \/\un\  =  /,  è  / <  1,  oppure  />  1  ;  che  si  dimostra  in  modo 


«=» 


analogo  a  quello  tenuto  per  dimostrare  il  secondo  teorema  del  nu- 
mero precedente.  • 

Ad  esempio,  la  serie 

a  +  ì  /a  4- 2     \*      /a  +  3     \3  /a  +  n  \n 

a  \a  +  1     /        \a  -h  2     /  \  *  +  »  —  1       / 

dove  «  è  numero  qualunque,  purché  non  intero  negativo  (nel  qual 
caso  vi  sarebbe  un  termine  della  serie  che  avrebbe  lo  zero  per  de- 
nominatore) è  convergente  o  non  convergente  secondochè  |#j  <  1  0 
|*|  >  1,  perchè 


7 

lim Vlwn|  —lini  y 
La  serie 


a  +  n 

x 


a  +  n  —  1 


n 

=  lim 


a  +  n 


a  +  n 


=  \x\. 
1  < 


V^_ an  +'2nx  =  r-a-f-?x  _|_  ^—  \a  M.v  -}-  ^— Oa-f«*  _u  ^— lóa-f-S*  ^    , .  ? 


J 
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dove  a  e  positivo,  è  convergente  qualunque  sia  x  perchè 
lim  Vun  =  lim  *-**+**  =  #*  lim  ( — V  =  0. 


130.  Una  serie  a  termini  di  segno  alternato  e  decrescenti  conti- 
nuamente e  indefinitamente  è  convergente. 
Sia  la  serie 

u\  —  ut  +  uz  —  U4  +  uo     -  «0   +  •  •  j 
dove  Wj  ,«,,...   sono  positivi  e 

ui  >  u%  >  uz  >  u4  >  •  •  •  »        lim  «„  =  0. 


•  j 


M=X> 


La  somma  SSndi  un  numero  pari  di  termini  cresce  indefinita- 
mente al  crescere  di  «,  mantenendosi  sempre  minore  di  ux  ;  ciò  si 
vede  dalle  formole 

S*n  =  («l  —  U*)  +  (W3  —  *<)  +  •  •  •  +  («ìh-ì  —  «I J  >  0, 

Quindi  Sfw  al  crescere  di  n  ha  un  limite  determinato  S,  lim  S,n  =S. 
Inoltre 


n—r. 


Si«4-,  ==  Stn  +  «tn-f  i>        lim  S2n+ 1  =  S  +  lim  utn+x  =  S. 


W=oo 


n=oo 


In  ogni  caso,  adunque,  essendo  lim  Sm  =  S,  la  serie  è  convergente. 
Ad  es.  la  serie 


m=» 


J        3  +  5        T+9~ll+'-'' 

che  soddisfa  alle  condizioni  dell'  enunciato  del  teorema,   è  conver- 
gente. 

Esercizi. 


.  La  serie 
1 


+ 


1 


r +!)(*  + 2)        (*  +  2)(*  +  3) 


+  ...+ 


1 


(*  +  *)(#  +  »  +  1) 


-f  . .. 


.^3 


a 
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è  convergente  qualunque  sia  x}  diverso  da  un   numero  intero  nega- 
tivo, ed  ha  per  valore — . 

x  +  J 

2.  Se  Sn  indica  la  somma  dei   primi  n  termini  della  serie  diver- 
gente 

(a)  «i  +  «j  +  w3  +  ..  +  tf«+..., 

la  serie 

(h\  Uf       i      U*      i      u*       ■  *" 

è  convergente  ed  ha  per  valore  — . 

ux 

3.  Se  la  serie  (a)  è  convergente  ed  il   suo  valore  è  S,  diverso  da 

1  1 

zero,  la  serie  (b)  è  convergente  ed  ha  per  valore -^- . 

4.  Applicando  il  teorema  dell'esercizio  2°,  e  partendo  dalle  serie 
divergenti 

1+2  +  3  +  4  +  5  +  ...  +  *+..., 
l+3+-5  +  7  +  ...  +  (2«  —  1)  +  ..., 
l2  +  22  +  32+42  +  ...  +  «»+..., 
dimostrare  che  le  serie 

1  1  1 

+     *\      r»       a        i      •••+/  i\        .  i      i  V      +    •  •  *  > 


1.2.3        2.3.4    T  "         (»  —  1)  »(«  +  1) 
3  5^7^         t       2*-l       , 


12.22^  22.32        32.42  («  —  l)2^ 

1  1  1  1 


3.15        8.35       15.53^*  («2  —  1)  (4«*  —  1) 

sono  convergenti  ed  hanno  per  valore  — ,  1 ,  —  rispettivamente. 

4  oo 

5.  La  serie  V  — rr-^ -r-  è  convergente  per  x  diverso  la 

*-l  (1  —  *M— *)  (1  —  *") 

1  * 

db  1,  ed  ha  per  valore  — ^-  per  \x\  >  1,— rr-  per  |*|  < 

(1  —  xy  (1  —  xy 


i 


253 
<>.  La  serie 

x  +  ?#*  +  Sx3  +  . . .  +  nx*  -f  . . . 

è  convergente  per   !#|<1   e  non  convergente  per  gli  altri  valori 
di  x. 
7.  La  serie 

x2        x3  xn 


è  convergente  qualunque  sia  x. 


8.  La  serie  V  ( 1  ,  dove  e  e  b  sono  tali  numeri  che  e  +  nb 

non  sia  mai  zero  per  qualunque  valore  dell'  indice  n,  è  convergente 
pei  valori  di  x  tali  che  \x\  <  \b\. 


incondizionatamente  convergenti  —  Sene  doppie  — 
Moltiplicazione  delle  serie. 


131.  Poiché  la  natura  ed  il  valore  di  una  serie  dipendono  dal  li- 
mite della  somma  dei  suoi  primi  n  termini  al  crescere  di  n,  non 
parrà  strano  che,  in  certe  serie,  disponendo  diversamente  i  loro  ter- 
mini, esse  mutino  valore  o  natura;  cosichè  ad  es.,  se  in  una  serie 
convergente  si  dispongono  i  termini  in  ordine  differente  possa  acca- 
dere che  la  nuova  serie,  i  cui  termini  sono  gli  stessi  della  prima 
disposti  diversamente,  abbia  un  valore  diverso  dalla  prima  oppure 
non  sia  più  convergente.  Ed  invero  sia  una  serie  convergente  2«n> 
Sn  =  ux  +  «2  4- . . .  4-  un  la  somma  dei  suoi  primi  n  termini,  e  si 
consideri  una  seconda  serie  ottenuta  dalla  prima  disponendone  i  ter- 
mini con  una  legge  diversa;  sia  m  il  numero  dei  termini  che  occor- 
rerà prendere  in  questa  seconda  serie  affinchè  nella  somma  S 'w  dei 
si  ri  primi  m  termini  compariscano  tutti  i  termini  contenuti  in  Srt. 
A  /remo 

lim  (S'm  —  Sn)  =  lim  (uP  +  uq  +  w, .4- . . .) 
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dove  gli  indici  p,  q,  r...  superano  tutti  »,  e  crescono  indefinitamente 
con  n. 

Ora  possono  presentarsi  i  casi  :  lim(wp  -f  uq  +  ...)  =  0,  oppure 
che  questo  limite  sia  finito  e  diverso  da  zero,  o  che  sia  infinito,  o 
che  non  esista;  ed  allora  nel  primo  caso  la  seconda  serie  sarà  con- 
vergente ed  avrà  lo  stesso  valore  della  prima,  nel  secondo  sarà  con- 
vergente ma  avrà  un  valore  diverso  dalla  prima,  nei  terzo  sarà  di- 
vergente e  nel  quarto  indeterminata. 

Ad  esempio:  Sia  la  serie  convergente 

1        ]  1        ì 

(i)  ^T+s-T  +  T— - 

la  serie 

1,111 

è  composta  cogli  stessi  termini  della  (1)  ed  ottenuta  da  essa  in  modo 
manifesto. 
Avremo 

S     — —  1 -l- L_  —4— 

«    ]u ■  aaaaama^m      mmh^v        ^^^~      ^amaa^am         aaaaaaaaam        ammaamaaam      mamma*  I  +ammm—^ma 

n  2^3         4  + n 

ed  S'w  è  uguale  ad  Sn  se  n  è  pari,  o  ne  differisce  per —  se 

ft  -j-  1 

n  è  dispari,  cosichè  avremo  sempre   lim  S„  =  lim  S'm  e  la  seconda 

serie  ha  lo  stesso  valore  della  prima. 
La  serie 

+  3         2  +  5  +  7         4        9       11        6  +'" 

1  1 1_ 

+  4n_3  +  4„_i         2«  +  '" 

è  ottenuta  anche  essa  in  modo  semplice  dalla  (1). 
Posto 

Q     ,        1,1  1  1  1 

bffi_l-_+--T+. ..  +  _____, 


7»*S^ 
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11111  ,       1       t      1  1 


abbiamo 


^  3n  —  ^«»  —  ~ — ; — 7  +  k — r~^  +  •  •  •  +  in       ?;  + 


2«  +  1      2n  +  3  4«  —  3      4«  —  1 


e  quindi 


.2«  +  i^  8*    ^-^4»  — r 


e  perciò  ancora 


-~^lim(S'3n  — S2n)^— . 

~        n=«  4 

Le  seconda  serie  è  quindi  convergente,  ma  ha  un  valore  diverso 
di  quello  della  (1). 
La  serie 

1_      _1 1_ 

1_  V2+V3~  V4  +  "' 

è  convergente,  perchè  i  suoi  termini  sono  di  segno  alternato  e  con- 
tinuamente e  indefinitamente  decrescenti.  Ma  la  serie 

_1 1_     _1_     JL 1_ 

+  V3        V2  +  V5  +  \/7  ~  \/4  +  *  •  • 

è  divergente.  Invero 

e,        c    _        1  1  1  n  V» 

58"-V —        .  H-     .  -  +  ...  H >    ,  >~o~  7 

\2n  +  1      \/2n  +  3  \/An  —  1      \^4n  —  1 

e  quindi,  poiché  S2w  ha  un  limite  finito  al  crescere  di  »  e  -— -  ere- 
sce  indefinitamente  con  « ,  è  lim  S'3„  =  oo. 


n=» 


In  seguito  alle  precedenti  considerazioni  le  serie  convergenti, 
che  non  mutano  valore  comunque  vengano  disposti  i  loro  termini, 
si  chiamano  serie  convergenti  indipendentemente  dall'ordine  dei  termini 
o  incondizionatamente  convergenti.  Le  serie  non  incondizionatamente 
convergenti  vengono  anche  chiamate  serie  semi-convergenti. 
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132.  Una  serie  assolutamente  convergente  è  convergente  indipen- 
dentemente dall'  ordine  dei  termini. 

Infatti,  sia  S  il  valore  della  serie  assolutamente  convergente 


(i) 

dico  che  la  serie 


*i  +  **  +  «a  +  •  •  •  ; 


(2)  umi  +  unif  -r  «m8  +  .  •  . , 

i  cui  termini  sono  quelli  della  serie  (1)  disposti  in  ordine   diverso, 
è  convergente  ed  ha  per  valore  S. 

Assegnato  a,  poiché  la  (1)   è  assolutamente  convergente,  sia  K 
quel  numero  tale  che  risulti 


"n-fll  +   l"»+2l   +-.+   I«*+«I<!T> 


per  tutti  gli  n  ^  N  qualunque  sia  V  intero  #,  e  che  inoltre  sia  per 

a 
n  ^  N,  |Sn  —  S|  <  — ,  essendo  S„  =  ux  +  ut  +  + . . .  +  un. 


Poniamo 


S'p  =  «»,j  +  Umt  +  .  .  .  +  Uux 


/>> 


e  supponiamo  p  tanto  grande  che  S'p  contenga  tutti  i  termini  di  S»  ; 
avremo 

S'p  —  S  =  Srt  —  S  +  S'p  —  Sn  =  Sn  —  S  +  ua  +  «p  +  Uy  +  . . . 

dove  a,  p,  y,  . . .  sono  tutti  indici  maggiori  di  »,  dei  quali  indichiamo 
con  n  +  r  il  maggiore.  Sarà  allora 

ìS'p-S|^|Sn-S|  +  |ifa|  +  |f$|  +  |«r|  + ... 

<|Sn  — S|  +  |wtt+l|  +  |Wn+2|+...+  |Wn+r|<-|-+-^  =  a. 

Avremo,  analogamente,    |S',,    —  S[<<7  se  Pi>P]  così  che,  dato 
e,  esiste  un  numero  p  tale  che  per  px^p  è 


la  quale  disuguaglianza  dice  appunto  che  la  serie  (2)  è  converge  te 
ed  ha  lo  stesso  valore  S  della  (1). 
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Da  questo  teorema  risulta  che  una  serie  convergente,  i  cui  ter- 
mini siano  tutti  dello  stesso  segno,  è  incondizionatamente  convergente. 
Per  dimostrare  la  proposizione  reciproca,  cioè  che  una  serie  con- 
vergente indipendentemente  dall'ordine  dei  termini  è  assolutamente 
convergente,  premettiamo  queste  considerazioni. 

Sia  Swn  una  serie  i  cui  termini  non  sono   dello  stesso  segno,  e 
sia  lim  Un  =  0,  altrimenti  la  serie  non  sarebbe  convergente. 


:» 


Indichiamo  con  2t>n,  2w>n  le  serie  formate  rispettivamente  coi 
termini  positivi  e  coi  valori  assoluti  dei  termini  negativi  della  serie 
proposta.  Ora  il  solo  caso  in  cui  la  serie  2w»  possa  risultare  incon- 
dizionatamente convergente  è  quello  in  cui  le  due  serie  2«w>  S^w 
sono  convergenti.  Invero,  indicate  con  Sw,  S'n>  S"n  le  somme  dei 
primi  n  termini  delle  serie  2«»,  2i>n,  S^n,  avremo 

(3)  Sn  =  S  p  —  S  q. 

Se  le  serie  2un,  %wn  sono  convergenti,  e  lo  saranno  allora  in- 
condizionatamente, indicati  con  S'  ,  S"  i  loro  valori,  avremo  dalla  for- 
inola precedente,  osservando  che  p ,  q  crescono  indefinitamente  con 
n,  lim  Sn  =  S'  —  Sw,  e  la  serie  £«»  è  convergente  ed  ha  per  valore 

JE=X> 

S'  —  S".  Se  si  considera  un'altra  serie  qualunque  2w'n  i  cul  termini 
siano  quelli  della  S««  disposti  in  un  altro  ordine  qualunque,  e  indi- 
chiamo con  2v 'n  ,  2^'n  le  serie  formate  coi  termini  positivi  e  coi  va- 
lori assoluti  dei  temini  negativi  della  serie  %un9  avremo  una  forinola 

analoga  alla  (3),  nella  quale,  passando  al  limite  per  n  crescente  in- 
definitamente ed  osservando  che    lim  a\  =  S',  lim  a\  =  S",  si  ricava 

lim  C7n  =  S'  —  S".   La  serie   proposta  è  dunque   incondizionatamente 


convergente  ed  ha  per  valore  S'  —  SM. 

Se  una  delle  serie  2X,  Zwn  è  divergente  e  l' altra  convergente, 
la  forinola  (3)  ci  fa  vedere  che  la  serie  2wn  è  divergente  e  lo  è  in 
qualunque  ordine  si  dispongano  i  suoi  termini. 

Siano  ora  divergenti  tutte  e  due  le  serie  S»n,  2wn.  Allora  la 
serie  2«n  non  può  essere  incondizionatamente  convergente,  perchè  si 
può  intanto  dimostrare  che  i  suoi  termini  possono  disporsi  in  modo 
ch<   la  serie  che  ne  risulta  sia  divergente.  Ed  invero,  poiché  la  serie 

17 


%; : 
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2frn  è  divergente,  esisterà  un  numero  ml  tale  che  risulti 

^1  +  v%  +  ...  +  tfm,  —  »i  >  1, 
e  poi  un  numero  wt  tale  che 

e  così  di  seguito.  Allora  la  serie 

*i  +  vt  h +  **,  —  w,  +  t>Wl+1  -f- . . .  +  vm%  —  »,  +  .., 

i  cui  termini  sono  quelli  della  serie  proposta,  è  divergente.  Infatti, 
assegnato  un  numero  B  positivo  comunque  grande  e  preso  un  nu- 
mero intero  positivo  £>B,  esisterà  sempre  un  numero  N  tale  che 
per  n  ^  N  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie  precedente  ri- 
sulterà maggiore  di  k  e  quindi  di  B. 

Si  potrebbe  poi  anche  provare,  ciò  che  qui  per  brevità  omettiamo, 
che  si  possono  disporre  i  termini  della  serie  2wn  in  modo  che  la 
serie  che  ne  risulta  sia  convergente  ed  abbia  per  valore  un  qualunque 
numero  prefissato  A,  o  in  modo  che  essa  sia  indeterminata.  Cièche 
importa  ora  per  noi,  e  che  risulta  da  quanto  precede,  è  che,  se  si 
suppone  la  serie  2w»  incondizionatamente  convergente,  devono  essere 
convergenti  la  due  serie  %vn,  2*0». 

Ciò  posto,  indicato  con  2»  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie 
2|«n|  formata  coi  valori  assoluti  dei  termini  della  serie  proposta, 
avremo  analogamente  alla  (3), 


Sn 


—  S'    4-  S" 


dalla  quale  si  ricava  subito  la  convergenza  della  serie  2|"»|. 

Possiamo  dunque  enunciare  l'importante  teorema  (dovuto  a  Di- 
richlet  nell'anno  1837): 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  serie  sia  con- 
vergente indipendentemente  dalV  ordine  dei  termini y  cioè  incondiziona- 
tamente convergente,  è  che  sia  convergente  la  serie  formata  coi  valori 
assoluti  dei  suoi  termini,  cioè  che  sia  assolutamente  convergente. 

m 

133.  Data  una  serie 

(1)  «1  +  *t  +  «3  +  •  •  •  1 

possiamo  concepire  infiniti   modi  di    ripartire   i  suoi  termini  in    in 


1 
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numero  infinito  di  classi,  contenenti  ciascuna  infiniti  termini.  Per 
esempio,  si  possono  porre  in  una  prima  classe  i  termini  il  cui  in- 
dice è  un  numero  primo,  in  una  seconda  classe  quelli  il  cui  indice 
è  il  prodotto  di  due  fattori  primi,  in  una  terza  quelli  il  cui  indice 
è  il  prodotto  di  tre  fattori  primi  e  così  di  seguito. 
Con  queste  classi  formeremo  delle  serie 

vn  +  *>ie  +  *i3  +  •  •  •  » 
(2) 


i  cui  termini  sono  quelli  della  serie  (1). 

Abbiamo  allora  il  teorema: 

Se  la  serie  (1)  è  assolutamente  convergente  ed  è  U  il  suo  valore, 
le  serie  (2)  sono  assolutamente  convergenti,  ed,  indicati  con  \\  ,  v2,...  v^,... 
i  loro  valori,  la  serie 

V!  +  V2  +  V3  + h  Vp  +  .  .  . 

è  assolutamente  convergente  ed  il  suo  valore  è  U. 
Invero,  posto 

5r;«)  =Vpl  +  Vp2  +  .  .  .  +  Vìmj  <7p<»)  =  |t>pl|   +   \vpi\  +  .  .  .  +  \VpnU 

m 

ed  indicato  con  \J1  il  valore  della  serie,  per  ipotesi  convergente, 
2|»„|,  sarà  ffp,B)  <Un  qualunque  siano  gli  indici  «,/,  e  ciò  mostra 
subito  che  le  serie  (2)  sono  assolutamente  convergenti,  perchè  le 
somme  apl*\  che  crescono  con  «,  si  mantengono  sempre  minori  di  Uj. 
Inoltre,  poiché  \sp{ni\  £^<VW),  avremo 

|5l(»)|  +  |st««»|  -4- . . .  +  |5,;»)|  ^  aj*)  +  <jtl»)  +  ...  +  <j„(»)  <  U„ 
e  quindi  al  limite,  per  n  crescente  indefinitamente, 

N  +  M  +  ■••  \vP\  ^u„ 

L  quale  formola,  che  vale  per  quanto  grande  si  prenda  /,  mostra 
e  le  la  serie  Ii\vn\  è  convergente  e  perciò  è  assolutamente  conver- 
gi mìe  la  serie  2fl„. 
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Indicando  ora  con  V  la  somma  della  serie  2i>w,  dimostriamo  in- 
fine che  V  =  U.  Cominciamo  perciò  dal  caso  in  cui  le  quantità  v^ 
e  quindi  le  uh,  siano  tutte  positive.  Allora  è 

e  quindi  ancora,  al  limite  per  n  infinito, 

vi  +  vt  +  •  •  •  +  vp  £=  U, 

ed  anche,  al  limite  per  p  infinito,  V  ^  U.  D' altra  parte,  scelto  un 
numero  positivo  qualunque  #<U,  potremo  prendere  tanti  termini 
dalla  serie  (1)  in  guisa  che  la  loro  somma  superi  a,  giacché,  se  in- 
dichiamo con  Un  la  somma  dei  primi  n  termini  della  (1)  e  pren- 
diamo o < U  —  a,  esiste  un  m  tale  che  per  h^m  è  U  —  U* < ~. 
cioè  U  —  t\  <  U  —  a,  da  cui  Uh  >  a. 

Potremo  dunque  prendere  p ,  n  tanto  grandi  che  risulti 

s^ì  +  sj*)  +  ...  +  sP,n)>a. 

ed  a  più  forte  ragione,  perciò,  V>#.  Avendosi  quindi,  a  <  V  ^  Ut 
per  quanto  a  si  fissi  prossimo  a  U,  dovremo  avere  V  =  U. 

Se  poi  le  quantità  un  e  quindi  vmn  non  hanno  tutte  stesso  segno, 
allora  la  somma  U  della  serie  (1)  è  uguale  alla  differenza  tra  le 
somme  U' ,  U"  delle  serie  formate  coi  termini  positivi  e  coi  valori 
assoluti  dei  termini  negativi  della  (1),  ed  analogamente  le  somme 
vi  ?  ^«  ?  v3  >  •  •  •  delle  serie  (2)  saranno   uguali  ad  analoghe  differenze 

f  ut  ut  » 

vx  —vx  ,  v2  —  vt  ,  v3  —  r3  , . .  . 

Ma  d' altra  parte,  se  nelle  serie  (1) ,  (2)  si  cancellano  i  ter- 
mini negativi,  per  quanto  abbiamo  visto  precedentemente,  risulta 
U'  =  vi  +  t>2'  +  v3  +  •  •  •  •  5    e    P°i    ancora,    in    modo    analogo, 

U"  =  V  +  vta  +  V  +  . . . ,  e  perciò 


U  =  U'  —  U'  =  (vi  —  V)  +  (V  —  V)  +  •  •  •  =  *i  +  *i+  *i  + .  ..  =  V. 

11  teorema  è  così  completamente  dimostrato. 

Si  intende  poi,  senz'  altro,  che  il  teorema  seguita  a  sussistere, 
colle  evidenti  semplici  modificazioni  nell'  enunciato,  se  in  luogc  i 
alcune  o  di  tutte  le  serie  (2)  abbiamo  dei  polinomii,  e  se  invece  i 
avere  un  numero  infinito  di  serie  (2)  ne  abbiamo  un  numero  se  • 
mente  finito. 
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134-  L5  insieme  delle  serie  (2)  del  n.  precedente  si  dice  che  forma 
una  serie  doppia,  e  vediamo  così  come  da  una  serie  possano  nascere 
delle  infinite  serie  doppie  tra  loro  solo  differenti  per  l'ordine  nel 
quale  sono  disposti  i  loro  termini. 

Si  abbia  ora  un  sistema  di  quantità  vmn,  distinte  tra  loro  da  due 
indici  m ,  n  ciascuno  dei  quali  possa  prendere  un  infinità  di  valori 
interi,  p.  e.  tutti  i  valori  interi  positivi.  Da  quanto  è  accennato  al 
n.  5  risulta  facilmente  come  si  possa,  in  infiniti  modi  diversi,  far 
succedere  queste  quantità  vmn  le  une  di  seguito  alle  altre,  formando 
cosi  una  unica  successione  nella  quale  ognuna  di  esse  quantità  figura 
ad  un  posto  determinato,  senza  che  alcuna  di  esse  venga  omessa  o 
ripetuta.  Una  di  tali  successioni  dà  luogo  ad  una  serie 

(1)  «i+tt,  +  «3  +  ,., 

i  cui  termini  non  sono  altro  che  le  quantità  vmn  scritte  in  un  certo 
ordine.  Ove  questa  serie  sia  convergente  diremo  che  il  suo  valore  è 
un  valore  della  serie  doppia  il  cui  termine  generale  è  tw. 

Tutte  le  serie  analoghe  alla  (1),  ottenute,  cioè,  facendo  succedere 
i  termini  vmn  gli  uni  agli  altri  con  diverse  leggi,  si  ottengono  da 
una  qualunque  di  esse  col  solo  cambiarvi  l'ordine  dei  termini;  così 
che  se  riconosciamo  che  una  qualsivoglia  di  esse  non  è  assolutamente 
convergente,  la  serie  doppia  il  cui  termine  generale  è  vmn  avrebbe 
un  infinità  di  valori  diversi,  dipendentemente  dall'  ordine  col  quale  ne 
disponiamo   i  termini   in  una  unica  successione. 

Se  invece  riconosciamo  che  una  di  tali  serie,  poniamo  la  (1),  è 
assolutamente  convergente,  e  ne  indichiamo  con  U  il  valore,  la  serie 
doppia  il  cui  termine  generale  è  vmn,  e  che  indicheremo  ora  col 
simbolo  EmEntfm»  o  con  Smntw  o  anche  semplicemente  con  Zvmn, 
avrà  un  unico  valore  U,  e  scriveremo  2? »>»  =  U,  e  la  serie  doppia 
la  diremo  incondizionatamente  convergente. 

Disponiamo  ora  i  termini  della  serie  doppia  (ciò  che  potrà  farsi 
in  una  infinità  di  modi  diversi)  in  un  numero  infinito  di  serie 

*«P  +  VP'  +  va"F  +  •  •  ■  > 


.... 


'*) 


e    supposte  queste  serie  assolutamente  convergenti,  indichiamone  con 
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f>i  )t?s, . . .  i  valori  rispettivi.  Indicati  con  vi  ,  v't7 . . .  i  valori  delle 
serie  convergenti  formate  coi  valori  assoluti  dei  termini  delle  (2), 
supponiamo  ancora  convergente  la  serie  vi  +  vi  +  v3'  +  . . . ,  della 
quale  sia  V  il  valore.  Sarà  allora,  evidentemente, 

l*il  +  l*t!  +  -..+  l«»l<v,> 

per  quanto  grande  si  prenda  w,  e  questa  formola  prova  che  la  serie 
(1)  è  assolutamente  convergente.  Ed  allora,  in  virtù  del  teorema  del 
n.  precedente,  segue  che  la  serie  vx  -f  vt  -f  vs  +  . . .  è  convergente 
assolutamente  ed  il  suo  valore  è  U,  cioè  è  il  valore  della  serie  doppia, 
e  segue  ancora  che,  in  qualunque  altro  modo  si  dispongano  i  ter- 
mini della  serie  doppia  in  modo  da  formare  delle  infinite  serie, 
queste  risultano  assolutamente  convergenti,  la  serie  formata  dai  loro 
valori  risulta  pure  assolutamente  convergente  ed  avente  per  valore  la 
quantità  U. 

Da  quanto  precede  ricaviamo  il  seguente  teorema,  utile  anche 
per  l'effettivo  calcolo  delle  serie  doppie: 

Se  si  dispongono  i  termini  di  una  serie  doppia  Svwn  in  infinite 
serie  (2)  assolutamente  convergenti y  i  cui  valori  indichiamo  con  v^v^Vj,^ 
e  si  suppone  inoltre  che  sia  convergente  la  serie  i  cui  termini  sono 
i  valori  delle  serie  costituite  dai  valori  assoluti  dei  termini  delle  (2), 
allora  la  serie  doppia  è  incondizionatamente  convergente  ed  ha  per 
valore  la  somma  della  serie  assolutamente  convergente 

vl4v2  +  ..    +  v»  -+■  . . . 

Ed  inoltre  se  si  dispongono  in  un  altro  modo  qualunque  i  ter- 
mini della  serie  doppia  tri  infinite  serie,  queste  risulteranno  tutte  as- 
solutamente convergenti,  la  serie  dei  loro  valori  pure  assolutamente 
convergente  e  la  sua  somma  sarà  ancora  il  valore  della  serie  doppia. 

Così,  in  particolare,  le  serie 

%P  +  VX$  *  •  •  * 


ottenute  dalle  (2)  prendendone  i  termini  sulle  stesse  verticali  s*  k> 
convergenti  e  la  somma  della  serie  formata  coi  loro  valori  è  il  i- 
lore  della  serie  doppia. 
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1 


Esempio.  Sia  la  serie  doppia  il  cui  termine  generale  è  — — ,  dove 


m' 


m ,  n  prendono  i  valori  2,  3,  4,  5 , . . .  Formiamo  le  serie 


1 


1 


1 


y 1 


I     •  •  •  , 


*V"»4 


(2)' 


L       —       — 

Q*    "+"     Q3    "**     Q4    +    «  *  '  J 


48    +     43    +     44    +  •  "  "  > 


queste  sono  convergenti   essendo  delle  progressioni   geometriche   le 
cui  ragioni  sono  minori  dell'unità.   Il  valore  di  una  qualunque   di 


cui 
esse 


1  1  I 


w*    '    m3        m4 


1  — 


1 1    _  1         __        1 1_ 

1  ;;/   ~~  m(m  —  1)        m  —  1         m  ' 


m 


cosichè  la  serie  di  questi  valori 

o-i)+a-THi-i)+- 

è  convergente  ed  uguale  all'unjtà.  La  serie  doppia  proposta  ha  quindi 
per  valore  l'unità  e  potremo  scrivere 


30 


n=2  n=zi  n=2 


Sommando  nelle  serie  (2)'  per  verticali  avremo,   quindi  ancora, 
1;    forinola 


1        '1  1 

Jf=Ì 


tu=z 


n=z 


"1 
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135*  $e  le  ser*e  S«n  ,  Srn  sono  assolutamente  convergenti,  e  sono 
U,V/  loro  valori,  la  serie  2waPg,  i  cui  termini  sono  i prodotti  due 
a  due,  succedentisi  in  un  ordine  qualunque,  dei  termini  delle  due  prime 
serie,  è  assolutamente  convergente  ed  ha  per  valore  U.V. 

Infatti,  cominciamo  dal  supporre  i  termini  della  serie  2ji/«  rg  di- 
sposti in  modo  che,  indicato  con  Wm  la  somma  dei  suoi  primi  m 
termini,  e  con  Un ,  Vn  la  somma  dei  primi  n  termini  delle  serie 
2«n  >  2Xi,  per  quanto  grande  si  fissi  «,  si  possa  sempre  trovare  un 
m  tale  che  Ww  contenga  tutti  i  termini  del  prodotto  Un ,  V„,  in 
guisa  da  avere 

(1)    '  Wm  =  Un  Vn  +  «fl  V$  +  U^  V$  -f  .  .  .  . 

dove  nelle  coppie  di  indici  <x,|3;  af, £';...  uno  almeno    di  essi  ri- 
sulterà maggiore  di  n. 

Ora  tanto  w,  quanto  a,  p,  a',  p',...  crescono  con  #;  ma  è 

(2)  lira  (ua  va  +  u^  v&  +...)  =  0, 

perchè,  indicando  con  «  +  />   il   maggiore  degli    indici  a,  g,  a',  £',.-• 
abbiamo 

|««  ^0       w«'  vp  +  •  •  ■!  ^  l"al  |»pl  +  l"a'l  1*0' I  +  •  •  • 

<ìlwn+i|  +  |«n+*|  +  ...+|»h+j»||  IKI'  +  |*tl  +  ••.+  I^+pII 

+  tl«il  +  l*il  +  -  +  I«~+pII  Uv*+i\  + l*«+tl  + ...  +Kf,|| 

<)|«n+i|  +  |«»4-f|  +  ...+  \un+P\\  Vi  +  ||w»+i|  +iM-tl  +  •••+Kf*!lui 

essendo  V\  ,  Ux  i  valori  delle  serie  convergenti  S|t'n| ,  S|wn|;  e  P0*"" 
che,  qualunque  sia  />,  è 

lim  )|tf»+i!  +  iw»-nl  +  •■•  +  l»fi+p!l=°> 
lim  J|wn4-i|  +  |v»4-«|  +  • .  •  +  \vn+p\\  =0, 

abbiamo  appunto  la  (2). 

Passando  al  limite  nella  (1)  per  n  crescente  indefinitamente,  avremo 

lim  W*  =  lim  U«  V„  =UV. 
La  convergenza  assoluta  della  serie  risulta  poi   immediatam*  ite 


— 
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dalla  forinola 

W.  =  IT.  V.  +  \ua\  |»p|  +  |«a.|  |t,p-|  +  . . . , 

avendo  indicato  con  W'/,,  U\,  V\  le  somme  dei   primi   //  termini 
delle  serie  S|«a^p|,  S|«n|,  S|»»|. 

Si  vede  quindi,  tenendo  presenti  anche   i   teoremi  dei  nn.  133, 
134,  che  potremo  disporre  i  prodotti  ua  va  in  un  ordine  qualunque 

per  costruire  la  serie  2wa  ite,  che  chiamasi  prodotto  delle  due  serie  ; 
così  in  particolare 

(S«n)  (2l>n)  =  U  V  =  «,  ZVn  +  "2  &>»  +  «3  2*»  +  .... 

=  Vx  S«n  +  «2  S«n  +  ©3  2»«  +  — 


io 


=  S  («i^n  +  «t  V*— 1  +  «3  fw-2  +  ...  +  ««-1  vì  +  Un  Vl) 
n=l 


136.  Il  teorema  precedente  richiede  che  le  due  serie  2wn>  Srn 
siano  assolutamente  convergenti.  Se  una  sola  di  esse  è  assolutamente 
convergente,  mentre  l'altra  è  solo  convergente  non  assolutamente, 
ha  solamente  luogo  il  teorema  seguente: 

Se  delle  due  serie  convergenti  U  =  2un,  V  =  2vn,  una  sola  è  as- 
solutamente convergente,  la  serie 

2  Wn  =  2  (Ui  Vtt  +  U2  Vn— 1  +  ...  +  U«— 1  V2  +  Uw  Vx) 

è  convergente  ed  ha  per  valore  U.V. 

Manteniamo  tutte  le  stesse  notazioni  del  n.  precedente,  e  sia  2«n 
la  serie  assolutamente  convergente,  2»»  la  serie  convergente  solo  non 
assolutamente. 

Abbiamo 

(1)  Wtn  =  wx  +  wt  +  . . .  +  wtn  =  U2n  V2n  —  Ri  —  R2, 

dove 

Rj  =  Ut  Vin  +  ff,(ftoi_l  +  l>2n)  -f  ...  +  U„+\(Vn-r\  +  *Ji+2  +  —  +  **•)> 

R2  =  un+ì(vn  +  vn+\  +  ...  +  vtM)  -f  ...  +  uin {v%  + 1>3  +  ...  +  r2M). 

Ora  Rx,  R2  hanno  zero  per  limite  al  crescere  indefinito  di  «. 
h  rero,  poiché  la  serie  2^n  è  convergente  le  quantità  |  Vt|  ,  |V2|  ,..  |Vn|,.. 
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saranno  tutte  minori  di  un  certo  numero  positivo  H,  e,  dato  a,  esi- 
sterà un  numero  m  tale  che  per  n^tn  è 

i 
i 

\V »+l  +  Vn+2  +  .  .  .  +  VH+p\  <  —  , 

qualunque  sia  l' intero  positivo  p.  Per  la  convergenza  assoluta  di  2». 
avremo,  per  n^mlt  qualunque  sia  p, 

a 

|«»4-2|  4-  |tt«-f3|  +  ...  +  |«»+/>|  <"^fj  • 

i 
Ora,  essendo 

|Rl|  éi  |«i |  latiti  +  |«3|  N»-l  +  *fn|  ■+■ .-  +  \*n+\\  |Vji+1 -*-«■+*+  ..  +  ©t«|t 

abbiamo,  per  «  ^  m, 

|Ril  < -£-  ll«*I  +  l«sl  +  •  •  •  +  |«.+i||  < *, 
cioè  lim  Rx  =  0. 
Abbiamo  poi 

|Rt|  ^  \un+t\  \vn*+  ^«+1  4-  ...  4-  ^«| 

+  |«n+3|  \vn-\  +  vn  +  ...  +  vtH\  4- ...  +  |«2n|  |p,  -4-  c3  4-  ...  +  F»»( 
ossia 
|R2|^|Wn4.2|  |V2n  — V„^i|  -f  1^+31  iV2n  _V„_.2|  +  ..  H-  |«^i  IV,W  -VJ     j 

<2H  ||«n+2|  +  «»+3|  +  .  .  .  +  latitili 

e  quindi,  per  n^m^ 


R«l<2H-^  =  a, 


cioè  lim  R*  =  0. 


k8 

«=QO 


Passando   al  limite  nella  (1),  per  n  crescente  indefinitamente, 
abbiamo  perciò 


lim  W2n  =  U.  V. 

ìi  ,  /,> 


Abbiamo  inoltre 
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Ma  lim  w*tt+i  =  0;  ciò  risulta  subito  se  si  osserva  che  wzn+%  =  rx  +  rs, 

»  =x 

essendo 

e  se  si  applica  il  processo  precedente  per  provare  che 

lim  rx  =  0,        lim  r%  =  0. 


n=x  n=oo 


Avremo  dunque 


lim  W*«+i  =  lim  W2n  =  U.  V, 

»  =  x  n  =  x 


formola  che  dimostra  il  teorema. 


Serie  i  cui  termini  sono  funzioni  di  una  variabile  indipendente. 

137.  I  termini  della  serie 

u\  +  ut  +  uz  +  •  •  •  +  Un  +  •  •  • 

siano  funzioni  uni  valenti  finite,  un  =  un(x),  della  x  in  un  intervallo 
(a ,  b\  e  supponiamo  la  serie  convergente  per  tutti  i  valori  di  x  del- 
l'intervallo  stesso,  o,  più  brevemente  detto,  convergente  in  (<*,£)> 
che  è  così  un  intervallo  o  campo  di  convergenza  per  la  serie,  e  la 
serie  è  una  funzione  univalente  finita  di  x  nelP  intervallo  stesso.  Così, 


so 


per  esempio,  per  la  serie  V**  e  intervallo  di  convergenza  uninter- 


1 


vallo  qualunque  (a,b)  dove  a>  —  1,  £<1,  ciò  che  possiamo  espri- 
mere brevemente  dicendo  che  il  suo  intervallo  di  convergenza  è 
( —  1,  +  1),  gli  estremi  esclusi  ;  in  questo  intervallo  rappresenta  la 

1  °°  x*— l 

fi  izione .  La  serie  V  — —  (Vedi  esercizio  5.° 

1  —  x  ^  (1  —  x*— l)  (1  —  xn) 

ò  :gli  esercizi  alla  fine  del  n.  130)  ha  per  intervalli  di  convergenza 


-  1) ,  ( —  1,  +  1) ,  (1 ,  a; ),  gli  estremi  sempre  esclusi,  ed  è  uguale    \ 
r  nel  primo  e  terzo  intervallo,  a  — -j-  nel  secondo. 


<1-*J *  •       (!-«)' 

Indichiamo  con  R„(jc)  il  resto  della  nostra  serie  5>h(*)-   Allon 

dato  s,  per  ogni  punto  x  dell'intervallo  (a ,  b)  esisterà  un  corrispoc 
dente  numero  m  tale  che  per  n^m  sia  |Rn(*)|  <  a.  Consideriam 
ora  un  gruppo  di  k  punti,  k  finito,  appartenenti  ad  (a ,  b),  xl ,  xt ...  x, 
e  siano  mt,mt,...  m*  quei  numeri  tali  che 

per  n^m,     sia     |M*0I  <  a, 

*  ^«t   »    im*i)I<;», 


.     n^mk      »       |R„(**)|<-o-; 

se  w  è  il  massimo  dei  numeri  mt  ,mt ,. . .  *«À,  le  disuguglianze  pre 
cedenti  sono  tutte  verificate  per  n  ^  m  ;  cioè,  dato  <J,  esiste  un  nu 
mero  »i  tale  che  per  «  ^  «  e  per  *  uguale  a  qualunque  dei  numei 
«,,*...«**  |R„(*)|<». 

Ma  se  Ì  valori  .v  che  noi  consideriamo  sono  in  numero  infinito 
come  quando  si  considerano  tutti  i  valori  di  x  dell'  intervallo  {a ,  i 
o  i  valori  di  un  gruppo  infinito  G  appartenente  ad  {a ,b),  allora 
numeri  finiti  analoghi  agli  m,  ,  rnì ,  mt . . .  sono  in  numero  infinito 
e  potrà  avvenire  che  questi  abbiano  un  limite  superiore  finito  m,  op 
pure  non  abbiano  un  limite  superiore  finito. 

Nel  primo  caso,  per  n  ^.  nt  e  per  x  uguale  a  qualunque  de 
valori  infiniti  che  si  considerano,  si  ha  |R*(*)|  <  o,  cioè  dato  a,  esist 
un  numero  m  tale  che  per  »^«e  per  tutti  i  valori  di  -  dell'in 
tervallo  (a ,  6)  o  del  gruppo  G,  è  |R-{*)|  <  &.  In  questo  caso  la  scrii 
dicesi  convergente  uniformemente  o  equabilmente  o  in  ugual  grado 
o  equiconver gente  nell'  intervallo  (a ,  b)  o  pel  gruppo  G  di  valoi 
di  *. 

Nel  secondo  caso  in  cui  il  limite  superiore  dei  numeri  analogh 
agli  mi,mI,m3ì. ..  è  l'infinito,  in  modo  che,  dato  arbitraria  meni 
e,  non  esiste  un  numero  m  tale  che  ecc.   la  serie  dicesi  convergi    ì 
non  uniformemente  ecc.,  nell'  intervallo  (a ,  b)  o  pel  gruppo  G  di 
lori  di  x. 

11  qual  secondo  caso  può  effettivamente  presentarsi,  ad  esera  j    ■ 
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nel  seguente  modo.  Sia  x  un  punto  dell'  intervallo  (a  ,  £),  tri  sia  per 
x  il  corrispondente  numero  relativo  al  numero  prefissato  a;  sup- 
poniamo che  avvicinandosi  x  ad  x\  il  corrispondente  numero  m  vada 
crescendo  in  guisa  da  poter  superare  qualunque  numero  dato.  Allora, 
qualunque  sia  il  punto  x  che  noi  fissiamo,  comunque  vicino  ad  x  y 
esiste  il  corrispondente  m  finito,  tale  che  per  ti^m  sia  |R„(#)[<a, 
ma  non  esiste  alcun  numero  finito  N  tale  che  per  n  ^  N  e  per  tutti 
i  valori  di  x  dell'  intervallo  sia  |Rn(#)|  <  ^,  giacché  comunque  grande 
si  scelga  1'  N,  prendendo  x  sufficientemente  vicino  ad  x\  il  corrispon- 
dente m  finisce  per  superare  N.  Una  serie,  nel  cui  intervallo  di  con- 
vergenza esistesse  un  punto  x  come  questo,  non  sarebbe  quindi  equi- 
convergente  in  tutto  l'intervallo. 


Esempi. 


1)  La  serie 


l+x-rX2  +  x*  +  ...  +  xn+... 


è  equiconvergente   in  qualunque   intervallo   (a ,b)  contenuto  dentro 
all'  intervallo  (—  1 ,  +  1). 

Infatti,  essendo  Rw(#)  = ed  indicando  con  e  un  numero- 

7  1  —  x 

positivo,  che  sempre  esiste,  tale  che  e  <  1  e  \x\  <  e  per  i  valori  di  x 

deli'  intervallo  {a ,  b\  abbiamo  per  tutti  i  punti  x  di  (a ,  b) 


R«(*)|  = 


xn 


1  —X 


xn  cn 


—  1  —  1*1         l—c 


cn 

Ora,  dato  cr,  affinchè  sia <  a  ovvero  cil  <  <?(1  —  c\  basta  che 

1  — e 

sia  (con  semplici  considerazioni  da  quanto  è  sviluppato  nel  principio 
della  pag. 5)  n >  *-  "~~  _~T2        •  Prendendo  adunque  m >     (i_cytG — 

cn 

a  biamo,  <  a  per  n  ^  w,  e  quindi,  per  tutti  i   valori  di  x 

1  —  e 

d  J*  intervallo  {a ,  b) ,  |R*(#)|  <  <?,  e  perciò  la  serie  è  equiconvergente 
n  IP  intervallo  (a  ,  b). 
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2) 

Sia  la  serie 

| 

X* 

—  < 

(i  +  »*')(i  +  0 

+  !)*•)         f 

che  è  convergente  per  qualunque 

S,=  l 

1 

1  +  W**     ' 

S,  =0 

■ 

Inoltre  R„(*)  = 

1 

affinchè  sia  R«(^)<a  dovrà  esseri 

zero;  e  per  *=0,  R„(0)  =  0<a  ( 

dera  un  intervallo  (a,b)  che  non 

punto   interno,  né   come  estremo 

numero  positivo  e  tale  che,  per  ti 

.    ,.   I—o        l  —  o 
quindi r—  < ; —  :  e  perciò 

1  QX%  GC*        '  C 

avremo,  per  tutti  i  punti  *  di  (a ,  l 

R»(*)  <  j,  e  la  serie  proposta  è  et 

Se  invece  il  punto  zero  appai 

attribuire  ad  x  valori  prossimi  qus 

la  quantità  — ,  della  quale  n 

R»(*)<*j  Pu°  assumere  valofi  co 
numero  fìsso  m  di  cui  essa  sia  m 
non  è  cosi  equi  convergente  in  (a 
La  serie  proposta  è  quindi  e< 
cui  non  appartenga  il  punto  zero 
appartenga  il  punto  zero. 
3)  Sia  la  serie,  considerata  da  Ci 

&       (1-H.V)  [1 +(»  +  !)'«■] 
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che  è  convergente  per  qualunque  valore  di  *,  essendo 

hm8.=  hm(11?-1  +  (<ttl)Vj  =  —,  per  *>0, 
lim  S„  =  lim  0  =  0  per  x  =  0. 


»=» 


Inoltre  R„(*)  =  1  ^^)V  per  *  >  0,  e  Rn(0)  =  0. 

Dato  (7,   abbiamo    Rn(0)  <  o1   qualunque   sia   »,   e   affinchè   sia 
\Rn(x)\  <  a>  cioè 


rv  <  a>       — 1 <  CT> 


l  +  (n  +  l)V   ^    '  1       t  ,_  ,   , 


*  +  l 


4-  («  +  l)*s 


bisogna  che  »  sia  tale  che 


+  (»  + !)***>  M, 


«  +  1 
per  la  qual  cosa  basta  che  sia  (n  +  1)**<7>  \x\  ossia  «  +  1  > 


a  i^i 
Ora  se  all'  intervallo  (a ,  b)  di  *  non  appartiene  il  punto  zero,  esiste 

un  numero  positivo  e  tale  che  nell'intervallo  stesso  |*|  >  e  y  —r—  <  — , 

G\X\         OC 

quindi    se    prendiamo    m  +  1  > >  — r— j-    e    n  ^  /w,   essendo 


a<;         al* 

#-hl^w*-fl>  —  >  — — -,  sarà  anche    |R*(*)|  <  o  per  n^m  e 

—  C7£         a  *  — 


per  tutti  i  punti  *  dell'  intervallo  (a ,  £)  e  la  serie  è  perciò  equicon- 
vergente  in  {ayb). 

Supponiamo  invece  che  il  punto  zero  appartenga  ad  (<*,£).  Os- 
serviamo che  per  *  =  db —  abbiamo  KJx)  =  ±  -— .  Ora   se   * 

«-fi  2 

può  avvicinarsi  a  zero  quanto  si  vuole,  qualunque  numero  ni  si  abbia 
fissato  tale  che  per  certi  valori  di  *  sia  pure  |R»(*)|  <<7  per  n^m, 

p<  tremo  sempre  attribuire  ad  *  il  valore  rfc  — — —  per   il    quale 
JE  »(#)|  non  è  minore  di  o  perchè  è  uguale  a   ±  ■—-.  La  serie  non  è 


dunque   equi  convergei»  e   in    qualanqui 
tiene  il  ponto  zero. 

138.  Una  serie  Su*{x)  è  equìconve 

se,  per  tutti  i  valori  x  dì  (a ,  b),  è 

essendo  a„  ti  termine  generale  <P  una  s 
convergente  Sa,. 

Indicati  con  R„(.*)  il  resto  della  si 

della  serie  S|««(*)|,  con  r„  quello  del 

|R„(*)| -£&'■(» 

per  tutti  i  valori  di  x  dell'intervallo; 
tremo  determinare  m  in  modo  che   pi 
ancora,  per  n  ^  m  e  per  tutti  i  valori 
la  serie  è  equicon vergente  in  {a ,  è), 
\d  esempio  le  serie 

**  x3 

sono  di  convergenza  uniforme  in  qua] 
esiste  un  numero  e  positivo  tale  che 
le  serie 


l+c  + 


1.2      1.2.3 


i  cui  termini  sono  rispettivamente  ma 
termini  delle  serie  date,  sono  converg 
Cosi  pure  riconosciamo  che  è  eqi 
qualunque  finito  o  infinito  la  serie 

al  sen  (<p,  x)  +  as  sen  (9,  x)  +  as  sen  (•?■ 

dove  le  e„  sono    quantità    qualunque 
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serie  Z\an\  sia  convergente,  dall'essere  i  suoi  termini,  qualunque  sia 
xy  in   valore  assoluto   non   maggiori   dei   corrispondenti  della  serie 

•X) 

convergente  2\an\.  Così  è  convergente  uniformemente,  in  ogni  inter- 

1 

vallo  la  serie 


• 


sen#         sen3*       sen5#         sen7# 

+  — ^ ^—  +  ..- 


2»  23  25 

perchè  è  convergente  le  serie 


-L      J_      _2_      JL 

2i  +  2>  +  2'>  +  2'  +  "' 


139.  Se  per  ogni  punto  di  un  intervallo  (a ,  b)  esiste  un  intorno 
nel  quale  la  serie  2u„(x)  sia  equiconver gente,  essa  sarà  equiconver gente 
in  tutto  V  intervallo  fa  ,  b). 

Invero,  essendo  la  serie  convergente  in  tutto  V  intervallo,  asse- 
gnato cr,  esisterà  per  ogni  punto  x  di  (a  ,  b)  un  numero  m  tale  che  per 
n^rn  sarà  |Rn(#)l  <  <*;  ma  di  questi  numeri  m  ne  esisteranno  infiniti, 
e  noi  considereremo  il  più  piccolo  di  essi,  che  goda  di  tale  pro- 
prietà, e  indicheremo  questo  numero  con  mxaì  ed  mXJì  per  ogni  s 
prefissato,  sarà  funzione  completamente  determinata  di  x  in  (a ,  b). 
Sia  fi  il  limite  superiore  in  {a ,  b)  della  funzione  w»a.  Sarà  dimo- 
strato il  teorema  se  proveremo  che  pi  è  quantità  finita.  È  ciò  che 
effettivamente  succede.  Infatti,  sia  x  quel  punto  di  {a ,  b)  in  ogni  in- 
torno del  quale,  secondo  il  teorema  di  Weierstrass  (n.  02),  il  limite 
superiore  di  m^  è  ancora  ja.  Per  ipotesi  esiste  un  intorno  e  di  x\ 
nel  quale  la  serie  2un(x)  è  equiconvergente,  cioè  esiste  un  ni  tale 
per  n^nt  e  per  tutti  i  punti  x  di  e  è  |Rn(*)|  <<7>  *n  conseguenza 
dovrà  essere  p.^*»',  il  che  dimostra  il  teorema. 

140.  Se  i  termini  u»(x)  di  una  serie  2un(x)  hanno  un  limite  de- 

1 

terminato  e  finito  an  quando  x  converge  ad  un  valore  a,  cioè  lim  u„(x)  =  an, 

x=a 

e  la  serie  è  equiconvergente  in  un  certo  intorno  e  del  punto  a  (il punto  a  al 
più  escluso),  allora  la  serie  proposta  avrà  un  limite  determinato  e  finito 

18 
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per  x  =:  a,  e  la  serie  2a»  sarà  convergente  ed  uguale  a  questo  limite, 
cioè 

.      lim  [2u„(x)]  =  2an  =  2  [lim  un(x)], 

ovvero  il  limite  della  serie  sarà  uguale  alla  serie  dei  limiti  dei  suoi 
termini. 

Infatti,  per  tutti  i  punti  di   e,   il   punto   a   al   più   escluso,   la 

f.  *** 

serie  Ìun(x)  rappresenta  una  certa  funzione  f(x\  f(x)  =  2i/„(#). 

ì  i 

Dato  ff,  sia  m  quel  numero  tale  che   per  n^m  e  per  tutti  i 

e 
punti  x  di  e,  escluso  al  più  a,  è  |RH(#)|<-— .  Fissiamo  uno  di   tali 

ó 

valori  n.  Poiché  i  termini  della  serie  hanno  limiti  finiti  e  determinati 
per  x=iaì  esisteranno,  in  virtù  del  teorema  al  n.  26,  degli  intorni 
6*! ,  c% . . .  Cn,  (che  possiamo  prendere  tutti  entro  c\  pei  punti  xì  ,  xt 
dei  quali,  escluso  al  più  il  punto  a,  sia  rispettivamente 

|«i(^i)— "i(^)l<3^-,  Wt(xl)^ui(xt)\<  —  y..\u„(xì)^uK(x9)\^—ì 

per  modo  che  esisterà  un  intorno  e  di  a  pei  punti  x1  ,  x2  del  quale, 
escluso  al  più  a,  siano  contemporaneamente  soddisfatte  le  precedenti 
disuguaglianze  e  quindi  ancora  la 

l«i(*i)  —  *i(*«)l  +  |«f(*i)  —  «i(**)l  + . . .  +  IM*i)  —  M**)\  <  -3  • 

Osservando  ora  che 

/(#)  =  Ux{x)  +  U2(x)  +  .  .  .  +  U„(x)  +  R«(*), 

abbiamo,  pei  punti  xx  ,  #2  di  c\ 

l/(*i)  —  A*t)\  éi  lwi(*i)  —  wi(**)l  +  lw*(*i)  —  M*t)\  +  •  •  • 

+  IM^)-«^t)l  +  |R^)l  +  |R.(*t)l<|-  +  |-  +  -§-==»; 

così  che,  dato  a,  esiste  un  intorno  e  di  a  pei  punti  xx  ,  *"2  del  qu;  ì, 
il  punto  a  al  più  escluso,  è  |/(#i)  — f(*t)\  <<?  e  quindi,  pel  teore  a 
al  n.  20,  la  f(x)  ha  per  #  =  a  un  limite  determinato  e  finito,  e  e 
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li- 


indicheremo  con  L,  lim  f(x)  =  lim  2«n(#)  =  L,  ed  è  così  dimostrata 

x=a  x=ra  1 

una  parte  del  teorema. 

Rimane  da  dimostrare  che  L  =  2}an. 

i 

Ora,  poiché  L  =  lim/(^),  esisterà  un  intorno  e"  di  a,  pei  punti 

x=a 

x  del  quale,  a  al  più  escluso,  sarà 


'.  :  JK 


00 


L-/(*)|  =  |L-2«.{*)|<^-, 


ovvero 


00 


l  -  s  *<*)|  =  e  - 

r=l  o 


essendo  0<©<1,  ed  anche, 


L  —  2  **{*) 


•■-§. 


essendo  — 1<81<1,  formola  che  possiamo  anche  scrivere  cosi 


r=ztl 


L  -  2  uAx)  -  R„(*)  =  e,  ^ 


od  anche 


L  —  lar=  2[ur(x)  —  ar]  +  Rn(x)  +  t>l—, 

intendendo  con  n  il  numero  che  abbiamo  precedentemente  fissato. 
Ma,  poiché  le  u^x)  hanno  per  limite  ar  per  x  =  a}  esisteranno  degli 
intorni  di  <z,  pei  punti  x  dei  quali,  a  al  più  escluso,  sarà 


»l(*)  —  tfll<^'     W*)  — «tKgJ-f'l^)  — «"Kgjl 


e  (uindi  un  intorno  per  tutti  i  punti  x  del  quale,  a  al  più  escluso, 
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e,  poiché 


L  —  2  ar\  ^  2  \ujx)  —  ar\  +  |R»(*)|  +  \^ 


se  supponiamo  che  x  appartenga  a  tale  intorno,  avremo 

|L_T*r|<a, 

ed  a  questo  risultato  giungiamo  qualunque  sia  il  numero  n  che  si 
prenda  ^  m.  Perciò  vediamo  come,  dato  a,  esista  un  numero  m  tale 
che  per  n  ^  m  è  verificata  la  precedente  disuguaglianza,  la  quale  dice 

r=n  m 

che  lim  2  ar  =  L,  ossia  che  la  serie  2  ar  è  convergente  ed  ha  per 

n=7o  r=l  r=l 

valore  L,  avendosi  così 

L  =  lim/(#)  =  lim  %un(x)  =  $*«  =  2  lim  «»(*), 

ed  il  teorema  è  così  completamente  dimostrato. 

Il  qual  teorema  ci  indica  quali  siano  le  condizioni  sufficienti  per 
poter  estendere  il  teorema  dimostrato  al  n.  21,  esprimente  che  il  li- 
mite della  somma  di  più  funzioni,  aventi  limite  finito,  é  uguale  alla 
somma  dei  limiti,  al  caso  che  i  termini  della  somma  siano  in  nu- 
mero infinito,  ricordando  che  per  somma  di  un  numero  infinito  di 
termini  ux  4.  ut  +  u3  +  . . .  si  intende  il  lim  (t/,  +  ««  +  ...  +  ur)  ;  aven- 


r=*: 


dosi,  cioè,  esattamente  allora 


lim  [lim(f*i  +  «2  +  . . .  4-  ur)]  =  lim  [lim  (ux  4-  «2  -f . . .  +  ur)] 

=  lim  [lim  ux  -f  lim  u%  -f- . . .  +  lim  ur]. 

Ad  es.  i  termini  della  serie 

1    sena?        2  /sen#\*       3  /sen#\3       4   /$enx\4 
~2~x~*~2*\~~x~/   +2*\x~~)  +  ~24\~~x~)  +" 

hanno  per  *  =  0  i  limiti  determinati  e  finiti 

JL      JL      JL  JL 

2    '    2*   '    23  '  '  '  '  2«  '  '  "  ' 


■^-fc 
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(TP  tt\ 

—  "5"    >    ~K  )  (escluso 

il  valore  #  =  0  pel  quale  i  termini  della  serie  non  hanno  più  signi- 
ficato), perchè  i  valori  assoluti  dei  termini  della  serie  nel   detto  in- 

sen  x 

<  1  in  tale  intervallo,  sono  minori  dei  cor- 


tervallo,  essendo 

x 

rispondenti  della  serie 


1         2       _3  «_ 

T*  2*  +  23  +•■•+  2» 


la  quale  è  convergente  essendo 


» 

lim  ■ 

Un 

— 

lim 

2» 

2n-ì 

L  " 

1 
2~# 

Avremo  quindi 

lim    — 
*=oL2 

sen  a? 

X 

2 

(J 

>en  a 

'V 

3 

23 

•(■ 

sen  a?  ' 

X 

*     / 

__    1 

""    2 

2 

-  + 

3 

93 

-f  ... 

+  - 

n 

+  ... 

In  modo  completamente  analogo  si  dimostra  1'  altro  teorema: 
Se  i  termini  u„(x)  di  una  serie  2u»(x)  hanno  un  limite  determi- 
nato e  finito  a»,  per  x  crescente  indefinitamente  comunque  o  in  un 
determinato  modo^  ed  esiste  un  certo  numero  positivo  B  tale  chey  per 
tutti  i  valori  di  x  che  si  hanno  da  considerare  in  valore  assoluto  mag- 
giori di  B,  la  serie  sia  equiconver gente,  allora  la  serie  proposta  avrà 
un  limite  determinato  e  finito  per  x  crescente  indefinitamente  e  la 
serie  2a»  sarà  convergente  ed  uguale  a  questo  limite,  cioè 

lim  Su»(x)  =  £aff  =  E  lim  u«(x), 
i  ì  ì 

ot  ero  il  limite  della  serie  sarà  uguale  alla  serie  dei  limiti  dei  ter- 
m  ni. 


278 

Ad  esempio  la  serie 

1    **  —  1       J_  ***  — 1         1    e**—  1       _1_  *4*— 1 

2"       **       +  2*"       ^~      "F       ^~  ^"F       ^       +  "" 

è  equiconvergente  nell'  intervallo  (a,  -f  oo)  dove  a  >  0,  poiché  in  tale 

intervallo  ■— <  — -  e  la  serie 

2n       enx  2* 

2        2^? 
è  convergente.  Inoltre  lim  — =  —  ;  quindi  avremo 


t==^ri  2»       enx  2n 


lim 


—  L  2        **       +  2*        «te      +  ÌP        ***  J 


—    2   +  2*  + 

141.  Dal  primo  teorema  del  numero  precedente  ricavasi  subito 
che: 

Stf  *  termini  d' una  serie  sono  funzioni  contìnue  di  x  in  un  punto 
a.  e  la  serie  è  equiconvergente  in  un  intorno  del  punto  a,  la  serie  raph- 
presenta  in  questo  intorno  una  funzione  di  x  che  è  continua  nel 
punto  a. 


Infatti  se  f(x)  =  Ìun(x)  è  la  nostra  serie,  avremo  allora 

1 

lim  /(*)  =  lim  ìu„(x)  =  2  lim  un(x)  =  2 «„(*)  =/(*), 

x=a  ,i=a  1  l  x=a  l 

cioè  la  f(x)  è  continua  nel  punto  a. 

142.  Dal  teorema  precedente  risulta  che,  se  i  termini  della  serie 
sono  funzioni  continue  nel  punto  a  e  la  serie  è  convergente  in  un 
intorno  del  punto  aì  e  perciò  in  esso  intorno  rappresenta  una  fun- 
zione di  x}  la  continuità  della  serie  nel  punto  a  è  condizione  nect 
saria  (non  sufficiente)  per  la  equiconvergen\a  della  serie  in  un  fi 
torno  di  a. 

Così  ad  es.   la  funzione  rappresentata  dalla  serie  dell' esemp 


f^^^T 
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secondo  al  n.  137  è  discontinua  nel  punto  {ero,  e  la  serie  non  è  di 
convergenza  uniforme  in  qualunque  intorno  di  questo  punto;  ma  la 
funzione  rappresentata  dalla  serie  dell'esempio  terzo  è  continua  nel 
punto  {ero,  e  la  serie  non  è  di  convergenza  uniforme  in  qualunque 
intorno  di  questo  punto. 

Se  poi  si  ha  riguardo  al  teorema  del  n.  139,  da  quanto  precede 
risulta  altresì  che:  Se  i  termini  di  una  serie  sono  funzioni  continue 
in  tutto  un  intervallo,  la  continuità  della  serie  nelV  intervallo  è  con- 
dizione necessaria,  ma  non  sufficiente,  per  la  equiconvergenqj  della 
serie  nelV  intervallo  stesso. 

Se  però  la  serie  è  assolutamente  convergente  nell'  intervallo,  la 
continuità  della  serie  dei  valori  assoluti  dei  suoi  termini  nell'  inter- 
vallo basta  ad  assicurare  ivi  la  equiconvergenza  della  serie  proposta  ; 
abbiamo  cioè  il  teorema: 

Se  i  termini  u*(x)  di  una  serie  2u*(x)  sono  funzioni  continue  in 
tutto  un  intervallo  (a .  b),  nel  quale  2un(x)  converge  assolutamente,  e 
la  serie  2|U/i(x)|  è  funzione  continua  in  tutto  (a  ,  b),  sarà  2un(x)  equi- 
convergente  in  (a  ,  b). 

Infatti,  assegnato  il  numero  a,  sia  mxo  la  funzione  considerata  al 
n.  139  relativa  alla  serie  2|w„(#)|  e  sia  ji  il  limite  superiore  di  mXf3 
in  (a ,  ò).  Basta  provare  che  fi  è  finito,  perchè  così  si  proverà  la  equi- 
convergenza in  (a,b)  della  serie  2! u„(x)\,  la  quale  trae  per  conse- 
guenza quella  della  serie  proposta  2un(x). 

Ora  sia  x  quel  punto,  in  ogni  intorno  del  quale  il  limite  supe- 
riore di  «ic<7  è  ancora  ji.  Poniamo /( x)  =  Z\un{x)\  ed  indichiamo  con 
KH(x)  il  resto  della  serie  2 1  «„(*)'.   Esisterà  un   numero   m    tale  che 

per  n^m   sarà  R«(#')  <  — .  Fissiamo  uno  di  questi  numeri  n.  Avremo 

A*)- A*)  =TlK*)|  -  l«K*');i  +  R.(*)  -R»(A 


da  cui 

(i)      R«(*)£É  !/(*)-/(*')  + 


sj|^)|-ì^');i 


+  Mx')  ; 


m;    per  la  continuità  di  f(x)  e  di  u^x)  in  x   esisterà  un  intorno  e  di 
x   per  tutti  i  punti  x  del  quale  avremo 


l/(*)  -/(*')!< 


3  ' 


2j!«r(*)|-|Wr(*')ì| 


<v- 
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Se  si  suppongono  appartenenti  a  e  i  valori  x  nella  forinola  (1), 
questa  ci  dà  RR(x)  <  ?  per  tutti  i  punti  x  di  e.  Se  si  osserva  ora  che 
Kf{x)  < Rw(#)  se  p >  «,  vediamo  che  per  p^n  e  per  tutti  i  punti 
*  di  e  è  R,,(#)<ct;  dovrà  dunque  essere  |i^«,  il  che  dimostra  il 
teorema. 

143  Fin  qui  abbiamo  supposto  che  i  termini  un  della  serie  fos- 
sero funzioni  di  una  sola  variabile. 

Supponiamoli  ora  funzioni  di  due  o  più  variàbili.  Allora  si  in- 
tenderà facilmente  il  significato  di  serie  equiconvergente  in  un  campo, 
e  cioè,  diremo  che  una  serie  %un  è  equiconvergente  in  un  campo  a 
due  o  più  dimensioni,  quando,  per  ogni  numero  ?,  esiste  un  numero 
m  tale  che  per  «^w,  e  per  tutti  i  punti  del  campo  è  |R»|  <cr,  es- 
sendo Rn  il  resto  di  %u„.  E  sl  intende  pure  facilmente  come  segui- 
tino a  sussistere,  con  semplici  ed  evidenti  modificazioni,  i  teoremi 
precedentemente  dimostrati. 


Derivazione  delle  serie. 

144.  Se  la  serie  2u»(x)  è  convergente  in  un  intorno  e  del  punto 

a  e  tutti  i  suoi  termini  u«(x)  ammettono  derivata  finita  u'ff(a)  nel  punto 
a,  ed  il  resto  R«(x),  a  partire  da  un  certo  valore  di  n.  ammette  pure 
derivata  finita  R'«(a)  nel  punto  a,  ed  è  lim  R'„(a)  =  0,  allora  la  somma 

71=00 

f(x)  della  serie  proposta  ammette  derivata  finita  f  (a)  nel  punto  a  e 

no 

questa  derivata   è    la   somma   della    serie   delle    derivate  2u«(a),  cioè 


f'(a)  =  Su'w(a),  ciò  che  si  esprime  brevemeute  dicendo  che  per  x=a 

la  serie  proposta  è  derivabile  termine  a  termine. 
Abbiamo  infatti 

f{a)  =  ux{a)  +  ut{a)  +  . . .  +  un(a)  +  R„(a), 
/(a  +  h)  =  ux(a  +  li)  +  ut(a  +*)  +  ...+  u„(a  +  //)  +  R*(*  +  *), 
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f(a  +  h)—  fio)   __  ux(a  •+  /;)  —  ux(a)    f    u2(a  +  h)  —  yt(a) 

+ * + h ' 

essendo  h  tale  che  i  punti  a  +  h  appartengano  all'  intorno  cy  e  queste 
forinole  valgono  comunque  grande  si  prenda  n. 

Facendo  convergere  h  a  zero  abbiamo,  per  le  ipotesi  dell'enunciato, 

f\a)  =  u\(a)  +  u\(a)  +  . ..  +  un{a)  +  R», 

e  facendo  crescere  n  indefinitamente, 

lim  [«»  +  u\(a)  +  . . .  +  «•«(«)!  =/'(*)  —  lim  R«(«)  =/'(*)> 

cioè 

/•(*)=£«'„(*), 

come  volevasi  dimostrare. 

145.  La  precedente  proprietà  del  resto  di  una  serie  non  è  facil- 
mente riconoscibile.  Giova  adunque  investigare  qualche  altro  criterio 
di  più  agevole  applicazione  atto  a  farci  riconoscere  quando  una  data 
serie  possa,  senz'  altro,  derivarsi  termine  a  termine.  A  tale  scopo  ab- 
biamo il  seguente  teorema. 

oc 

Se  in  un  intorno  e  del  punto  a  la  serie  2u«(x)   è  convergente  e 

i  suoi  termini  u„(x)  ammettono  derivata  finita  u'n(x)  in  tutti  i  punti 
di  e,  e  se  nelV  intorno  e  la  serie  formata  colle   derivate  dei  termini 

della  serie  proposta,  cioè   la  serie  Su'n(x),  è  equiconvet gente ,  allora 

or 

per  x  =  a  la  serie  proposta  f(x)  =  2u„(x)  è  derivabile  termine  a  tcr- 

mine,  cioè  f '(a)  =  2u'»(a). 
Infatti,  abbiamo 

,   A*  +  *)—Aa)  _  «i(*  +  *)  —  ui(a)  j.  u*(a  +  h)  —  u*(a)  , 

[.       z = -1  = "+-••• 


lo  h  diverso  da  zero  e  tale  che  i  punti  a  +  A  appartengano  a  e. 
to  con  R„(7i)  il  resto  di  questa  serie,  abbiamo 


)-R„+,M 


_«.j.i(,i+t)-«.+i(«)  ».+i(a+i) -»,_») 
_         j         +         * 

«,+,(»  +  *)  -  ».-nM  _  li'  +  *)  — M 

h  ~  h 

o  poslo  ?(r)  =  «B+i  (.v)  +  «„+s  (*)  +  ...+  wn+,(*);  ed  osser- 
che 

b  tutte  le  u„{x)  ammettono  derivata  in  e,  avremo  ancora 

MA)  -R-+p(*)  =  ?'(<*  +  •*) 

=  «'„+,(„  +  6A)  +  «'*+,(«  +  e;,)  + . . .  +  «'n+F(fl  +  e*), 

ile,  indicando  con  pjt{#)  il  resto  della  serie 

«,(*)+«»+•••  +  «'.(*)+..., 

ie 

R„(*)  -  R.+,(4)  =  p.0>  +  »*)  —  p.+,(a  +  MI, 

R„(i)  =  ».(.  +  6  *)  -  p„+,(„  +  «*)  +  R.+/S), 
idi 

|R„(*)|  é.  |p.(«  +  «*)l  +  lp.+r(«  +  «»)l  +  I  W*)l- 
Ira,  poiché  la  serie  (2)  è  equiconvergente  in  e,  esiste  un  nu- 
m  tele  che  per  «  ^  m  e  qualunque  sia  *   appartenente  a  e  è 

<  —,  cosichè,  se  nella  (3)  «   indica   un   numero  ^  m,  aveo- 
'.(«  +  •*>!  <4-  IP»+p!"  +  «Il  <  I".  *»à 


|R.«I<" 


|R.+X*)I- 


r-tr**^- 
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Supponiamo  inoltre^ tale<he sia  |R«-f-/?( h) |  <— ,  il  che  possiamo 

o 

supporre  perchè  lim  R*_|_j,(A)  =  0. 

pz=.oo 

Avremo  quindi,  per  nì^m,  |Rn(/r)|<<7  qualunque  sia  il  valore 
h  diverso  da  zero  e  tale  che  a  +  h  appartenga  all'  intorno  e.  All'  in- 
torno e,  rispetto  ad  x,  corrisponde  un  intorno  e  del  punto  zero  ri- 
spetto ad  A,  e  vediamo  così  che  la  serie  (1)  è  equiconvergente,  ri- 
spetto ad  A,  nell'intorno  e  (il  punto  zero  escluso);  ma  i  suoi  ter- 
mini, per  /i  =  0,  hanno  limiti  finiti 

k'i(«)  >  u'*(a)  »  u's(a)  j  •  •  •  7 
quindi,  pel  teorema  al  n.  140, 

f(a)  =  lim  /{a  +  h)-M  -  u\(a)  +  «»  +  «»  +  •  •  • , 

che  dimostra  il  teorema. 

Da  questo  teorema  risulta  subito  che: 

OD 

Se  la  serie  Sun(x)  è  convergente  in  un  intervallo  (a ,  b)  e  in  esso 
i  suoi  termini  ammettono  derivata  finita  e  per  ogni  punto  di  (a ,  b) 
esiste  un  intorno,  nel  quale  la  serie  2u'n(x)   è  equiconvergente  (o  ciò 


00 


che  è  lo  stesso  se  la  serie  Su 'n(x)  è  equiconvergente  in  (a  ,  b)  ),  avremo 
allora 

^-[SUn(x)]  =  SUn(x) 

dx     i  i 

per  tutti  i  punti  x  di  (a  ,  b). 

Esempi. 

)  La  serie 

sen  x        sen  2x       sen  3x       sen  4x 
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è  convergente  per  qualunque  valore  d 

essendo   i   termini  di  questa   minori   • 

convergente 

1         1  1 

-+2T+OT  +  - 

la  serie  delle  derivate,  per  qualunque 
della  serie  proposta  cioè  la 

cos  x        cos  2x 


è  equicon vergente  in  qualunque  interv 
è  derivabile  termine  a  termine,  cioè,  pe: 


2)  Sia  la  serie 

il 


ctg»V* 


V» 

che  è  convergente  per  qualunque  vak 
lim  S„  =  are  tg  x  —  lim  - 
e,  essendo  |arc  tgx\/n  +  1J  <—  per  qualunque  valore  di  *  e  di  > 


v»  + 1 

somma  f{x)   della   serie   proposta   è,   per   qualunque   valore  di  *. 
arctg*. 

La  serie,  delle  derivate  dei  termini, 

w  ±(— ! )      " 

w  -£A  1  +  rf       i  +  («  +  ik  / 
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è  equiconvergente  in  qualunque  intervallo  cui  non  appartiene  il  punto 
zero  (vedi  n.  137)  ;  quindi  per  qualunque  valore  di  #,  escluso  x  =  0, 
possiamo,  senz'altro,  derivare  la  serie  proposta  termine  a  termine, 
avendo  così 

f  W  =  TTx*  =  2(l  +  «*  ~  l  +  («  +  l^/  • 

ì 

Per  x  =.  0  non  è  verificata  una  delle  condizioni  sufficienti,  con- 
tenute nel  precedente  teorema,  per  poter  derivare  la  serie  termine 
a  termine,  poiché  la  serie  delle  derivate  non  è  equiconvergente  in 
alcun  intorno  del  punto  {ero.  Vediamo  se  possiamo  applicare  il  teo- 
rema al  n.  144.  Indicando  con  Kn(x)  il  resto  della  serie  proposta,  è 


=  -  tg^^l  1       .   ,    ,  R.  (0)  =  1, 

V»  + 1  ì    (*  -h  i>* 

e  quindi  lim  R'n(0)  non  essendo  uguale  a  zero,  non  possiamo  appli- 


n=r> 


care  questo  teorema. 

Occorre  dunque,  per  x  =  0,  vedere  direttamente  se  la  serie  sia 
o  no  derivabile  termine  a  termine,  e  riconosciamo  subito  che  essa 
non  lo  è,  giacché 


/'(O)  =  ( 


d  are  tg  x 
dx 


mentre  che,  per  #  =  0,  la  serie  (a)  ha  il  valore  {ero. 
3)  Sia  ancora  la  serie 


S[^log(l  +  „*)_.!.  log  (1  +(„  +  1,W)]  , 

che  è  convergente  per  qualunque  valore  di  x  perchè 

lim  Sn  =  4"  loS(!  +  *')  -  ì  lim  -XT  lo«(l  +  (*  +  1) **")  J 
£  &  »=»  «  -t-  1 


on ,  come  vedremo  in  seguito, 

1 


lim- 
»=x  n  +  1 


log[l+(«  +  l)V]  =  0, 


1    "■"    ~7ei*r*^~ 
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cosichè,  per  qualunque  valore  finito  di  x,  la  serie  proposta  è  con- 

1 
vergente  ed  uguale  a  — -  log  (1  -f  x%). 

La  serie,  delle  derivate  dei  termini, 

yl       "* (n  +  l)x       ) 

^n  +  «v      i  +  («  +  i)vj 

è,  come  vedemmo,  equiconvergente  in  qualunque  intervallo  cui  non 

x 

appartiene  il  punto  zero,  ed  ha  per  valore ^-.  Così  che,  peiva- 

1   T"  X 

lori  di  x  diversi  da  zero,   possiamo,  senz'altro,   derivare  termine  a 
a  termine  la  serie  proposta,  avendo  così 


dx 


\±  [-L  ,og  (i  +  .*)  _  ^L^  iog  (i  4  e  +  w]  j 


_  yi       nx (n  -f  l)x 

-'  Zj\  i  +  «v      ì  +  («  +  i)V (  ' 

la  quale,  difatti,  non  è  altro  che  la 


di  x 

log(l+**)  = 


dx    2  ~~ox~   '  "  '       1  +  x*  ' 

Per  #  =  0,  non  possiamo  dire,  senz'  altro,  che  la  serie  sia  deri- 
vabile termine  a  termini  ;  ma  che  effettivamente  lo  sia,  lo  riscontriamo 
col  fatto  che  le  formole  precedenti  valgono  anche  per  x  =  0  ;  e  pos- 
siamo osservare  ancora  che  il  teorema  al  n.  144  ci  indica  che,  anche 
per  #  =  0,  la  serie  è  derivabile  termine  a  termine,  giacché,  indicato 
con  Kv(x)  il  resto  della  serie  proposta,  è 

RmW  =  2(«  +  1)  l0g[1  +{H  +  1)V]' 

R»  =  i  lnt?l  nv   '  R'n(0)  =  °'  lim  R'"(0)  =  a 

l  T  («  T  1)  X*  n=X} 


i 


wv 
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Esercizi. 


1.  Si  dimostri  che  la  serie 

x  +  2x*  +  3x*  -4-  . . .  -1-  nx*  +  . . . 

è  convergente  per  \x\  <  17  e  che  per  tali  valori  di  x  è  derivabile 
termine  a  termine. 

2.  La  serie 

2|-  i°g(i  +  "*>  — ^jrr log[1  +  (w  +  iwj 


è  convergente   per  #^0  (si  ammetta  che  lim 


log(l  +  nx) 


=.), 


n=n  ti 

e  per  *>0  è  derivabile  termine  a   termine,   ma   per  x  =  0  la  sua 
derivata  (a  destra)  non  è  uguale  alla  serie  delle  derivate  (a  destra) 
dei  termini  della  serie  proposta. 
3.  Si  dimostri  che  la  serie 


S  b"-x  cos^»-1  xrc) 

è  una  funzione  continua  di  x  per  qualunque  valore  finito  di  x  se 
0<é<l,  e  che,  se  inoltre  *ft>l,  non  è  derivabile  termine  a  ter- 
mine per  alcun  valore  di  x.  (Questa  serie  è  stata  considerata  da 
WeierstrasSj  che  dimostrò  rappresentare  essa  una  funzione  continua 
di  x  che  non  ammette  mai  derivata  per  alcun  valore  di  x). 
4.  La  serie 

00 


2J4"  e~"xt ~  T  *-(n+,)JÌ 


rappresenta  per  qualunque  valore  di  x  una  funzione  che,  per  x  di- 
verso da  zero,  ammette  derivata,  che  è  uguale  alla  serie  delle  deri- 
vate dei  termini  della  serie  proposta,  e  per  *  =  0  è  funzione  discon- 
tinua. (Si  ammetta  che  lim  ne—nx  =  0  per  x  o  0). 
5.  Lo  stesso  avviene  per  la  serie 


00 


X 


1 


1 


=J. 

Vi  +  «v      Vi  +(»  +  i)V  i 
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Alcune  proprietà  delle  serie  di  potenze. 


146.  Chiamansi  serie  di  potenze  le  serie  della  forma  2  cn(x  —  a)nì 

dove  aì  cQ,  cl9  c2, . . .  sono  quantità  indipendenti  dalla  variabile  x  e 
i  cui  termini  contengono  le  potenze  di  x  —  a.  Posto  x  —  a  =  x\  esse 

si  riducono  alla  forma  2  cn  xn.  Possiamo  perciò  studiare,  senz*  altro, 

n=i) 

le  serie  di  potenze  della  forma  2  cnx*  =  c0  -f  cx  x  -j-  c^x*  +  • . . ,  espo- 
ne) 

nendo  alcuni  teoremi,  che  ci  serviranno  in  seguito. 

Se  et ,  g  sono  quantità  positive  tali  che  per  n  ^  m  è  |c«|  «"  <g, 

la  serie  2cnxw  è  assolutamente  convergente  se  |xj<«,  ed  equiconver- 

0 

gente  in  qualunque  intervallo  completamente  contenuto  nelV  intervallo 

( —  a  ,a),  e  quindi  ne  IP  intervallo  ( —  a  ,  a),  esclusi  al  più  gli  estremi. 

Invero,  dalla  disuguaglianza  |£n|an<#,  ricaviamo,   per  n^m, 

1*1*  »i 

|cn|j*n|< #,  cosichè  i  termini  della  serie  2|£«|  1*1*  sono,  a  par- 
tire da  un  certo  termine,  minori  dei  corrispondenti  della  serie 
#21  - —  )  ,  che  è  convergente  se  — -  <  1. 

0  \    OH     /  OL 


Perciò  se  \x\  <«  la  serie  2!^n||*|n  è  convergente,  ed  è  quindi 

assolutamente  convergente  la  serie  di  potenze  2>cnxn7  se  |*|  <  »,  cioè 

per  tutti  i  punti  *  dell'  intervallo  ( —  a  ,  a),  esclusi  al  più  gli  estremi. 
Diremo  che  ( —  a ,  a)  è  un  intervallo  di  convergenza  per  la  nostra 
serie,  intendendo  che  negli  estremi  dell'  intervallo  la  serie  potrebbe 
essere  non  convergente  o  convergente  non  assolutamente. 

Sia  ora  (a ,  b)  un  intervallo  contenuto  tutto  nell'  intervallo  di 
convergenza  ( — «><*);  allora  esisterà  un  r  tale  che  essendo  r-r&, 
l'intervallo  (a,b)  sia  tutto  contenuto  nell'intervallo  ( — r,r).  Orala 

00 
serie  2|cn|  rn  è  convergente;  indichiamo  con  pn  il  suo  resto,  e  a  n 


10 


R„(*)  quello  della  serie  2£n#n,  con  R'n(#)  quello  della  serie  %\cn\  \x  \ 

0  0 


i-V 
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Per  tutti  i  punti  x  di  (a ,  b)  è 

|/?„(*)|^R*„(*)<pK; 

cosichè,  dato  a,  se  m  è  quel  numero  tale  che  risulti  pn  <  a  per  «  ^  w, 
avremo  per  n^m  e  per  /u/tf  i  punti  #  di  (a ,  è),  |Rn(#)|  <  a,  cioè 
la  serie  di  potenze  è  equiconvergente  neir  intervallo  (a ,  b). 

147.  Se  una  serie  Scwxn  è  convergente  per  x  =  x',  essa  è  assolu- 
tamente convergente  per  ogni  valore  di  x  numericamente  minore  di 
x',  e  se  per  x  =  x'  la  serie  è  non  convergente,  0  convergente  non  as- 
solutamente, essa  è  non  convergente  se  \x\  >  x. 

Invero,  se  la  serie  Scnxn  si  suppone  convergente  per  #==#', 
sarà  lim  cnx'n  =  Oy  e  quindi,  scelto  un  numero  g  qualunque  positivo, 


esisterà  un  corrispondente  numero  m  tale  che  per  n^m  risulterà 
\cn\  |*'|w<^r,  e  perciò,  pel  teorema  precedente,  la  nostra  serie  sarà 
convergente  assolutamente  se  \x\  <  |a:'|. 

Se  poi  per  x  =  x'  si  suppone  non  convergente  o  convergente 
non  assolutamente  la  serie  2£M*n>  essa  ^^  non  convergente  per  ogni 
x  numericamente  maggiore  di  x\  perchè  se  potesse  riuscire  conver- 
gente per*!  >#',  allora,  per  quanto  abbiamo  visto  sopra,  essa  dovrebbe 
essere  assolutamente  convergente,  contro  l'ipotesi,  per  xz=zx'  <xlm 

148.  Se  a  ,g  sono  numeri  positivi,  e  <p(n)   è  una  funzione  di  n, 

positiva  pei  valori  interi  positivi  di  n  ^  m,  e  tale  che  quando  n  cresce 

<p(n  4-  1) 
per  numeri  interi  positivi  sia  lim  ■  ■         —  =k^.l,e  si  ha,  per  n  ^  m, 

k«|*n<g<p(n), 

V  intervallo  ( —  oc  ,  a)  è  intervallo  di  convergenza  per  la  serie  Scnxn. 
Infatti,  per  nì^m,  avremo 

ft.n*i»<*?(«)(-^-)", 

cosichè  i  termini   della  serie  S!^n||*|n,  sono,  a  partire  da  un  certo 
termine  in  poi,  minori  dei  corrispondenti  della  serie  a  termini   po- 

(1*1  \w  1*1 

-^-M  ,  convergente  se  — L<1,  perchè  il  limite  del 

19 
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rapporto  di  un  termine  al  precedente  al  crescere  di  «  è 

^  *i)  j*l  = ,  W.  ^  JfL  <  L 

<p(«)         a  a  a 

La  serie  proposta  è  quindi  assolutamente  convergente  se  j*|<*. 
Caso  particolare  è  quello  in  cui   y(n)  =r  nh,  perchè  nh  è  positivo 

e  hm —^—  —  1. 


■30 


149.  Se  ( — «,*)  è  intervallo  di  convergenza  della  serie  2  c*x", 

ir=0 

/o  è  pure  per  le  serie  formate  colle  derivate  successive  dei  termini 
della  serie  stessa,  cioè  per  le  serie 

2  nc«x»~l  ,  |n(n-  l)c„x»-s  ?  §  n(n  —  1)  (n  —  2)  CnX»-^, 

Basterà,  evidentemente,  dimostrare  il  teorema  per  la  prima  di 
queste  ultime  serie. 


00 


Ora  sia  \x\  <~r<<*>  e  consideriamo  la  serie2»|£*|  |#|*— l. 

oo 

La  serie  ^cnrn  essendo  convergente,  assegnato  un  numero  g  po- 
li 

sitivo,  esisterà  un  m  tale  che,   per  n^my  sarà   \cn\rn<g,  da  cui 

n\cn\  rn—x  <«  — ,  la  qual  formola,  applicando  il  teorema  del  n.  148 

00  ff 

alla  serie  ^ncnxn—x  col  fare  a  =  r,  prendere  —    in    luogo    di   g  e 


porre  ^n)  =  n  +  1,  ci  mostra  che  la  serie  ^ncnxn~~x  è  convergente 

assolutamente.  E  poiché  r  può  assumersi  tanto  prossimo  ad  <*  quanto 

si  vuole,  così  si  vede  che  la  serie  %ncnxn—x  è  assolutamente  conver- 

1 
gente  se  \x\  <a. 

Neil'  intervallo  ( —  a  ,  a),  esclusi  al  più  gli  estremi,  le  serie 


00  00 


2>£n#"-1,  2»(»    -l)#n-2 


y  •  •  • 


sono  poi  equicon vergenti. 

Risulta  subito  da  ciò,   che:   nei  punti  interni  all'intervallo  di 
convergenza  una  serie  di  potente  è  derivabile   termine   a   termine    rd 
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è  quindi  una  funzione  continua,  ed  ammette  tutte  le  successive  de- 
rivate che  sono  pure  tutte  funzioni  continue  nelP  intervallo  di  con- 
vergen^a,  esclusi  al  più  gli  estremi. 


co 


Possiamo  osservare  che,  posto  y(x)  =  JJ  cnxn,  e  quindi 


oo 


y{p)(x)  =  E  n{n  —  1) . . .  {n  —p  +-  1)  c^-P, 

facendo  ar  — 0,  abbiamo 

<d(p](0) 
'o  =  9(0)  ,  cp=  1b2>3     ;^>(^  =  l>8»8>-0 

150.  Attribuiamo  ora  tutti  i  numeri  razionali  negativi  e  lo  zero 
ad  una  prima  classe  Bx  di  numeri  razionali,  ed  ogni  numero  ra- 
zionale positivo  b  ancora  alla  classe  Bx    se  vi   è  un  numero  a^b 

tale  che  per  x  =  a  la  serie  ^cnxn  sia  convergente,   ed  attribuiamo  b 

0 

ad  una  seconda  classe  B2  se  vi  è  un  numero  positivo  a  -^  b  tale  che 
per  x  =  a  la  serie  non  sia  convergente.  In  seguito  al  teorema  n.  147 
risulta  che:  ogni  numero  razionale,  uno  al  più  eccettuato,  potrà  es- 
sere assegnato,  senza  alcuna  ambiguità,  alla  prima  o  alla  seconda 
classe,  che  se  un  numero  razionale  b  appartiene  alla  classe  Bx  vi  ap- 
partengono pure  tutti  i  razionali  minori  di  b.  e  se  appartiene  alla 
B2  vi  appartengono  pure  tutti  i  maggiori  di  b.  Potrà  essere  che  un 
solo  numero  razionale  a  non  appartenga  a  Bt  né  a  B{,  ma  non  mai 
due  numeri  razionali  aep,  poniamo  0  >  a,  perchè  se  a  è  numero 
compreso  tra  a  e  0,  e  per  x  =  a  la  serie  converge,  a  dovrebbe  appar- 
tenere alla  classe  Bl7  e  se  la  serie  non  converge,  0  dovrebbe  appar- 
tenere alla  classe  Bs. 

Le  due  classi  Bt,  Bt  costituiscono  dunque  una  ripartizione  di 
Dedekind,  che  definisce  un  numero  r.  Dico  che  la  serie  S^n**  è  con- 
vergente assolutamente  se  \x\  <  r,  e  non  convergente  se  \x\  >  r.  In- 
vero, se  \x\  <  r,  sia  bx  un  numero  della  prima  classe  Bx  compreso 
tra  \x\  ed  r;  vi  è  un  numero  #_#!>  \x\  pel  quale  la  serie  di  po- 
tenze converge,  e  quindi  la  serie  è  assolutamente  convergente  nel 
ptnto  x.  Se  invece  \x\  >  r,  sia  bt  un  numero  della  seconda  classe 
compreso  tra  re  \x\  ;  vi  è  un  numero  a  ^è2  <  \x\  pel  quale  la  serie 
di  potenze  non  converge  e  quindi  non  è  convergente  neanche  nel 
pmto  x. 
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L' intervallo  ( —  r  ,  r)  chiamasi  il  vero  intervallo  di  convergenza 
della  serie  di  potenze  o  semplicemente  l'intervallo  di  convergenza. 

Se  tutti  i  numeri  razionali  appartengono  alla  classe  B19  la  serie 
è  assolutamente  convergente  per  qualunque  valore  di  #,  cioè  il  suo 
intervallo  di  convergenza  è  l' intervallo  ( —  oo ,  oc).  Se  tutti  i  numeri 
razionali  positivi  appartengono  alla  classe  B2,  il  numero  r  definito 
dalla  ripartizione  (Bx  ,B2)  è  lo  zero;  la  serie  converge  solo  per  x  =.0, 
punto  ove  ogni  serie  di  potenze  certamente  converge,  cioè  ha  un 
intervallo  di  convergenza  nullo. 

Ad  es.  le  serie 

1+*  +  T72-  +  -ijT3-+"- 

+ 


1.2.3         1.2.3.4.5 

hanno  ( —  oo ,  oo)  per  intervallo  di  convergenza. 
La  serie 

1  +*  -f  1.2**+  1.2.3**  +  ... 

non  è   mai  convergente,   come   si  riconosce  facilmente,  tranne  che 
per  x  =  0. 

Le  serie 

X*  X3  X* 

1  +  *  +  *«  + *3  +  ...;* £-+-5 j-+  ••■ 

<w  o  4 

hanno  ( —  1 , 1)  per  intervallo  di  convergenza. 

Si  può  notare  che  la  convergenza  non  assoluta  di  una  serie  di 
potenze  può  aver  luogo  solamente  negli  estremi  del  vero  intervallo 
di  convergenza. 

151.  Sia  (—  r ,  r)  il  vero  intervallo  di  convergenza  della  serie 

m(x)  =  S  cnxn  ;  avremo 
T  0 

(1)  /  +  c*  W  +  2*x(x  —  XX)  +  (X  —  xx)*] 

+  cz  [*,3  +  3*,  \x  —  xx)  +  3xx(x  —  xj*  +  (x  —  xj*] 
+ 
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Supponiamo  il  punto  xx  interno  all'intervallo  ( —  r  ,  r)  ;  conside- 
riamo la  serie  doppia  (propriamente  caso  particolare  di  serie  doppia) 


1*01 

}  ,  +  MIkil  +  l*-*!!] 

v  +  \c%\  w  +  2\xx\  l*-*^  +(*  -xj*] 


+ 


formata  coi  valori  assoluti  dei  termini  della  serie  doppia  che  com- 
parisce nella  (1).  Se  x>  xxX)  o  se  x <xx  <  0,  allora  le  somme  dei 
termini  in  ciascuna  linea  orizzontale  della  (2)  sono  \c0\,  \cx\  |#|,|£2|  «*V- 
e  la  serie  formata  da  queste  somme,  cioè  la  serie  2k»|  |*ln,  e  con~ 
vergente,  essendo  \x\  <  r.  Se  è  invece  xx  >  0,  x  <  xx,  allora  le  somme 
precedenti  sono  \c0\  ,  I^K^ —  x) ,  |£*|(2*i — #)*, ...  e  la  serie  for- 
mata da  queste  somme,  cioè  la  serie  S|cn|(2^1 — x)n.  è  convergente 
se  2xx  —  x  <  r,  cioè  se  xx  —  x  <  r  —  xx.   Se   poi  #i  <*  0,  x  >  #j,  tali 

somme  sono   |c0|  ,  |éi|(# —  2^)  ,  \ct\(x  —  2xl)'1 e  la   serie  i    cui 

termini  sono  queste  somme,  cioè  la  serie  2|£n|(#  —  2#,)w,  è  conver- 
gente se  #  —  2xx  <  ry  cioè  se  x  —  xx  <  r  -f  xx  =  xx  —  ( —  r). 

In  tutti  questi  casi,  ricordando  il  teorema  al  n.  134  sulle  serie 
doppie,  possiamo  nella  formola  (1)  sommare  per  verticali,  ottenendo 
così 

(fa)  =  %CnXn  =  c0  -f-  cxxx  +  £?#,2  -f  c3xx*  +  .  .  . 

4-  (cx  -4-  2c^cx  +  3£3#i*  +  . . .)  (x  —  xx) 

+  {e*  -f-  3c3^!  -4-  (ScAxx%  h . . .)  (x  —  xxy 

+ 

=  b0  +  bx(x  —  xx)  ■+■  b2(x  —  xxy  +  . . . 

<?fn)(xì) 
dove,  come  si  riconosce  subito,  è  bn  =  — - — ,  e  questa  formola 

1  .  2  . . .  w 
è  valida,   come   si    vede   dalle    precedenti   considerazioni,   per   tutti 
i    punti  x  interni    all'  intervallo  che  ha  il   punto  xx   per   punto   di 
mezzo,  e  la  cui   ampiezza  è  il  doppio  della  distanza  dal  punto  xx 
a  quello  dei  due  punti  —  r yr  che  è  più  vicino  ad  xx. 

La  serie  %bn(x  —  xx)  dicesi  serie  dedotta  dalla  serie  ^cnxn  rispetto 
a  punto  xx.  Neil'  intervallo  precedentemente  accennato  questa  serie 
d  idotta  è  assolutamente  convergente  ed   ivi  uguale   a  y(x)  ;  notiamo 


294 

però  che  essa  potrebbe  essere  convergente  anche  in  un  intervallo  di 
ampiezza  maggiore  (xx  —  p  ,  xx  4-  p). 

152.  Se  c0  è  diverso  da  zero  la  serie  y(x)  =  %CnX*  non  si  annulla 
per  x  =  0,  e  poiché  essa  è  funzione  continua  nell'  intervallo  di  con- 
vergenza ( —  r ,  r),  esisterà  un  intorno  del  punto  zero,  in  ogni  punto 
del  quale  cp(#)  è  pure  diversa  da  zero. 

Se  poi  è  c0  =  cx  =  ct  =  . . .  =  Cp—i  =  0  e  cP  è  diverso  da  zero, 
la  <p(*)  si  annulla  nel  punto  {ero,  ma,  osservando  che  allora 

<p(*)  =  xp(cp  4-  Cp+X  *  +  ...) 

e  che  xp  si  annulla  solo  nel  punto  {ero,  mentre  esiste  un  intorno  del 
punto  {ero  nel  quale  cp  4-  Cp+\  x  -f- . . .  è  sempre  diversa  da  zero,  si 
riconosce  1'  esistenza  di  un  intorno  del  punto  {ero,  nel  quale  intorno 
la  <?(x)  non  si  annulla  mai,  altro  che  per  x  =  0.  Segue  da  qui  che 
i  punti  nei  quali  la  nostra  serie  si  annulla  non  possono  formare  un 
gruppo,  avente  il  punto  {ero  per  punto  limite,  a  meno  che  la  serie 
sia  identicamente  nulla,  per  avere  tutti  nulli  i  coefficienti  ;  e  si  vede 
poi  facilmente  come  le  stesse  considerazioni  valgano  per  le  serie 
%cn(x  —  xQ)n  relativamente  al  punto  x0. 

Inoltre  i  punti  nei  quali  la  ?(#)  si  annulla  non  possono  formare 
un  gruppo  di  punti  che  si  condensino  in  un  punto  xx  dell'  intervallo  di 
convergenza  della  nostra  serie,  perchè  allora  la  serie  dedotta  rispetto 
ad  xl9  *2jbn(x  —  xx\  dovrebbe  avere  tutti  i  coefficienti  nulli,  e  si  avrebbe 
così  <p(#)  =  0  per  tutti  i  punti  x  dell'  intervallo  (2#i  —  r ,  r\  avendo 
supposto  per  fissare  le  idee  xx  >  0.  Se  il  punto  {ero  appartiene  a 
questo  intervallo  allora,  per  quanto  abbiamo  visto  precedentemente, 
la  serie  ^cnxn  è  identicamente  nulla.  Altrimenti  consideriamo  la  serie 
dedotta  rispetto  al  punto  2xx  —  r  +  e,  essendo  e  piccolo  quanto  si 
vuole,  la  quale  sarebbe  identicamente  nulla,  e  si  avrebbe  <?(x)  =  0  per 
tutti  i  punti  x  dell'  intervallo  (4xx  —  3r  +  2s  ,  r\  e  così  di  seguito  fino 
a  trovare  un  certo  intervallo  pei  punti  del  quale  sia  y(x)  =  0  e  nel 
cui  interno  sia  contenuto  il  punto  zero.  Quindi  2£«#*  è  identica- 
mente nulla. 

Se  l'intervallo  di  convergenza  della  serie  fosse  ( — 00, 00)  allora, 
da  quanto  precede,  risulta  che  dei  punti,  nei  quali  essa  si  annulla  ne 
può  appartenere  un  numero  solamente  finito  a  qualunque  interv  lo 
finito. 

Se  consideriamo  la  serie  —  K  4-  ^CnX*  e  facciamo  i  ragionato  iti 
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precedenti  rispetto  ad  essa,  vediamo  che  i  punti  nei  quali  una  serie 
S^n**  può  assumere  uno  stesso  valore  K  possono  essere  in  numero 
solamente  finito  nell'intervallo  di  convergenza  etc. 

Abbiamo  dunque  ; 

Ogni  serie  di  potente,  che  non  sia  identicamente  nulla  o  uguale 
sempre  ad  una  costante,  può  annullarsi,  o  prendere  uno  stesso  valore, 
in  un  numero  solamente  finito  di  punti  dell*  intervallo  di  convergenza, 
se  questo  è  un  intervallo  finito  ;  e  se  è  infinito,  di  punti,  nei  quali  si 
annulla  o  prende  uno  stesso  valore ,  ne  pud  cadere  un  numero  sola- 
mente finito  in  qualunque  intervallo  finito. 

Dal  quale  teorema  si  deduce  immediatamente: 

Se  due  serie  di  potente  2cn(x  —  x0)n,  2#n(x  —  x0)n  sono  uguali  in 
un  numero  infinito  di  punti  appartenenti  ad  un  intervallo  comune 
ai  loro  intervalli  di  convergenza,  esse  sono  identiche. 

Infatti  per  tali  punti  si  avrebbe  S(c?w  —  K)  (x  —  *0)n  =  0  e  quindi 
cn  =  bn  per  ogni  valore  dell'  indice  n. 

153.  Noi  abbiamo,  per  brevità  di  notazione  e  di  ragionamento, 
considerato  le  serie  %cnxn  ;  tutti  i  teoremi  ora  dimostrati  valgono 
ancora,  come  anche  notammo  al  N.  146,  con  evidente  modificazione, 
per  le  serie  della  forma  %cn(x  —  x0) .  Così  si  vedrebbe  che  se  una 
tal  serie  è  convergente  per  x  =  x\  lo  è  assolutamente  per  tutti  gli 
x  tali  che  \x — x0\  <  \x  —x0\  ,  che  esse  hanno  un  vero  intervallo 
di  convergenza  (x0  —  r ,  x0  +  r)  finito,  od  un  intervallo  infinito,  e 
così  via,  come  il  lettore  potrà  facilmente  riconoscere  da  sé. 


Serie  del  Taylor  e  del  Mac-Laurin. 

154.  Data  una  funzione  /(#),  cerchiamo  uno  sviluppo,  ordinato 
secondo  le  potenze  intere  positive  ed  ascendenti  dell'aumento  //, 
della  funzione  f(x  +  //),  sviluppo  del  quale  è  caso  particolare  quello 
relativo  alle  funzioni  razionali  intere  che  si  ottiene  nell'Algebra  colla 
s<  cnplice  applicazione  della  formola  del  binomio. 

Se  neir  intervallo  (a ,  b)  f(x)  è  funzione  univalente  continua,  gli 
e  tremi  inclusi,  ed  ammette  una  derivata  determinata,  gli  estremi   al 
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più  esclusi,  allora  (n.  67) 

(i)'  M  =/(«)  +  (*  -  *)/'(«  +  e,(*  -  a)  ) 

essendo  0  <0t  <;  1. 

Allorché  dimostrammo  questa  formola  ci  partimmo  dalla  posizione 

K  _  A*)— A*)       ossia      j^  _j^  _  K,b  __  aj 

b  —  a 

e  determinammo  K. 

Ora  supposte  le  f(x)  ,/'(#)   continue  per  i   valori  di  x  tali  che 
a  ^x ^b  e  la  f\x)  determinata  per  a  < x  <  b,  partiamoci  dalla 

(2)"  /(*)  -M  -  (*  -  a)f(a)  =  K(*  -  a)\ 

Poniamo 

+i*)  =/(*)  -/(*)  -(*-*)  A*)  -  K(*  -  *)«  ; 

per  le  ipotesi  fatte,  ty(x)  è  continua  per  a^-x ^b  ed  ammette,  per 
a  <  x  <  è,  derivata  determinata 

+'(*)  =  —  (*  —  *)/'(*)  +  2K(*  —  x). 

Inoltre  <!>(<*)  =  0  in   virtù  della  (2)",  e  ty(b)  =  0,  quindi,  per  un 
noto  teorema  (n.  66)y 

+'(*i)  =  -  (*  -  xx)f\Xl)  +  2K(*  -  *x)  =  0, 

da  cui  K  =  -^-/"(xi)  essendo  a  <  xx  <  b. 

Ponendo  xx  =  a  +  %{b  —  a\  dove  0  <  0,  <  1,  avremo 

K  =  -£-/"(« +  •,(*-«)) 
e  quindi  la  (2)"  diviene 
(1)"         fib)  =f(a)  +  (b- a)f\a)  +   (*~  *>'  /'(«  +  6t(* -  a) > 

Ed  ora  partendoci  dalla  formola 

(sr    x*)  -/w  -  (*  -  «)/w  -  ^Y^~r{tt) = K(b  ~  ^ 
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e  supponendo  anche  /"(#)  continua  per  a^x^Lb  e  f"\x)  determi- 
nata per  a  x<Zb  e  seguendo  una  medesima  via,  si  arriverebbe 
alla  formola 

(ir^)==^)+(j-^W  +  ^/'W  ♦  ^_^/>+e2(*-*)) 

con  0<63<1. 

Da  questo  procedimento  si  capisce  come,  se  si  vuole  una  for- 
mola analoga  alle  (1)'  ,  (1)"  ,  (1)"'  e  che  contenga  le  derivate  sino 
a  quelle  di  ordine  «,  sarà  conveniente  partirci  dalla  formola 

(2>»>         f(b)  -/(a)  -  (b  -  a) f\a)  -  ^f-f(a) 

[°      a)  f(»-V(a)=K(b  —  a)» 


1 .  2...(«  —  1) 


e  sottoporre  la  f(x)  a  soddisfare  a  delle  condizioni  analoghe  a 
quelle  che  furono  ritrovate  sufficienti  per  poter  stabilire   le   formole 

(i)' ,  (i)" ,  (ir. 

Osservando  però  che  nel  secondo  membro  della  (2)(w)  figura  una 
funzione  di  a ,  b}  cioè  (b  —  a)n,  noi  ci  partiremo  da  una  formola  più 
generale  cioè  dalla 

f{b)  _/(*)  _  {b-  a)f{a)  _  l±=gf\a)  -  f~/>) 
(2) 

~  -  •  ~ 1  ?L .  £- 1) /{*~i){a) = K¥{a  ' b) = ma)> 

e  supporremo  che:  f(x)  „  f'(x)  ,  /"(*), .  •  .f(n—]\x)  ,  <p(*)  sieno  con- 
tinue per  a^x  ^b\  che  /(")(#) ,  ?'(#)  siano  determinate  per  a<x<b, 
pei  quali  valori  di  x  supporremo  altresì  che  <p'(*)  s*a  finita  e  diversa 
da  zero,  e  che  sia  y(b)  =  Q. 

Come  immediata  conseguenza  di  queste  ultime  supposizioni  si 
ricava  che  <p(*),  che  entra  nel  secondo  membro  della  (1),  è  diverso 
d   zero;   ciò   si   vede    subito  dalla  semplice  ispezione  della  formola 

—  <p(a)  —  (b  —  a)  <?'(a  +  0(£  —  a)  ) 
d>ve  ()<6<1. 
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Inoltre,  per  le  ipotesi  ammesse,  la  funzione 


%g™ 


1.2..(«  — 1) 


1.2 


/(«-))W_K9W, 


(che  si  ricava  dalla  (2)  facendo  passare  K?(a)  nel  primo  membro  ed 
in  esso  sostituendo  in  ogni  termine  la  x  in  luogo  di  a)  è  continua 
per  a^-x  ^b  ed  ammette  per  a < x < b  derivata  determinata 

+•(*) = -/*(*)  +  /(*)  -  (*  -  *)/"(*)  +  (*  -  *)/»  -  •  •  • 

m  —  #yi— *  ^  —  ^ì»— i 


ovvero 


+'(*)  =  - 


1 . 2..(w  —  1) 


■/i»>(*)-K*'(*). 


Inoltre  <|;(a):=0  in  virtù   della  (2),  e  <\{b,  =  Q   avuto   riguardo 
che  per  ipotesi  <p(£)  =  0;  dunque  per  un  noto  teorema  (n.  (56) 


+'(*i) 


(b  —  st)»--' 
1  .2..(«  — 1) 


/(»>(*,)  -  K»'(*i)  =  0 


essendo  tf<#1<£,  e,  poiché  per  le  ipotesi  fatte  9'(#i)  è  certamente 
tìnita  e  diversa  da  zero,  ricaviamo 


K  =  -    -(-*~*-l)— 


1 


1.2.  .(»-l)  9'(*i) 


/(">(*i) 


od  anche 


K  =  — 


1 


1  .  2  . .  (m  —  1)  <p'(*  +  0(*  —  a)  ) 

(b  —  à)*-i(l—  0)»-1  1 


■/«.<(*  +  &(*  —  J)) 


1  .  2  . .  (fi  —  1)  <?'(a  +  0(b  —  a)) 


fw(a  +  %b  —  a)) 


essendo  0  <  0  <  1,  e  la  quantità  0   dipenderà  dalla  natura  delle  f  a- 
zioni  f{x) ,  9(#),  da  a,  da  b  e  da  «. 
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Determinato  così  K  e  posto  Rn  =  K<p(a),  la  forinola  (2)  ci  dà 
W)  =/(a)  +  (b-  a)f\a)  +  SL-£f'(*)  +  ... 


(b  —  ay-r\ 
1.2..(if  — 1) 


/(«-*)(*)  +  Rn 


essendo 


•)«- 


<p(a) 


1.2..(«  —  1)  9'(a  +  9(b  —  a)) 


■/<*)(*  +  %b  —  a)  ) 


con  0<-O<l. 
Ponendo  ora 


ed  in  conseguenza  b 
guente  teorema: 
Se 


a  =  xQ  ,  b  =  x0-*~  h 
a~h,  da  quanto   precede   ricaviamo    il    se- 


f(x),f(x),  f"(x),...tf"-i>(x)  ,9(x) 

sono  continue  per  x=  x0  ,  x  =  x0  4-  h  (s'intende  a  destra  per  x  =  x0? 
a  sinistra  per  x  =  x0  +  h  se  h  >  0,  e  invetsamente  se  h  <  0),  e 


f(»ì(x)  ,  <p'(*) 


sono  determinate  per 


x0  <  x  <  x0  +  h, 


e,  per  questi  valori  di  x,  <pr(x)   è  inoltre  finita  e  diversa  da  ^eroy  e 
<p(x0  +  h)  =  0,  avremo 

(3)    f(x0  +  h)  =  f(x0)  +  hf(x0>  +  -^--  f(*0)  +  -T^—  f"(x0)  +  .... 


+  - 


h«-l 


v^-'W  l  R 


() 


R»  — - 


1 . 2 . .  (n  —  1) 


h— "(1  -  0)»-i         ^x0) 


n> 


1.2...(n  — 1)     <p'(x0  +  eh) 


f  ">(x0  ■+  eh) 


tttiofo  o<0<i. 
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La  formola  (3)  è  conosciuta  sotto  il  nome  di  formola  o  sviluppo 
del  Taylor.  La  quantità  R*  chiamasi  termine  complementare  o  restò 
dello  sviluppo. 

Nella  espressione  (4)  del  resto  Rn  figura  una  funzione  y(x)  per 
la  quale  non  si  richiede  altro  che  soddisfaccia  alle  condizioni  impo- 
stele nell'  enunciato  del  teorema  ;  del  resto  può  essere  una  funzione 
qualunque.  Particolarizzando  la  funzione  y(x)  si  ottengono  diverse 
forme  del  resto  R*.  Quelle  che  vengono  più  adoperate  si  otten- 
gono col  porre  y(x)  =  (x0  +  h  —  x)p  essendo  p  >  0  ;  abbiamo  allora 
<p'(x)  =  — p(xQ+ h —  x)**— *,  e  questa  funzione  (x0  -t  h —  x)p,  come 
immediatamente  si  vede,  soddisfa  alle  condizioni  imposte  nell'enun- 
ciato del  teorema  alla  <p(#).  Avremo  allora  per  R»  il  valore 

R—  -  1.2.. („-l)   -phP-Ki-«l)P-^*° +  M) 

ossia 

Questa  forma  del  resto  è  dovuta  a  Schiomiteli  e  a  Roche.  Allo 
Schlòmilch  si  deve  pure  la  forma  generale  (4). 

Facendo  poi  p  =  n,  p  =  l  otteniamo  rispettivamente 

i  ./£...  Ti 

R-=ii..(,ii)^'+ii'A» 

e  queste  sono  le  forme  del  resto  dovute  a  Lagrange  e  a  Cauchy. 

155.  Oltre  a  quella  data  dalla  (4)  n,  precedente  abbiamo  un'altra 
forma  generale  del  resto  dello  sviluppo  del  Taylor,  la  quale  ha  il 
vantaggio  sulla  precedente  di  non  richiedere  che  pel  valore  *e  -4 
di  x  le  funzioni  /'(#),  f"(x) ...  fin—x\x)  sieno  continue. 

Per  stabilire  questa  forma  del  resto  ci  partiremo  ancora  d  Ha 
formola  (2)  del  numero  precedente  nella  quale  porremo  F(a ,  b)  =  9;  h 


j 
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cioè  dalla 

Ab) -f(a) -(b- a)f\a) -  ^~f  f\a) -... 

U) 

(b  —  a)«-i 

-i-W^T)/(S"1,W-K9l(*,  =  a 

Supponiamo  f(x)  e  yx(x)  continue  per  a^-x ^-b  e  che  siano 
determinate  le  derivate /'(#),  <?'x(x)  per  <*<#<£,  che  yx(b)  sia  di- 
verso da  zero  e  che  sia  (p^^z^O.  Consideriamo  la  funzione 

fo  —  a)n— 1 


1 . 2...(*  —  1) 


ottenuta  ponendo  x  in  luogo  di  b  in  tutti  i  termini  del  primo  membro 
della  (1). 

Per  le  ipotesi  fatte  esiste  ^\x)  ed  è 

+'(*)  =/'(*)  -/'(«)  -  (*  -  «)/"(«)  -  ^"^  /»  -  - 

(2/ 

-1.2~^-2)^-^-K^> 

è   inoltre   ty(a)  =  QJ   ^(^^O  ed    in   conseguenza   4',(*i)=:0   dove 
a  <  xl  <  b. 

Supponendo  ora  /'(#),  y'(x)  continue  per  a^x^.xx  e  f(x)7 
y\(x)  determinate  per  <*<#<#„  e  9'1(*)  =  0,  derivando  la  (2)r 
abbiamo 

(2)'  Y(x)  =/'(*)  -f\a)  -  (*  -  a)f\a)  -... 

(x  —  a)n— 3 


1  . 2  ...(*  —  3) 


/<*-»)(*) -kYi(*); 


ine  ltre   è   «pX*)  =  *\   ^'(^i)  =  0,    ed   in  conseguenza   ty"(xt)  =  0,  es- 
ser do  a  <  xt  <Cxx. 

Ed  ora  supponendo  che  f\x\  y"x(x)  siano  continue  per  a^x^xt, 
fr\x\Vm{x)  determinate  per  a<x<xt  e  9"1(*)  =  0>  dalla  (2)"  ri- 


(2)-  +"(«)  =/-(*)-/» -... -  l2^'_4)  /'-' W  -  K?."W; 

inoltre  è  ty'(a)  =  0,  V*t)  =  0  ed  in  conseguenza  V(*s)  =  0  essendo 

E  cosi  proseguendo,  e  col  supporre  le  derivate  /!"— *>(*),  tpì(*-!\n 
continue  per  a  ^L  x  -S-  x„^.<t  e  fi*—  ì(x),  9l("— '!(*)  determinate  per 
aO<*,,_8  e  9,1»-*)  (a)  =  0,  dalla 

cui  già  si  sarebbe  pervenuti,  si  ricava 
(B)I— 1)  *!—!)(*)  =/(-!)(*)  -/(*-!)(»  -  K9,(— ')<*) 

e,  poiché  4>e*— %*)  =  0  e  si  avrebbe  pure  già  ottenuto  4l(B— *>(*,,_-)  =  0,    ; 
segue  che  ty"— '>(*■„_ i)  =  0  essendo  a  <  #„_ i  < *b— *. 

Ed  ora,  in  ultimo,  si  suppongano  /(l*— 1)(*)}  9i,B— "(*)  continue 
a  ^x  ^x„— i  ed  /i "■'(*),   9i|B|(*)  determinate   per  *<*<*»_if 
quali  valori  inoltre  9,'">(*)  sia  finita  e  diversa  da  zero,  e  ?,<■— *\s)  - 
ed  allora  dalla  (2)'"— "  si  ottiene 
(2>">  +("'(*)=/<•<*) -K*^*), 

e  poiché  $">-')(,/)  =  0,  +'«-il(^_i)  =  0,  avremo  in  fine   ty*\xn)'- 
ossU 

/"<*.)  =  K»,c<«.) 
essendo  a  <  at.  <  #„_i  ;  e  poiché  9i,Bl(*«)  non  è  zero  né  infinito  avre 

Sostituendo  ora  questo  valore  di  K  nella  (I)  si  ottiene 

■f—f 


■  i.8..(»-d^     "T  w(*.r  l  "'■ 

Riassumendo  ora  le  condizioni  successivamente  imposte  alle  A 
zioni  /"(*)  e  9,(*)  per  giungere  a  questa  forinola  ed   osservando 
a<x*  <*„_,  <*,_,  <. ..  O,  O,  <A, 

vediamo  che: 


iSW 


303 
Le  funzioui  fix\  ^(x)  sono  continue  per  a  ^  x  ^-  b  ;  le  funzioni 

/'  (x\  /»  , . . ./ (-'<*);        *,'(*)>  9l"(*) ,  •  •  •  f,*»-1' (*) 

sono  continue  per  *££#<£;  le  /<")(#)>  9i^(*)  determinate  per 
<*<#<£;  ed  inoltre,  per  questi  valori  di  #,  91M(#)  si  suppone  finita 
e  diversa  da  zero,  ed  infine  <pi(b)  diverso  da  zero  e 

9i(«)  =  0,  9l'(a)  =  0,  ,>/(*)  =  0 , . . .  ^"-"(a)  =  0. 
In  quanto  ad  xn  possiamo  porre 

xn  =a  +  6(*  —  *) 

essendo  al  solito  O<0<1. 

Ed  infine  facendo  a  =  x0.  b  =  #0  -+■  A,  £  —  a  =  h}  abbiamo  il  se- 
guente teorema: 

Se  f(x) , 9x(x)  sono  continue  per  x  =  x0,  x  =  x0  +  h; 

f(x) ,  f(x) , . . .  f <— U(x)  ;        ?1'(x) ,  9l'(x) , . . .  <p,(»-1>(x) 

continue  per  x  =  x0  ;  /M(x),  9iM(x)  determinate  per  x0  <  x  <  x0  +  h, 
*»  /'r  questi  valori  di  x,  9i(n)(#)  è  finita  e  diversa  da  \ero,  ed  infine  è 
9i(x0  ■+•  h)  diverso  da  {ero  e 

9i(x0)  =  0 ,  9i'(x0)  =  0 ,  9iw(x0)  =  0 , . . .  9i(B-1)(x0)  =  0  ; 
allora  avremo  la  formola 

f(x0  +  h)  =  f(x0)  +  hf  (x0)  +  ^f"(x0)  +  •  •  •  +  ,    0h"T!    1X  fi—1^  +  Rn 


1.2 


1.2.. (n-1) 


dove 


Rn  = 


__     9j(x0  -+•  h) 


9l(»)(x0  +  6h) 


f  «)(x0  +  Oh) 


essendo  0<0<1. 

In   particolare  la  funzione  (x  —  x0)p,  essendo  p  positivo  e  mag- 
giore di  n  —  1,  soddisfa  a  tutte  le  condizioni   imposte  alla  funzione 
9l(#)  nell'enunciato  del  teorema  precedente,  per  cui,  ponendo 
<p,(#)  =  (x  —  x0)p,  avremo 


R.= 


*p-\){p-2)...ip-n  +  \)  (M)i-  /{n)(X°  +  M)  ' 
hn  6,»- P 


p(p-\)...(p-n+l) 


/!«)(*,  +  6,/,). 


Facendo  p  =  ft,  otteniamo  nuo 
data  da  Lagrange 


per  usare  il  quale  basta  per  ciò  eh 
imposte  alla /(x)  nell'enunciato  di  < 

156.  Supponendo  che  esistano  ed 

tutte  le  derivate  successive,  /'(#<,)  j  J 
prendiamo  a  considerare  la  serie 

.  T  =/(*„)  +  */'(«,)  +  -^  fi',)  + 

che  dicesi  serie  del  Taylor  relativa  < 

Se,  inoltre,  la  funzione  f{x)  sodi 

ai  nn.  154  o  155  avremo  ia  formola 

/<*,  +  A)=/(*b)  +  */K)+...-t 


ovvero,  indicando  con  T„  la  s 

«  /C'.-r*)  =  l 

Se  le  condizioni  suddette  verranno  so 
quanto  grande  sia  »,  la  formola  prec 
munque  grande  sia  «,  e  potremo  r 
quando  «  cresce  indefinitamente. 
Relativamente  ad  R»  si  possono 

lim  R*  indeterrai  1 

lim  R„  — oo, 

lim  R„  =  A(Afin 

lim  R»  =  0, 

ed  allora  dalla  formola  (1)  scritta  ne 

T.=/(,„+*)- 


;*05 

ricaviamo,  rispettivamente, 

lim  Tn  indeterminato, 
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lim  Tn  =  oo , 

lim  Tn  =/(*0  +  *)  —  A, 

lim  Tn  =/(xQ  +  h)  ; 

cioè,  rispettivamente,  la  serie  del  Taylor  T  è  indeterminata  ;  diver- 
gente ;  convergente  ed  ha  per  valore  f(x0  +  h)  —  A  cioè 

T  =/(*„  +  A)  -  A  ; 

convergente  ed  ha  per  valore  f(xQ  -f  h)  cioè 

/(*0  +  A)  =  T. 
Reciprocamente  se 

lim  Tn  è  indeterminato, 

»=30 


lim  Trt  =  oo , 

lim  Tn  =  B  (B  finito  diverso  da/(#0  -f  h)  ), 

lim  T„  =/K  +  A), 


UUl    1  n  =J  [*0  -t-  "h 

cioè  se  la  serie  T  è  indeterminata,  divergente,  convergente  ed  uguale 
a  B.  convergente  ed  uguale  ad  f{x0  ■+■  Zr),  in  virtù  della  (1)  scritta 
nella  forma 

Rn  =/(*0  +  h)  -  Tn 
avremo,  rispettivamente, 

lim  Rn  indeterminato, 


:» 


lim  Rn  =  oo , 

lim  Rn  =f(x0  +  h)  —  B, 

lim  Rn  =  0. 

Risulta  da  ciò  che  : 

Quando  per  la  funzione  f(x)  vengano  soddisfatte  le  condizioni  di 

20 


30(1 

uno    dei   teoremi  ai  un.  154  o  155  pe, 

u,  allora  : 

i.  la  condizione  necessaria  e  sufficiet 
T,  corrispondente  alla  funzione  f(x)  e 
terminata  o  divergente  è  che  il  limite 
mente  di  a  sia  indeterminato  o  infinito 

2.  la  condizione  necessaria  e  suffici. 
lor  sia  convergente  è  che  R„  converga  i 
finito  al  crescere  di  n; 

3.  la  condizione  necessaria  e  sufficiet, 
sia  convergente  ed  uguale  a  f(x0  +  h)  è 

In  quest'  ultimo  caso  si  avrà,  in  se 

(2)         /K+*)=/W  +  »/Wh 

e  dal  teorema  precedente  risulta  come 
oltre  ad  essere  verificate  le  condizioni 
funzione  f(x)  e  di  tutte  le  sue  succcessi- 
lim  R„=0. 

157.  Noi  però  non  conosciamo  il 
nelle  varie  espressioni  che  ne  abbiamo 
quale  solo  sappiamo  che  è  maggiore  di 
dipende  dalla  natura  della  funzione  /(; 
varierà  perciò  con  «)  e  dalla  natura  del 
si  faccia  uso  di  quelle  forme  per  R»  netl 
compariscono,  ma  non  sappiamo  corr 
elementi. 

Ciò  non  ostante  in  alcuni  casi  si  ri 
il  limite  di  R„  quando  n  cresce  indefi 
il  seguente,  che  comprende  quelli  di  tu 
ad  una  certa  condizione. 

Prendiamo  per  R„  la  forma  dovut 

*-  =  77^ 

Il  primo  fattore  del  secondo  memt 


J7^"**" 
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per  limite  zero,  per  h  finito,  quando  n  cresce  indefinitamente.  Infatti 
indicando  B  un  numero  positivo  e  minore  dell'  unità,  esiste  sempre 

un  numero  intero  positivo  i  tale  che  sia 


i  +  l 


i  +  2 


<», 


i  +  3 


<», 


*  +  4 


<  5  e  quindi  ancora 


o  ,  .  • 


Ora  »,  che  dobbiamo  far  crescere  indefinitamente,  si  può  già 
supporre  maggiore  di  i  in  modo  da  avere 


h     h     h 


1 . 2  . 3 . .  »it 


ossia,  posto  P  = 


1      2     3 


i—\     i     i  +  l    i      2  ' 


« 


A     A 


1 


A» 


1 . 2  • . .  # 


%  —  1     i 


=  P 


i+l    i+2  " 


n 


così  che 


*» 


1.2... •    <IP18"-- 
Ora  qualunque  sia  il  numero  o  arbitrariamente  piccolo  e  posi- 
tivo, possiamo  sempre  prendere  n  così  grande  che   per  quel  valore 
di  «  e  pei  valori  maggiori  sia  sempre    |P|8«—*<cr,  perchè  5<1  e 

*» 

1 .2...  « 
ha  per  limite  zero  quando  n  cresce  indefinitamente. 


P  ed  i  sono  quantità  indipendenti  da  «  e  finite,  e  perciò 
*» 


<«> 


cioè 


1 .  2  • .  •  n 

Ciò  posto,  poiché  la  funzione  f(x)  e  tutte  le  derivate  /M(#)  per 
quanto  grande  sia  n  si  mantengono  finite  nell'intervallo  (x0  ,#0  +  //) 
esisteranno  dei  numeri  positivi  B0 ,  Bx ,  Bt ,...  tali  che,  pei  valori  x 
di  quell'  intervallo,  sarà  sempre 

l/(*)l  <  B0 ,  |/'(*)l  <  B. ,  \f(x)\  <  B, , . .  |/««<*)|  <  BB , . . . 

Ma  qui  si  potranno  presentare  due  casi.  Il  primo,  che  si  possa 
assegnare  un  numero  A  positivo  maggiore  di  tutti  i  numeri  B0 ,  Bx ,  B2,... 
ed  allora  avremo  certamente,  qualunque  sia  n  e  0, 


(i) 


l/i«i(*0  +  to|<A 
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e  quindi  dalla  forinola 

(2)        I«-I  =  It-t- 


valevole  per  quanto  grande  sia  »,  si  r 

questo  è  il  caso  notevole  cui  avevamo 
Il  secondo  è  che  i  numeri  B„ ,  B, ,  I 
finiti,  vadano  aumentando  con  n  in  m 
nessun  numero  A  che  risulti  maggiore 
potendo  stabilire  le  forinole  (1),  (2)  in 
lini  R„  =  0  ed  in  tal  caso  occorre  una 

Nel  primo  caso  adunque  possiamo 
lo  sviluppo,  secondo  la  serie  del  Tayl 

/(«.  +  *)=/(*.)  +  */'(».)+ 

ma  vediamo  anche  che  esso  varrà  qua: 
A,  essendo  A,  tale  che  *■„  +  ht  sia  con 

158.  Ponendo  x„+  h  =  xt  e  per< 
del  Taylor 

/(aJ  +  *j=/W  +  y*W  +  ...  +  ì 

essa  diventa 

/(*)=/(*,)  +  <»-*.)/(*.)■ 

+  1.2..(»_1)/ 

per  stabilire  la  qual  formola  si  suppor. 
zione/f^)  soddisfaccia  alle  condizioni  de 
al  n.  155  pei  valori  della  variabile  { 
R„  è  il  corrispondente  valore  del  resto 


'l"k  "II" 
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Ed  avremo  inoltre 


/(*)  =/(*•)  +  (*-*o)/K)  +  (Yf  /"(*»)  +  •  •  • 

quando,  oltre  ad  essere  verificate  quelle  condizioni  per  quanto  grande 
sia  tty  sia  ancora  lim  R„  =  0. 

In  particolare  prendendo  x0  =  0,  abbiamo  dalla  (1)  la  formola 


xr 


(2)  /(*)  =A0) + */'«>)  + 1^/1(0)  + . . .  + 


**— l 


1.2..(«  —  1) 


/(n-l)(0)  +  R„, 


dove,  se  consideriamo  in  particolare  le  forme  del  resto  di  Lagrange 
o  di  Cauchy  o  di  Schlómich  e  Roche,  è 


;:« 


> 


n 


R*  -1-  "^ ^ 

*        1.2. .n 


/"W, 


R*  = 


1.2...(«  —  1) 


/(ni(e^), 


Rn  = 


__    *»(i  —  e,)*-* 


1 . 2  ...(*  —  1)/ 


/(*>(62*), 


e  perchè  abbia  luogo  la  formola  (2)  dove  Rn  ha  il  primo  di  questi 
valori  basta  che,  indicando  con  {  la  variabile  corrente,  /({)  sia  con- 
tinua per  %  =  0  ,  {  =  x} 

/X?),/"(0,..-/«"-I,(tì 

siano  continue  per  z  =  0,  f  (*)  (z)  sia  determinata  per  0  <  z  <  x  ;  men- 
trechè  se  Rn  deve  avere  gli  altri  valori  occorre  che  le  derivate  prima, 
seconda,...  (n  —  l)ma  sieno  continue  anche  per  z=x.  Se  poi  queste 
condizioni  vengono  soddisfatte  dalla  funzione  /({)  per  quanto  grande 
sia  n  ed  inoltre  lim  R„  =  0,  allora  abbiamo  lo  sviluppo  in  serie 


11=00 


x> 


/(*)  =  fl0)  +  */'(0)  +  y^f'i*)  +  T^3f"X0)  +  '  *  • 

La  serie  del  secondo  membro  è  la  serie  del  Mac-Laurin,  e  la 
finzione  dicesi  sviluppata  secondo  la  serie  del  Mac-Laurin.  Anche 
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qui  quando  si  sia  trovato  che  1   ,v„  ,,„  , 

grande  sia  n,  si  mantengono  sempre  continue  e  numericamente  mi- 
nori di  un  numero  positivo  finito  A  pei  valori  di  {  compresi  tra  0 
ed  x,  avuto  riguardo  alle  considerazioni  svolte  al  n.  157,  possiamo 
subito  asserise  che  f(x)  è  sviluppabile  secondo  la  serie  del  Mac-I  aurin, 
e  lo  è  ancora  quando  alla  variabile  si  attribuisca  un  qualunque  va- 
lore compreso  tra  0  ed  x. 


Sviluppo  di  alcune  funzioni  secondo  la  scric 

del  Mac  -  Laurin.  ■  m 

159.  Applichiamo  lo  sviluppo  del  Mac-Laurin   a  qualche  firn-    * 
zione. 

Sviluppo  di  e"  —  Sia  f{{)  =  e';  abbiamo 

f<X)  =  e'  ,  fXl)  =  e>... ./Hi)  =  **,... 

cosichè,  per  qualunque  valore  finito  di  x,  la  funzione  e  tutte  le  de- 
rivate si  mantengono  continue  e  minori  di  e1'  se  x  è  positivo  e  *<;*', 
e  non  superano  l' unità  se  x  è  negativo,  quando  la  variabile  corrente 
l  prende  tutti  i  valori  da  0  a  *.  Quindi  a  questa  funzione  si  può  su- 
bito applicare  lo  sviluppo  del  Mac-Laurin  e  questo  sarà  valido  qua- 
lunque sia  x.  Osservando  che 

/(0)  =  1  ,/'(0)=l  ,/'(0)  =  l,... 

avremo,  qualunque  sia  il  valore  finito  x, 


e*  =  1+x+T^  + 

X3 

1.2.3  + 

X* 

1.2.3.4 

particolare,  per  *  =  1, 

•—tW 

1 

1 

2.3   +   1 

2.3.4    "* 

ve  al  calcolo  del  numer 

0  e  [Vedi 

n.  27,  9)]. 

» 


Abbiamo  poi 

r-=l- 

■x  + 

1.2 

X3 

1.2.3    "" 

e  quindi 

ancora 

i(«.  +  ^)  = 

1  + 

ì.2+~ 

** 

-, 

1.2.3.4  +' 

1<«-— -)= 

:#+■ 

1.2.3 

xs 

+ 

+    1.2.3.4 

.5 

Se  a 

>  0,  osservando  che  a*  —  ex  loe  fl  abbiamo, 

per 

1 

valore  di 

x  finito, 

H»=l-f*logtf+- 

'(log*)' 
1.2 

^(log^ 
1      1.2.3 

+  .. 

160. 

—  Sviluppo  di  Sf 

VX  e 

cos*.  • 

—  Sia 

Avendosi 


/<•»(£)  =:sen 


(-f). 


si  scorge  subito  che,  qualunque  sia  il  valore  di  *  finito,  e  pi 
grande  sia  n,  le  /({}  e  /"(f)  sono  continue- per  tutti  i  valori 
a  *  e  non  superano  mai  in  valore  assoluto  l'unita.  Quindi  ; 
senz'altro,  applicare  lo  sviluppo  del  Mac-Laurin;  ed  o: 
che  flfi)  =  sen  0  —  0, 

/-(0)  =  sen(0+^-)-0, 

/<*«+'i(0)  =  sen  (2«  +  1  )  -J  =  cos  m«  —  (—  \)m, 


e  questo   sviluppo   vale  qualunque  sia  il   valore  finito  che  si  altri-  j 
buisca  alla  x. 

Se  poi_/fa)  =  cos  {,  e  quindi  /"("'({)  =tcosI^h — —  V  valgono  con-  , 

siderazioni  uguali  alle  precedenti  ed  osservando  che  /(O)^=cos  0  =  1, 

ftm(0)  =  cosmn  =  (—  l)»/t*»+i){0)  =cos(m«  +  -^  1  =  —  sen  ««=0, 

abbiamo 

cos  x=l- 


1.2        1  .2.3.4  1.2.3.4.5.6 

e  questo  sviluppo  vale  qualunque  valore  finito  si  attribuisca  alla  *. 
i6i.  Sviluppo  di  Iog(l  +  *).  —  Sia 

M  =  log  (ì  +  o- 

Poiché 

vediamo  intanto  che  per  ^=  —  1  la  funzione  e  tutte  le  derivate  di 

ventano  infinite.  Essendo  poi 

./fO)  =  log{H-0)=0,    /["<0)  =  (— 1)— '  1.2.3... («-1), 
la  serie  del  Mac-Laurin  corrispondente  alla  nostra  funzione  log(l+*) 


Ora,  essendo  lim —  =  *,  se  \x\  >  1   essa  non  è  convergete 


(n.  128). 

Dovremo  dunque  limitarci  a  considerare  i  valori  di  x  che  s  <à- 
disfanno  alla  relazione  —  1  <  x  -^  1.  La  funzione  Iog(l  +  {)  e  tutti  le 
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sue  derivate  si  mantengono  sempre  finite  pei  valori  di  {  nell'  inter- 
vallo (0,*),  se  x  è  uno  di  questi  valori,  ma  non  si  può,  senz'altro, 
asserire  l' esistenza  di  un  numero  positivo  A  del  quale  esse  si  man- 
tengano tutte  assolutamente  minori  nell'intervallo  (0 ,  #)  se  w  > 0,  e 
tal  numero  non  esìste  certamente  se  *<0;  occorre  quindi  esaminare 
direttamente  se  il  limite  di  R,  converga  verso  zero  al  crescere  di  n. 
Se  #>0,  facendo  uso  deli  resto  di  Lagrattge,  avremo 


=  (-1)- 


n  Vi  +  e*/ 


e,  poiché  *<1,  avremo  ■■—■■■  ^<<1,  perchè  6  è  sempre  mag- 
giore di  zero  e  solo  col  crescere  indefinitamente  di  «  potrebbe  aver 
per  limite  lo  zero.  Allora   tanto  —  quanto  I  ■  .  J     convergono 

a  zero  al  crescere  di  «  e  quindi  lim  R»  =  0. 
Se  *  =  1  avremo 

e  poiché  — a~<l  e  solo  al  limite,  per  n  crescente  indefinitamente, 

può  essere  =  1,  avremo,  comunque  grande  sia  «,  |R»1  ^  — e  quindi 

anche  in  questo  caso  lim  R„  =  0. 

Se  x  <  0,  usando  la  forma  del  resto  di  ('auchy  e  ponendo  *  ;=  —  {, 
sarà  {<1  e 


perchè  6  è  sempre  compreso  tra  \ero  e  uno  e  solo  al  crescere  inde- 
finitamente di  «  potrà  avere  per  limite  ^ero  od  urto;  e  quindi  anche 
qui  lim  R™  =  0. 


Osserviamo  finalmente  che  per 
Da  quanto  precede   vediamo   e! 
sviluppo 

(1)  log(t  +  x)  =  x-~. 

In  particolare,  per  x  =  l, 

,og2  =  l__  +  - 

(Confr.  nn.  120  esempio  3,  123 

Dal  precedente  sviluppo   di   logfl  +  x)  se   ne   possono   ricavare 
altri  utili  per  l'effettivo  calcolo  dei  logaritmi  dei  numeri. 
Cambiando  x  in  — x  nella  (1)  si  ottiene 

xi  x3  x* 

logli  -*)  =  -,-_-_-_-... 

valevole  se  — 1^#<1;  e>  dalla  (1)  sottraendo  quest'ultima,  si  ha 
ancora 


valevole  se  —  1  <  x  <  1. 


Lt+i 


X  3  V  c+ 1 /        5  V  C+l/ 


che  vale  per  qualunque  valore  positivo  di  .j,  e  che  ci  dà,  io  serie. 
il  logaritmo  di  %•  La  qual  t'orinola,  praticamente  utile  pel  calcolo  di 
log  {  per  valori  piccoli  del  numero  intiero  {,  non  lo  è  più  per  v>- 
lori  più  grandi  di  {,  come  ad  es  :  {  =  10,  perchè  la  serie  riesce  allo" 
di  troppo  lenta  convergenza,  cioè  i  termini  di  essa  vanno  lentamente 


-»»- 
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decrescendo,  in  guisa  che  bisognerebbe  sommare  molti  termini  perchè 
i  restanti,  che  si  trascurano,  potessero  costituire  una  serie,  la  cui  somma 
fosse  trascurabile  per  gli  ordinari  calcoli  di  approssimazione. 

Per  avere  serie  di  rapida  convergenza  pel  calcolo  dei  logaritmi 
osserviamo  che 

(h  \ 
1  -4-  j  , 

e  che,  supposto  —  1  <  —  ^  1 ,  sviluppando  log(  1  +  —  J  colla  for- 
inola (1),  si  ha 

la  quale  serve  a  calcolare  log(*  ■+■  b)  quando  sia  conosciuto  log  a. 
Allo  stesso  scopo  serve  la  serie  che  ricaviamo  dalla  (2)  ponendo 

1  +  *         a+  b  b  ... 

da  cui  x  =  — =-,  cioè  la  sene 


1  —  x  a  2a  +  b 

(3)log(.  +  *)=loga  +  2^  +  -l(^)3+l(^)5+...] 

che  vale  per  qualunque  valore  positivo  di  a  e  b,  essendo  allora  sempre 
x  <  1,  e  che  è  rapidamente  convergente  se  a  è  sufficientemente  grande 
rispetto  a  b.  In  particolare  per  b  =  1,  abbiamo  : 

(4)     Iog(.+  l)  =  Iog.  +  8[^  +  5iS^  +  ^L_+...]. 

Facendo  ad  es  :  in  questa  a  =  1,  abbiamo 

i      «      «  T  1         11         11         11  1 

log2  =  2[-  +  T^  +  --  +  --  +  ... 

serie  di  convergenza  rapidissima,  della  quale  prendendo  uno,  due, 
tre, . . .  otto  termini  si  hanno  rispettivamente  i  valori  di  log  2  : 

0,606666666  ;  0,691358024  ;  0,693004117  ;  0,693134759  ; 

0,693145049;  0,693147075;  0,693147172;  0,693147181  . 
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Mediante  le  serie  precedenti  si  calcolano  i  logaritmi  dei  numeri 
primi,  e  mediante  questi  i  logaritmi  degli  altri  numeri. 

Per  ottenere  i  logaritmi  in  un  altra  base  qualunque,  per  es: 
nella  base  10,  basta  moltiplicare  i  logaritmi  neperiani  pel    numero 

M  =  — — — -  (modulo  del  sistema  a  base  10). 
log  10 

Ciò  rilevasi  subito  dalla  formula  x  =  10  L°g  *,  dove  Log  x  indica 
il  logaritmo  volgare  di  #,  col  prendere  i  logaritmi  neperiani  dei  due 
membri,  ottenendo  cosi  log  x  =  Log  x  log  10  da  cui  Log  x  =  M  log  x. 

Per  calcolare  M  si  può  procedere  in  diversi  modi.  Ad  es  :  po- 
nendo nella  (3)  <?  =  8,  b  =  2  si  ottiene 

(5)  ^=logl0  =  3log2  +  2  [4+^-4-^-+.-], 

e  la  serie  del  secondo  membro  è  di  rapidissima  convergenza.  Si 
può  anche  porre  a  =  4096  =  21*,  *  =  4,  a  +  b  =  4100  =  41 .  10*, 
2a  +  b  =  819(3  =  4.2049  nella  (3)  ottenendo  così 

(6)log41+21ogl0  =  12log2  +  2[^-f3^  +  5-^4-...], 
ed  a  =  40  =  2* .  10  nella  (4)  ottenendo 

(7)    log41  =  logl0^2log2+2[^  +  -^^4.-^ir  +  ...] 

Moltiplicando  la  (5)  per  10,  la  (7)  per  3  e  sommandole,  e  sot- 
traendo la  (6)  moltiplicata  per  3,  otteniamo 


M 


+  6  LsT  +  ~3*F  +  5.815  +  '  •  "J 

—  6  f    *  1  1  -1 

L  2049  +  3.20493   +  5.20493  +•••]• 


J 


tt      •    ;* 
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Si  trova  cosi 

4r  =  log  10  =  2,30258  50929  94045  68401  79914  . . . , 
M  =  0,43429  44819  03251  82765  11289... 

t&2.  Sviluppo  di  (1  +  x)m  —  Sia  /({)  =  (1  -*-  fìmy  m  numero  qua- 
lunque; abbiamo 

f("\()  =  tn(m  —  l)(m  — 2). ..(*»  —  *  +  1)(1  +  ^)"I~», 
f(n)(0)  =  m(m  — 1)(*»  —  2)...(w  —  «  +  1) 

e  perciò  la  serie  di  Mac-Laurin  per  la  funzione  (1  -4-  x)m  risulta  la 

m(m  —  1)    0       m(m  —  1)  (m  —  2)     , 
(1)         l  +  mx+     v^2    ;*»-f      l      1£K3 *-*»  +  ... 

=  1-4-  « ,*  -I-  m2#2  +  i» j*8  +  . . .  +  mnXn  +  . . . 


avendo  posto 


tn{m  —  1) . . .  (m  —  n  +  1) 

1  •  2 . . .  ti 


Questa  serie  chiamasi  anche  serie  binomiale.  Il  limite  del  rap- 
porto d' un  suo  termine  al  precedente,  quando  V  indice  n  cresce 
indefinitamente,  essendo 

,.  »in#n  ..      m  —  n  +  1 

hm  —  =  hm x  =  —  #, 

la  serie  è  convergente  se  |#|<1,  non  convergente  se  \x\  >  1.  Dob- 
bi   mo  adunque  limitarci  a  considerare  i  soli  valori  di  x  dell'  inter- 
V2  lo  (  — 1,4-1);  ed  anche  qui  occorrerà  esaminare  direttamente  se 
il  limite  di  Rn  è  zero  al  crescere  di  «. 
Sia  —  1<  x  <  1. 
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Usando  la  forma  del  resto  di  Cauchy,  abbiamo 

_         tnim  —  1) . . .  (nt  —  n  +  l  )       „       Ax     ,  ,„       A  N 
R»  =  1.2...fr-l) ^(1  ~ ^  (1  +  ^"^ 


(— D(«-*)-(— «Jhil^i^  +  e*)B,-i  (ÌZ±) 


V — 


1.2...(«  — 1) 


Ma 


lim    (»- 1)  (»-»)••■(»--« +1)  ,_  =  o, 
»=»  1 .  2  .  •  •  [ti  —  1) 


perchè  questo  è  il  limite  del  termine  generale  della  serie  binomiale 
convergente,  se  \x\  <  1,  che  si  ottiene  dalla  serie  binomiale  (1)  cam- 
biando in  essa  m  in  m  —  1.  Essendo  inoltre  (1  -f  0^)m_1  minore 
di  una  certa  quantità  B,  perchè  (1  -j-  0#)m— l  è  in  ogni  caso  non 
maggiore   di   uno  oppure  non   maggiore  di  (1  -f  a)1"""1,  ed  inoltre 

( —  J      ^  1 ,  avremo,  comunque  grande  sia  «, 


Rn|< 


(y  —  1)  (m  —  2) . . .  (m  —  n  +  1) 


1.2...(«  — 1) 


*»-1 


mx\  B, 


e  quindi  lim  I^zzzO. 


«=-/) 


In  conseguenza,  qualunque  sia  m   e  per  — 1<#<1,  ha  luogo 
lo  sviluppo 

(2)        (1  +  x)m  =  1   «  Wp*  +  m%x*  +  mzx*  +  . . .  +  m**»  +  . . . 

Restano  da  considerare  i  casi  limiti  x  =  db  1. 

A  tale  scopo  ci  occorre  prima  dimostrare  che  l'espressione 

p   _   «(«  4-  1)  («  +  2) . . .  («  +  n  —  1) 
n~   0(0  +  1)0  +  2).  ..(?■+*  — 1)    ' 

dove  a,  0  sono  quantità  qualunque  diverse  da  zero  e  da  un  nume  o 
intero  negativo,  quando  n  cresce  indefinitamente,  ha  per  limite  P  ì 
finito  o  zero,  secondochè  a  >  0  oppure  a  <  0.  (Se  a  =  0,  P„  =  1  j  r 
qualunque  valore  di  «). 


3J9 
Sia  p  >  0  e  a  >  0  ;  osservando  che 

a  L  a  —  P        «+1        .    ,    a  — P 


P  P        '    P  +  l  p  +  1 

a  +  «  —  1  a  —  p 

=  1  -r 


p  +  tf  —  1  P  +  «  —  1   ' 

abbiamo 

p-  =  (1  +  V)(--f?f)-('  +  7&) 

='  +  (— B(T+Trr+-+?+^T)+Q 

indicando  con  Q.  l'insieme  degli  altri  termini,  tutti  positivi,  che  si 
ottengono  eseguendo  la  moltiplicazione  nel  secondo  membro  della 
espressione  di  Pn  ;  cosichè 

P.>i  +  (.-»(|+T^+...+ITi_r). 


sene 


oo  A 


p.= 


S-q è  divergente  (n.  127);  quindi  ancora  lim  Pn  =  oo. 

Se  P  <  0,  si  fissi  l'intero  positivo  m  in  guisa  che  P  -f  w  =  p'  >  0, 
si  supponga  già  n  >  w,  e  posto  «  +  «  =  »',  «  —  m=zriì  si  avrà 

fl(Hl)...(«  +  w-l)         «'(«'  +  I).,.(ft'-f«'-l)  . 

KP+i)...0  +  «-i)    "    P'(P,+  i)...(P'  +  *'--i)  ; 

ma  al  crescere  di  n  e  quindi  di  ri  il  secondo   fattore   del  secondo 
membro  ha  per  limite  V  infinito  perche  «'  >  P'  e  3'  >  0  ;  quindi  anche 

lim  Pn=oo. 

*=»  * 

Se  invece  «  <  P,  osservando  che  —  avrà  allora  per  limite  l'in- 

x  n 

fin  to,  per  n  crescente  indefinitamente,  perchè  «  <  P,  si  ricava  subito 
eh    lim  Pw  =  0. 


Ciò  premesso,  supponiamo  *  =  1.  La  se 
dente  è 


(3) 


1.2  1.2.3 

Usando  la  forma  del  resto  dovuta  a  Lagran^ 

R    —   ' 

R"--  1.2.8. .« 

- / _ 1 1-  -M-»+n(-'»  +  g)--(-"»  +  »-w/  ■  y-. 

~v        '  1.2..»  Vl+9/     ' 

supponendo  già   n  >  m ,  è   I  — g-  I         ^  1  ;  inoltre  il  fattore 

—  i»(—j»  +  1) ...(—»  +  «— 1)  .  .  _  , 
; — -  -  ■- ,    ricavandosi   da    P»   tacendo 

«  =  —  m,  ?:=1,  ha  per  limite  zero  se  — W<I;  in  questo  caso, 
cioè  se  m>  —  l,si  ha  lim  Rk  =  0,  e  quindi  vale  lo  sviluppo  (2). 

Se  «=r — 1,  la  serie  binomiale  (3)  diviene 

1  —  1  +  1  — 1  +  1  —  H-... 

che  è  indeterminata. 

Se  m  < — 1,  il  termine  generale  della  (3) 

m(M  —  \)..(m  —  *+  1  _  —  m(-m  +  ì)...(—  «  +  «-!?_ 

1.2..*  _t       J  1.8. .a 

ha  per  limite  l' infinito  al  crescere  di  «,  perchè  si  ottiene  da  (—  l)"P. 
ponendo  «  =  —  m,  (3=1  edè  a  >  P,  e  quindi  la  serie  non  può  es- 
sere convergente. 

Supponiamo  ora  *  =  —  1.  Allora  dobbiamo  supporre  «>0, 
perchè  seme  negativo  la  funzione  (1  +  {)*  diventa  infinita  nel  punto 
—  1  dell'intervallo  (0,  —  1)  e  per  «  =  0  assume  in  quel  punto  il 
valore  indeterminato  0", 

Adoperiamo  la  forma  del  resto   dovuta  a  Schlòmilch  e  Rock 
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(n.  158),  che  per  la  funzione  (i  -h  {)m  è 

R- = - (1  - e)a-p    i.2..(,;-i)/  (1 + "x)m~n- 

Per  x  =  —  le  prendendo  /  =  w  si  ha 

p    — /      ii«  (*  —  0  (m      2)  ...(*/  —  «  +  1) 
R*  - (-  1}   1.2. ..(«-!) 

(—  *»  -f  1)  ( —  m  +  2) . . .  ( —  w  +  n  —  1) 

—  1.2...(«— 1)  ' 

la  quale  espressione  al  crescere  di  n  ha  per  limite  zero,  poiché  si  ot- 
tiene da  —  Pn  cambiandovi  n  in  n  —  1  e  facendo  a.  =  —  tn  -4-  1 , 
£=1,  ed  è  a  <  0  essendo  m > 0.  Quindi  per  w>0  e  #  =  —  1  vale 
lo  sviluppo  (2). 

Riassumendo,  vediamo  che  : 

Lo  sviluppo  binomiale 

(1  +  x)m  =  1  -f  m,  x  -f  m2x*  4-  m3x3  +  . . . 

vale  qualunque  sia  m,  se  —  1  <  x  <  1 .  Per  x  =  1  vale  se  rn  >  —  1 
e  si  ha  così 

2m  =  1  4-  m,  -I-  m2  4-  m3  -f  . . .  +  m»  +  . . . 

Per  x  =  —  1  vale  se  m  >  0  e  si  ha  così 

0=1  —  mx  -f-  hi2  —  m3  +  m4 . . . 

E  vale  solo  in  questi  casi. 

È  quasi  superfluo   osservare   che   le  serie  precedenti   diventano 
polinomi  seme  numero  intero  positivo. 

Notiamo  i  seguenti  casi  particolari  :  m=  —  1,  w  =  —  2,  w  =  — — , 
w=— ,  ai  quali  corrispondono  gli  sviluppi 

=  \  —  X  +  x*  —  ff3  -h  . . . , 


1  +x 

1 


T  =  1  —  2x  +  3#*  —  4x3  +  ox*  —  . . . , 


(1  +  xy 

21 


Vi+* 


+  (- 

i.-: 

2.4 

valevoli 

per  — 1<» 

<i 

e  P  ulti 

ViTJ 

-4- 

] 

»-.; 

1.3.5. 

che  vale  per  —  1  ^  *  ^  1 . 

Mediante  la  serie  binomiale  possiamo    sviluppare   anche   la  po- 
tenza m*sima  di  un   binomio   a  +  è,   perchè,    supposto  —  <  1,  ab- 

I  a  I 
biamo 

(-»r=^  +  4)-=.-(.+-.,i+»-(i)'+»,(iy+...V 

Questa  forinola  è  utile  pel  calcolo  delle  radici  dei  numeri; 
così  ad  es.  abbiamo 


fai  =V27  +  4  =  ^27(l+^.)  =  3(l  +  -|)4 
_f         I     4         1.2  /  4  \*       1  .2.5  /  4 \3 

_    1.2.5.8     /_4_\4  ] 

3.6.9.12   \27,J   +"'"J  ' 


voi4=V626-"=V625(1-i^)=5(1-lir)4 

r      ì    n       1.3/n  y     1.3.7  /  n  y 

[       Tìis'l.slej       4.8.12  UsòV       •" 


Esercizi. 

1.  Si  dimostri  che  per  —  ì  ^x^\  ha  luogo  lo  sviluppo 

*3        x*         XI 

(Vedi  n.  104). 

2.  Per  qualunque  valore  finito  di  x  è 

■         ,      p  cos  a>         p!  cos  2?     ,       p3  cos  3=     , 
«*»«»**  =  ]  +  jL-j-**  +  r        g      ^  +     1    2    s         + 

O"  COS  «tp 


;t.  Per  qualunque  valore  finito  di  x  è 

2V  25 .  x* 


=  1- 


1.2.3.4  1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 

4.  Se  —  1  <*<  1  si  ha  lo  sviluppo 

logfl  +  x) 

1  +  # 

,_(1+^,  +  (l+l+^_(l+±+^+l) 

+  (-  i)B-'(i  +-  +  Y+---  +  v)*H+'" 

(Si  dimostri  che  la  serie  è  convergente  solo  per  |*j  <1,  e 
opportunamente  le  forme  del  resto  di  Lagratige  e  Cauchy, 
tendo,  come  si  vedrà  in  seguito,  che  nx*  e  rPx"  hanno  pe 
zero  col  crescere  indefinitamente  di  »  se  \x\  <  1). 

5.  Se  —  1<  *  <  1  sì  ha 

!  +  *  +  ,■+,•  =èJTTV  +  "-*>7^|  =!<"-' 

=  1  —  *  +  *'  -  *3  +  *'  —  *3  +  *»8  —  *'3  +  *10  —  *»  + 


'Al^'_,:.-. 


Tì>  V*-T 


&•■>• 
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6.  Si  dimostri  che  pei  valori  di  x  tali  che  —  1  <  x  <  1  la  serie 

_L_fL     Li?  fi     1'3'5  *7  1.3.5...(2*  —  1)  *?»+* 

*+2"    3  +  271    5  +  2.4.6    7   +'"+      2.4.6...2w       2*!+lT" 

è  derivabile  termine  a  termine,  e  se  ne  deduca  che  essa  è  uguale  ad 
are  sen  x. 

7.  Si  applichi  lo  stesso  procedimento  per  provare  che,  per  — 1<*<1, 
è 


1    *» 


log(x  +  \/l+**)=x—  —  —  + 


1.3    x*_ 

O 


1.3.5    ** 


2.4 


2.4.6     7 


=-  +  •■• 


,      1XM  1.3.5...(2«  — 1)     *««+i 

+  (—  l)n _..    ,    „       ^ - — -  +  • 


«•'•TC.U...    Wr» 


2«  +  1 


Ulteriori  considerazioni  sulla  serie  del  Taylor. 

163.  Sulla  sviluppabilità  di  una  funzione  in  serie  del  Taylor  fac- 
ciamo ora  alcune  osservazioni,  che  si  ricavano  facilmente  da  quanto 
abbiamo  esposto  sulle  serie  di  potenze  e  sulla  serie  del  Taylor. 

Se  per  i  punti  x  di  un  intervallo  (a ,  b)  la  funzione  f(x)  e  svi- 
luppabile in  serie  del  Taylor  relativa  al  punto  x0,  cioè  si  ha 


* 


i 

fe- 
l- 


ci) 


f(x) = 2i_j*si  (x  _  Xo)>. 


«=0 


intendendo  che  sia  n  !  =  1  .  2  .  3  . . .  n,  01  =  1,  ff0)(x0)  =  f(x0),  la  fl» 
ammette  in  tutti  i  punti  di  (a ,  b)  tutte  le  successive  derivate^  le  quali 
sono  pure  sviluppabili  in  (a ,  b)  in  serie  del  Taylor  relative  al  punto 
#0,  giacché  dalla  (1)  ricaviamo  successivamente 


» 


/<"'(*.) 


00 


/W(*o) 


/'<*>= 2(7=5  <*-^'    m=  2(t^<— *^'- 


nz=r 


?- 


164.  Una  funzione  f(x)  è  sviluppabile  in   un   sol  modo  in  sì  \t 
di  potente  di  x  —  x0  pei  punti  x  di  un  intervallo  (a  ,  b)  ;  e  se  il  punto  i9 


-r* -i«« 
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appartiene  ad  (a ,  b),  questo  sviluppo  è  quello  del  Taylor  y  giacché  ai- 


or 


lora  potremo  porre  x  =  x0  nello  sviluppo  f{x)  =  2  cn(x  —  #0)*,  e  nei 

n=0 

conseguenti /'(#)  =  2  ncn(x—xjp-\f\x)  =  !«(«  —  1  >;„(#— *0)»-V. 

it=l  h=2 

ottenendo  così  /(0)  =  £0,  - — \^~  =  <:„. 

#  I 

Se  due  funzioni  /(#),  9(#)  sono  sviluppabili  in  serie  di  potenze 
di  x  —  x0  in  intervalli,  che  abbiano  un  intervallo  comune  (*,£),  ed 
in  una  parte  (e ,  d)  di  (a ,  b)  sono  uguali,  esse  sono  uguali  in  tutto 
(a ,  £),  giacché  le  due  serie  di  potenze,  essendo  uguali  in  (e ,  d)y 
sono  identiche. 

E  se  due  funzioni  /(#),  <p(#)  ammettono  in  un  intervallo  (a ,  b) 
tutte  le  successive  derivate  finite  ed  inoltre  esistono  due  numeri  po- 
sitivi A,  B,  tali  che,  per  tutti  gli  indici  n  e  per  tutti  i  punti  x  di  (a  ,  b\ 
sia 

|/<"K*)|  <  A,        |<p<»>(*)|  <  B, 
e  in  un  punto  x9  di  (a ,  b)  è 

A*ù  =  ?(*•)  ,  /'(*„)  =  <P'(*o)  ,  />o)  =  ?"(*«>>  ,  •  •  • , 

le  due  funzioni  saranno  uguali  in  tutto  (a ,  £),  giacché  le  loro  serie 
di  Taylor  relative  al  punto  x0  sono  identiche,  ed  esse  sono  entrambe, 
per  tutti  i  punti  x  di  (a ,  b),  sviluppabili  in  serie  del  Taylor  riferite 
ad  *0. 

165.  Se  una  funzione  J{x)  è  sviluppabile  in  serie  di  potenze 
S cn(x  —  #0)n  pei  punti  x  di  (a7b),  ed  xx  è  un  punto  di  (*,£),  essa 
sarà  sviluppabile  in  serie  del  Taylor  relativa  al  punto  x1  per  tutti  i 
punti  x  dell*  intervallo  (e ,  d)  [che  potrà  essere  anche  tutto  {a ,  b)]  co- 
mune ad  (a ,  b)  ed  all'intervallo  di  convergenza  della  serie  2#„(*  — xx)H 
dedotta,  rispetto  al  punto  xl9  dalla  serie  2cn(x  —  x0)  ;  giacché  in  (e ,  d) 
avremo 

/(*)  =  2*„(*-*i)H, 


e   iccome  xx  appartiene  a  {e ,  J),  sarà  £„  =  — ,  quindi  in  (e  ,  d) 


n\ 


f{n)(x*) 


326 

£  166.  La  serie  del  Taylor  2  - — ^-^-  (#  —  #0)n,  per  la  funzione  f\x) 

e  relativa  al  punto  #0,  potrà  non  essere  mai  convergente,  mentre  la 
f{x)  potrà  essere  finita  e  continua  insieme  alle  sue  successive  deri- 
vate in  un  intervallo  finito  o  infinito. 

Se  la  serie  del  Taylor  precedente  converge  per  un  valore  di  x 
diverso  da  x0  allora  essa  ammette  un  intervallo  di  convergenza  fi- 
nito od  infinito,  nel  quale  però  potrà  non  essere  uguale  al  valore  di 
f(x)  in  alcun  punto  x  di  esso,  o  potrà  essere  uguale  ad  f{x)  solo  in 
alcuni  punti  o  intervalli  appartenenti  a  tale  intervallo  di  convergenza. 

Diamo  un  esempio  di  questi  casi. 

La  serie 


1  1  1  1111 


^   (2«)  !    1  +  atnx 


+ 


n=\ì 


(2«)  !    1  +  atnx         1  +  x       2!    1  +  a*x        4  !    1  +  a'x 


-» 


dove  a">  1,  è  convergente  se  #  ^0,  perchè  i  suoi  termini  sono  non 

20       1  1 

maggiori  di  quelli  della  serie  V  =-(^  +  r). 

*^™  (  t^fi  )  i         ** 

Essa  rappresenta  quindi   per  ogni  #^0,  e  se  <j>1,  una    fun- 
zione /i(#), 


00       1  1 


w=o 


(2«)  !    1  +  a*Hx 


Per  questi  valori  di  #,  fx{x)  ammette  tutte  le  successive  deri- 
vate, le  quali  sono  date  dalle  serie  delle  derivate  successive  dei  ter- 
mini della  nostra  serie.   Infatti    la   derivata  pma  del  termine   gene- 

rale  _1 L_  è  t^LPl        W         •  e  poiché 

(2«)  !    1  +  a*»x  (2«)  !       (1  +  «'»  *)/>+'  '  e  P0'006 

1  (apf1  (ab- 


biti) !    (1  +  a*nx)F+ l    —  (2«)  1 

per  *^>0,  ed  è  V    — — -  =  — -  (eaP  -h  er~ a*\  la  serie  il  cui   termine 
r         —    >  ^  (2«  !         2  v  " 

(— iy         („i>)2n 
generale    è  7^-yy-   t, — —n  >.  _L1     è   equiconvergente   neiP  interv  lo 

(0,  -f  <*),  qualunque  sia  V  intero  />. 


».-■'•. 
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Avremo  quindi,  per  #^0, 

/,  !      _  *     1;    Zi    (2«)  !    (1  +  atnx)P+i  ' 

facendo  x  =  0  abbiamo 

1  1 


/.«»  =  S-^T  =  T  <•  +  «-* 


n=0 

e  le  derivate  (a  destra),  nel  punto  ^ro,  di  fx(x)  sono 

n=) 

Ora  la  serie  di  Mac  -  Laurin  per  la  nostra  funzione,  cioè  la  serie 

è  divergente  qualunque  sia  x\  perchè  lim  (eaP  -f  e— aP)  =oo,  e  perciò, 

se  a?^  1  il  termine  generale  di  detta  serie  ha  per  limite  l'infinito 
al  crescere  di  p;  e  se  #<1,  quantunque  allora  xp  abbia  per  limite 

zero,  il  prodotto  e**  xp  ha  per  limite  V  infinito,  perchè 

e  trovandosi  certamente  un  k  intero  positivo  tale  che  xah  >  1,  giac- 

(xa*)p 
che  a  >  1,  ed  essendo  #'' *flP>  —,-.—>  sarà  certamente  lim  xpeaP  =  ooì 

(xahY 
perchè  è  lim  =  oo. 

Abbiamo  così  una  funzione  f\{x\  che  è  finita  e  continua  con 
tutte  le  sue  successive  derivate  per  x  ^  0,  e  per  la  quale  la  serie  di 
Mac -Laurin  è  sempre  divergente. 

In  modo  completamente  analogo  si  vedrebbe  che  gode  della 
stessa  proprietà  la  funzione 

*  1  1 

M*)=  2  (2n  +  l)l     1  +  a*»+l  x  ' 


►*/*- 
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le  cui  derivate  sono 


(- 


"  1 (a*)*"+l 

1>P  2i  (2«  +1)1    (1  +  ««"+1  *)p+» 


»=o 


e  per  *  =  0 


1 


/.(0)  =  y  (<  -  *-'), 


/^  =  (_1),^K_^)) 


le  derivate  per  #  =  0  essendo  derivate  a  destra. 
La  funzione 

/(*)  =/iW  -/*(*)  =  Il  (-  1)"  -^f  -pA. 

n-0 


+  anx 


è  finita  e  continua  per  ogni  x^O,  ed  ammette  le  derivate  succes- 
sive date  dalle  forinole 


/<*"(*)  _  /i*>(*)     /«*»(*)  _ 


r    1ÌP  y  (~ 1)w       <*>" • 

y—lr2a      »!      (1  -+- *-*)f+'  ' 


/l  *1  p\ 

e  per  *  =  0 

>ro=r— f  £f  =^f  -«a=,_ir^-<-  ir 

le  derivate  nel  punto  ^r<?  essendo  delle  derivate  a  destra. 
Per  questa  funzione  f(x)  la  serie  del  Mac  -  Laurin 


^' 


QO 


S  <- 1)' 


p=0 


è  convergente  sempre,  perchè  il  limite  del  valore  assoluto  del  rap- 
porto di  un  termine  al  precedente,  per  p  =  oo ,  è 

lim 


lim  x —  =  x  lim =  x  lim  I  —  )     =0. 


Essa  rappresenta  una  funzione  continua  rfx) 


00 


X» 


^)=S(-i)p(-i)p-^rJ 
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ma  però  per  nessun  valore  positivo  di  x  è  uguale  alla  funzione  /(#). 
Supponiamo  infatti  che  per  0<#<A  possa  essere  f[x)  =  y(x),  es- 
sendo A  quantità  positiva  comunque  piccola.  Prendiamo  una  quantità  xQ 

tale  che  sia  —  h  <  x0  <  h  e  dalla  <? (a?)  deduciamo  la  serie  di  potenze 


di  (jx  —  x0)}  avendosi  così  un  certo  sviluppo   <p(#)  =  S  Ap(a:  —  x0)p, 
valevole  per  qualunque  valore  di  x.  Abbiamo  inoltre 

1         __        1 1 

1  +  anx  ~~~  1  •+  anxQ  an(x  —  x0) 

1  +  *»*„ 

1         r        *(x-xj      J»(x-xtf         l 

l  +  *»*o    L  l+^o     +  (i  +  *n*0)2        *     j' 

e     lo    sviluppo   in   serie   è    permesso  se  — - — ^-^-  <  1,    cioè    se 

x  <<Z V  2x0  ;  così  che,  qualunque  sia  w,  se  x  ^  2x0ì  avremo  uno 

sviluppo  in  serie  assolutamente  convergente 

1 


1  -f  anx 
dove 


B„0      Bnl(#  —  *0)  +  Bnt(x  —  x0)*  -4  . . . 


Bnr=(—l)' 


anr 


(1  +  a»xoy+i  • 


Sarà  perciò 


rf) 


yw       ^       «  !        1  +  a»x 

n='ù 

=  <B00  +  B„,(*  —  *0)  +  B0,(*  —  *„)*  +  . . .) 
—  (B10  +  Bn(*  —  *0)  +  Blt(*  —  *0)s  +  . . .) 

+  gj-  (B*o  +  Bt,(*  —  *0)  +  B„(*  —  *„)*  + . . .) 
+ 


330 

per  x  fi  2#0.  Ora  se  x  <  #0  le  serie  orizzontali  del  secondo  membro 
hanno  tutti  i  termini  dello  stesso  segno,  e  la  serie  delle  somme 
delle  serie  formate  coi  valori  assoluti  dei  termini  delle  orizzontali  è 


*     1  1 

— r ,  serie  convergente:  in  virtù  di  un  teorema  già  di- 

n  1   1  4-  anx  '  e>        >  © 

71=0 

mostrato  sulle  serie  doppie  possiamo  quindi  sommare  per  verticali. 
Se  x  >  Xq,  allora  osserviamo  che 

BM0  +  \Bnl\  (x  —  x0)  +  Bwt(*  —  xtf  +  |Bn3|  (*  —  *0)8  +  . . . 


l  -*-  anxn    [.  1  +  anx{ 


a"(x  —  x0)    t    ain(x  —  xò)* 


+ 


-f 


...] 


1 


1 


1 


—  1  4-  anx0      __  a\x  —  xQ)  ~~~    1  -f  aH(2x0  —  x)  ' 

1  +  *"*o 
cosi  che  la  serie  formata  colle  somme  delle  serie  costituite  dai  valori 

x      1  1 

assoluti  dei  termini  delle  serie  orizzontali  è  V,  — r  -r 

+-*  ni    1 
«=o 


+  a  "(2*0  —  x)  y 

convergente  pei  valori  di  x  che  consideriamo.  Possiamo  quindi   an- 
cora sommare  per  verticali. 

In   ogni  caso  dunque  avremo,   per   0  <  x  -^  2#0,   uno   sviluppo 
della  forma 


00 


avendo  posto 


/(*)  =  SBP(*-*0)*. 


B„  =  S  (-  1)"  E*,. 

rr=0 


Ma  nel!'  intorno  (0  ,  h)  di  #0  abbiamo  f(x)  =  y(x)  cioè 


S  Ap(*  —  x0)*  =  3S  Bp(*  —  *oY, 
quindi  le  due  serie  sono  identiche;  cosichè  avremo  ancora 


per  0  <  x  ^£  2x0  dove  2x0  >  //. 


331 

Operando  ora  siili'  intervallo  (0 ,  2#0),  pei  punti  x  del  quale  vale 
P  eguaglianza  f{x)  —  <p(^r),  come  abbiamo  fatto  precedentemente  col- 
1*  intervallo  (0 ,  A),  troveremo  un  intervallo  (0  ,  k\  dove  k  >  2*0,  nel 
quale  si  ha  pure  f{x)  =  <p(#),  e  così  di  seguito  ;  e  si  conchiude  da 
ciò  che  si  avrà  f{x)  =  <p(#)  per  ogni  valore  positivo  di  #,  se  si  ha 
f(x)  =  <p(#)  in  un  intervallo  comunque  piccolo  (0 ,  h).  Dalla  qual  cosa 
si  deduce  ancora  che,  se  vi  è  un  valore  positivo  x  di  x  pel  quale 
f{x')  sia  diverso  da  <p(#'),  non  può  esistere  alcun  intervallo  (0 ,  lì)  nel 
quale  si  abbia  /(#)  =  <p(#). 

Ora,  essendo 

1         /  x  x*  \        /  xz  xA  \ 

è  <p(x)  <  —  se  *^1;  e  qualunque  sia  x  positivo  è 

ns     1  1 


1  +  x  ì  +  ax  ' 

cosi  che  se  per  un  valore  di  x  minore  dell'unità  fosse — >  —  , 

1  +  x      1  +  ax       e 

per  tal  valore  di  x  si  avrebbe  f(x)  >  <p(#). 

Ora,  come  vedremo  nella  teoria  dei  massimi   e  minimi,  il   va- 
lore di  x  che  rende  massima  l'espressione , èx  = — - 

l  +  #      1  +  **  ya 

e  per  tal  valore  di  x  essa  prende  il  valore  -—^ ;  perciò  se 

V*  +  i 


- -^  —  cioè  se  a 


Va  +  1 
avremo 


.(i±})'=„*..., 


"^=H£)- 


i 

2 


(0  +   1  \ 
j  ,  la  serie 

1  Mac-Laurin  relativa  alla  nostra  funzione  f(x)y  sempre  convergente, 
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non  è  mai  uguale  ad  f(x)  in  alcun  intervallo  (0 ,  h)  per  quanto  pic- 

fc-. .  colo.  Solamente  per  x=zQ  si  ha /(0)  =  <p(0). 

fe£  Gli  esempi  precedenti  sono  dovuti  al  Sig.  Pringsheim  (Math. 

j| \  Annalen,  voi.  42  pag.  161-163)  ;  appoggiandosi  poi  a  semplici  teo- 

E*  remi  della   teoria    delle   funzioni   di   variabili   complesse  si   prove- 

j£:  rebbe  che    T  ultima  proprietà  della  funzione  /(#)  vale,   non  solo  se 

%  /e+\\% 

^  a  ^  ( 1  ,  ma  per  ogni  a  maggiore  dell'  unità. 

g'  Un  altro  esempio  classico  è  il  seguente  dovuto  a   Cauehy.  Sia 

E  la  funzione  f(x)  che  per  *  =  0  è  zero,  /(0)  =  0,  e  per  x  diverso  da 


r 


Jf  ' 


&     . 


f-ì 


i 


1 


h  ■'  zero  è  /{a:)  =z  e     x   =  — j 


fe  <?** 


Per  #  diverso  da  zero  abbiamo 


2        ~  ,.»,         /       2.3        2 . 2  \         i 

e     * 


2 ?  /       2.3        2.2  \ 


, . . . , 


così  che  esistono  tutte  le  successive  derivate  e  sono  tutte  finite.  Per 
#  =  0,  abbiamo 

J  v  '      fc=o         A  i«*  A,         1  1  1     . 

1  4 1 | —  -i-  -. 

+  A*  +2!A4     3!A« 


=  lim =0, 

h  +  -h  +  2YW  +  - 


e  così,  analogamente,  /'"(0)  =  0,  f\0)  =  0, . . . , 

In  conseguenza  la  serie  del  Mac  -  Laurin,  relativa  alla  nostra .  i- 
zione,  ha  tutti  i  coefficienti  nulli,  e  questa  perciò,  quantunque  a'  - 
metta  tutte  le  derivate  finite  e  continue  per  qualunque  valore  di  ', 
non  è  sviluppabile  colla  serie  del  Mac -Laurin. 
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Se  poi  si  considera  la  funzione  ?(#),  che  per  *  =  0è  +(0),  e  per 

—  -L 

~ *"    » 

x  diverso  da  zero  è  <p(x)  =  ty(x)  +  e  •*  ,  dove  ty(x)  indica  funzione 
che  sia  sviluppabile  colla  serie  del  Mac  -  Laurin,  avremo  yW(0)  =  4>(w)(0) 
e  la  serie  del  Mac -Laurin  relativa  alla  funzione  <?(x),  cioè  la 

?(0)+9XO)*  +  ^*'  +  ...  =  4<0)  r+'(0)*+  ..., 

è  convergente,  ma  è  uguale  a  4>(#)>  e  non  a  <p(#). 

In  questi  esempi  di  Cauchy  il  valore  della  funzione  pel  valore 
{ero  non  è  dato  dalla  stessa  espressione  che  dà  i  valori  della  fun- 
zione per  gli  altri  valori  di  #,  cosi  che  essi  potrebbero  lasciare  il 
dubbio  che,  ove  si  restringesse  il  campo  delle  funzioni  da  conside- 
rare, limitandolo  solo  a  quello  delle  funzioni  i  cui  valori  debbano 
essere  dati  sempre  da  una  medesima  espressione  analitica,  l' esistenza 
di  tutte  le  derivate  finite  potesse  bastare,  per  tali  funzioni,  ad  assi- 
curarne la  sviluppabilità  in  serie  del  Taylor.  Gli  esempi  precedenti 
del  Pringsheim  dissipano  anche  questo  dubbio. 

167.  Vedemmo  come,  affinchè  una  funzione  f({)  sia  sviluppabile 
in  serie  del  Taylor,  relativa  al  punto  x09  pei  punti  x  di  un  intervallo 
(a ,  b),  basti  che  esistano  le  derivate  successive  di  f({)  nell'  intervallo 
ix0 ,  #),  ed  è  poi  necessario  e  basta  che  il  resto  Rn  della  serie  abbia 
per  limite  zero  al  crescere  di  ».  Se  si  osserva  ora  che,  ove  si  sup- 
ponga /(#)  sviluppabile  in  serie  del  Taylor,  relativa  ad  x0ì  in  un 
intervallo  (a ,  b),  ne  segue  la  esistenza  di  tutte  le  successive  derivate 
di  f(x)  in  (a  ,  £),  possiamo  enunciare  il  teorema  : 

Affinchè  pei  punti  x  di  un  intervallo  (a  y  b)  cui  appartiene  x0 
abbia  luogo  lo  sviluppo 


fW=ÉJ^(X-Xo)n 


n! 

(esclusi  al  più  i  punti  a  ,  b  se  sono  gli  estremi  dell'  intervallo  di  con- 
vergenza della  serie) ,  è  necessario  e  sufficiente^  che  la  f(x)  ammetta 
pei  punti  x  di  (a  ,  b)  tutte  le  successive  derivate  finite  e  che  per  ogni 
x  <  H  (a ,  b)  il  resto  corrispondente  abbia  per  limite  {ero  al  crescere 
ine  e  finito  di  n,  quando  per  la  quantità  0,  compresa  tra  {ero  ed  unoy 


contenuta  nei  resto,  e  dipendente  dalla  natura  di  f(x),  da  x,  da  \„ 
da  n,  si  pongano  i  valori  determinati  che  essa  assume  successhamitiU 
al  v 


168.  Relativamente  alla  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè 
una  funzione  f(x)  sìa  sviluppabile  in  serie  del  Taylor,  relativa  ad  xt, 
pei  punti  d'un  intervallo  cui  appartiene  il  punto  x0,  abbiamo  ora 
un  elegante  teorema,  dovuto  al  Sig.  Pringsheim  (Math.  Annalen  voi.  ii 
pag.  57),  e  che  ora  passiamo  ad  esporre. 

Supponiamo  che  per  tutti  i  valori  di  A,  tali  che  0  ^  h  <  r  si  abbia 
lo  sviluppo,  secondo  la  serie  del  Taylor, 

/!».  +  *)= É^r"*- 

e  quindi  ancora 

La  serie  /'(*0  +  h)  essendo  assolutamente  convergente,  poniamo 


«~«=±m*- 


da  cui 

f-'KO  =  l/'"<».)i- 

Abbiamo  ancora 
cosichè 

(l)      |/irt-ii^+*)|^  2  J^B1f-V'n'"'"f  =  9nA"°  +  ^ 

sempre  se  0  ^  li  <  r. 

D' altra  parte,  supponendo  £  ,  A'  positivi  e  k  +  A'  =  A,  avremo. 
(Vedi  n.  151). 


T* 
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Osserviamo  ora  che  i  termini  dell'  ultima  serie  sono  tutti  posi- 
tivi, e  sono  funzioni  continue  delle  due  variabili  k ,  k  per  tutti  i  va 
lori  di  k ,  V  tali  che  k  +  k'  <  ry  e  che  la  serie  è  pure  funzione 
continua  di  k ,  k'  giacché  essa  è  uguale  a  q>(#0  +  k  +  k'),  che,  essendo 
funzione  continua  di  h  =  k  -f-  k'y  è  pure  funzione  continua,  come  si 
può  facilmente  vedere,  delle  due  variabili  k ,  k\  Applicando  il  teo- 
rema al  n.  142,  esteso  al  caso  di  due  variabili,  ne  conchiudiamo  che 

la  ^e  ±  ^+A  ^  è   equiconvergente  rispetto  alle  due 

quantità  k ,  k  per  tutti  i  valori  positivi  o  nulli  di  k ,  k'  tali  che 
k  +  k'  <  r  ;  cioè,  indicando  Rn  il  suo  resto,  dato  a,  esisterà  un  numero 
m  tale  che  per  n  ^  m  e  per  tutti  i  k  ,  k'  pei  quali  k  +  k'  <  r  risulterà 
R»  <  a  ;  e  siccome  i  termini  della  serie  sono  tutti  positivi,  avremo,  a 
più  forte  ragione,  anche 

(«-Di    *     <a 

per  n^tn  e  per  tutti  sistemi  di  valori  di  k ,  V  soddisfacenti  alla 
relazione  k  -f  k'  <  r,  e  quindi  ancora,  avuto  riguardo  alla  (1) 


Questa  proprietà  si  esprime  brevemente  dicendo  che  la  quantità 

—, — °  -„     k'       converge,   al   crescere   indefinito  di  »,  uniforme- 
(n  —  1)1 

mente  a  zero  per  qualunque  sistema  di  valori  positivi  o  nulli  di  £, 
k  soddisfacenti  la  relazione  k  -f-  k'  <  r.  E  questa  proprietà  è  dunque 
conseguenza  della  supposta  sviluppabile  di  f(xQ  +  h)  secondo  la  serie 
del  Taylor,  riferita  al  punto  #0,  per  tutti  gli  h  soddisfacenti  la  rela- 
zione 0  ^  h  <  r. 

Se  ora  poniamo  k  =  #0,  K  =  (1  —  &)#,  dove  0^^^1,0^A<r, 
se  ne  deduce  che  la  espressione 

convergerà,  al  crescere  di  »,  uniformemente  a  zero  per  tutti  i  valori 
di  6   e  di  li  soddisfacenti  le  relazioni  0^6^  1,  0  ^  #  <  r. 
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Ma  il  prodotto  di  quest'ultima  espressione  per  h  è  il  resto,  di 
Cauchy,  della  nostra  serie  del  Taylor.  Cosichè  vediamo  che:  per  la 
sviluppabili^  della  funzione  f(x0  +  h)  in  serie  del  Taylor  pei  valori 
di  h  tali  che  0  f£  A<r  è  necessario  che  il  resto  di  Cauchy 

al  crescere  di  »,  converga  uniformemente  a  zero,  per  tutti  i  6  ed  k 
soddisfacenti  le  relazioni  O^G^l,  0  ^  A  <  r. 

Se  poi  questa  condizione  è  soddisfatta,  oltre  la  indispensabile 
esistenza  di  tutte  le  successive  derivate  di  f(x0  4-  h)  pei  valori  di  h 
soddisfacenti  la  relazione  0  -^  h  <  r,  ne  segue  anche  che  il  resto  di 
Cauchy  avrà  per  limite  zero  quando  a  6  si  attribuiscano  mano  a  mano 
quei  valori  determinati  dipendenti  dalla  natura  di  J\x)y  da  xn  da  A  e 
che  variano  con  n  ;  e  tutto  ciò  basta  allora  per  assicurare  la  svilup- 
pabilità  in  serie  del  Taylor  della  f(xQ  -f  h). 

Possiamo  dunque  enunciare  il  teorema: 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  funzione  f(x<,  +  h) 
sia  sviluppabile  in  serie  del  Taylor,  relativa  al  punto  x0,  per  tutti  i 
valori  di  h  tali  che  0  ^  h  <  r,  è  che  il  resto  di  Cauchy 

al  crescere  di  n,  converga  uniformemente  a  {ero  per  tutti  i  sistemi 
di  valori  di  0 ,  h  soddisfacenti  le  relazioni  0  f^  0  ^  1 ,  0  ^  h  <C  r. 

Un  analogo  teorema  si  ha  relativamente  alla  sviluppabilità  di 
f(x0  —  //),  essendo  h  positivo  e  tale  che  0  ^  h  <  r.  Supposto,  infatti, 

se  0  ^  h  <  r,  e  quindi  ancora 


n=p+l 


(«-!-#! 


si  pone  anche  qui 


,!-■)(*,)=  |(-l)—l/l>'(*,)| 


|(_  l)—  /!■)(,,)! 


*+«=EW5 


e  la  dimostrazione  seguita  poi  nel  modo  tenuto  precedenterm 
Se  poi  si  pone  xB  +  h  =:  x,  h=zx — xw  da  quanto  precede  p> 

concludere  che: 

Zìi  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  funzione 

sviluppabile  in  serie  del  Taylor  pei  punti  x  interni  ad  un  in 

(a ,  b)  cui  appartiene  x0t  cioè  affinchè  per  tali  punti  x  sia 

f<*>=£~rìc-*..>-> 


è  che  il  resto  di  Cauchy 

(ì-a)-'(x-x,)- 


fl"l».+  ((x-xj], 


al  crescere  indefinito  di  n,  converga  uniformemente  a  ^ero  p 
i  8  tali  che  O^B^l,  e  per  tutti  gli  x  interni  all'  intervalli 


Serie  del  Taylor  e  del  Mac-L 
di  due  o  più  variabili 

169.  Consideriamo  la  funzione  f{x 

1  Sia  continua  per  tutti  i  val< 

(  x0^x^.xa  +  h, 

l  che  le  sue  derivate  parziali  di 
1  ordine  siano  continue  per 

/  e  che  le  derivate  parziali  d'ord 
)  valori  d'Xjji  soddisfacenti  le  rei 

(  *„<*  <*„  +  *, 


Attribuendo  a  t  tutti  i  valori  ^  0 
i  valori  rispettivamente  da  x0  a  xg  +  A,  e 
è  continua  per  questi  valori  di  t.  Ini 
assegnare  un  numero  positivo  8  tale  chi 

\ffa  +  th  +  ih  ,y0+tk+  èk)  — 

e  ciò  per  la  ipotest  fatta  circa  la  continuità  della  funzione  f[x,y- 
osservando  che  pei  valori  limiti  /  =  0  o  /  —  1  si  dovranno  conside- 
rare valori  solo  positivi  0  solo  negativi  di  e;  ma 

f[x„  +  th  +  ih  ,>0  +  ti  +  si)  —/(xa  +  ih  ,y0  +  ti)  =  *(t  +  •)  —  9  (4, 

e  quindi,  per  quei  valori  di  e,  avremo 

l9('  +  0-f«l<ff 

cioè  la  ip(/)  è  continua. 

Inoltre,  per  le  ipotesi  fatte  intorno  alle  derivate  della  funzione 
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f{x  }y),  saranno  finite  e  continue  le  derivate  <?'(/)  ,  <p"(/) . . .  9'»— 1)(/) 
per  tutti  i  valori  di  /^0  e  <  1,  come  risulta  dai  valori  di  queste 
derivate,  che  si  possono  ricavare  da  /(a ,  0)  riguardandola  come  una 
funzione  composta  di  /  per  mezzo  di  a  e  0;  poiché  abbiamo 

./,,  _  3/(«  >  &)   3*    ,    3/(«^)    3S 

9(')  = ^ —  + 


a*      3/ 


30 


3/ 


ossia 


ed  in  modo  analogo 


3) 


ed  in  generale 


(1) 


miriti)  =Yrp  ^^  '  f )   **-**> 


p=3 


.  .  r(r  — l)...(r— />+ 1)  ,     ,     .     A     .. 

dove  r0  =  1  ,  rp  =  — — —± ,  e  per  la  derivata  di  or- 

J  .  2  •  •  •  p 

dine  zero  intendiamo  la  primitiva  stessa. 

Inoltre,  per  le  ipotesi  ammesse  intorno  alle  derivate  di  ordine  n 
della  f(x  ,^),  esiste  anche,  quando  0  <  /  <  1,  la  derivata  «esima  <jì  ^(/) 
ed  è  data  dalla  (1)  facendo  in  essa  r  =  «. 

Poiché  adunque  la  9(7)  è  continua  per  0  ^  /  ^  1  e  le  9'(/j, 
9"(0v?(*— 1)(0  s000  continue  perO^/<l  e  la  9,wl(/)  è  determinata 
per  0</<l,  avremo,  per  tutti  i  valori  di  /  positivi  e  ^1,  la  for- 
inola (Vedi  n.  158) 


(2)    9(/)  =  9(0)  +  *P'(0)  +  —  9ff(0)  +  ...  + 


,*-i 


1 .2..(«  —  1) 


■  9<w-lJ(0)  +  Rn 
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essendo,  R„  il  resto  di  Lagrangc, 

[  coefficienti  9lrl{0)  di  queste 
(1)  ponendovi  t  =  0;  ma,  prima 

M»,P)  =  OT'.J 
a*.  3» 

3>.       "      3S 


:  quindi 


w*,b  _  a  /a/i» 
M" , » _  3  /art» 


3?  V 


3'/(*,W_  3  /3/(« 

3.7,*  »  V     Si 

e  così  di  seguito,  e  in  generale 

Avremo  quindi 


p=0 

e  perciò, 

indicando  semplicementi 

,,«=1',,- 

od  anche, 

simbolicamente, 

-«=(1 

attribuendo  al  secondo  membro  il  : 
simbolica  analoga  nel  n.  112. 


.  » 
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La  forinola  (2)  diventa  perciò 

w  '  U      a;,   /    1.2  \d*0      dy«  / 

p-x       /  a/" ,     a/ ,  Vn_1)    n 


+    ... 


essendo 


^        1.2...«Zjp 


Ponendo  ora  /  =  1  ed  osservando  che 


otteniamo 


(3)  ^.-*^.  +  *)=/+(^*+^*) 

+  IT2feA+^^    +-+1.2-(— l)te*+^*>)         +  R" 


essendo 


1  .  2  . . .  n  Zj    p  d*on-p  dy0p 

che  è  la  formola  del  Taylor  relativa  al  caso  di  una  funzione  di  due 
variabili  indipendenti  x  ,y,  e  per  stabilire  la  quale  basta  che  la  fun- 
zione f(x ,  y)  e  le  sue  derivate  soddisfacciano  alle  condizioni  (a),  (b),  (e). 
Se  poi  le  condizioni  (a),(b)  verranno  ad  essere  soddisfatte  per 
quanto  grande  sia  «,  ed  inoltre  lim  Rw  =  0,  allora  avremo,  in  serie 

convergente, 

1.2\a*0    T3;c    /     ^1.2.3X3»,        dyu    ) 


rr' 


i-1 


i.<-« 


Ir- 


li 


r 
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Ponendo  ora  #0  =  0,  yQ  ==  0  e  poi  cambiando  h  in  ar,  £  in 7,  le 
condizioni  (a),  {b\  (e)  diventano  le  seguenti: 


(«X 


w, 


Wi 


^  La  funzione  /(«  ,  i>)    è   continua   pei   valori   di   u ,  v  tali 

f  che  0f^«^#,  §^v^y\ 

le  derivate  parziali  di  primo,  secondo, . . .(«  —  1  )mo  ordine  sono 
continue  per  0  -^  w  <  #,  O^v  <jk  ; 

le  derivate  parziali  di  ordine  n  sono  continue  per  0  <«<*, 
0  <  v  <y. 


E    quando    queste    condizioni    sono    verificate,    indicando  con 

d/o  ?  3/o  %  J%_ ìm99\e  derivate  parziali  della f{x,y)  per *=0,^=a 

avremo  dalla  forinola  (3),  cambiando  A,  k  in  x  ^y  e  ponendo  *0 = 0,^0 =0, 


(«) 


+  -•■ 


essendo 


1       F~n      /       Znf       \ 
Rn  =  —^ V  «„  ( -r— ^ h  *W-'J" 

f=0 

V  intendiamo  la  derivata  corrispondente  presa 

frn-p  ^yP  /6  r  r 

nel  punto  (0* ,  fiy). 

La  formola  precedente  è  lo  sviluppo  del  Mac-Laurin  per  le 
funzioni  di  due  variabili  indipendenti. 

Se  poi  le  condizioni  (a)l  ,(i)j  vengono  soddisfatte  per  quanto 
grande  sia  n  ed  inoltre  è  lim  R»  =  0,  allora  si  ha  lo  sviluppo  in  serie 


n  —  x, 


del  Mac  -  Laurin 


*•*=/.  + (!É« +  g')  +  i75  (£■<•') 


(2) 


+ 


1 . 2 . 3  V  3* 


a/c 

ìy 


v  )*+... 
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Per  le  funzioni  di  tre  o  più  variabili  indipendenti  si  adopera  un 
procedimento  analogo  a  questo  tenuto  ora  per  le  funzioni  di  due  sole 
variabili  indipendenti  e  si  perviene  così  alle  forinole: 

J\X\     i*  fl\  j  #$  "T*  "2  j  •  •  •  Xm  T"  "tn) J\p^\  >  ^2  j  •  •  •  Xm) 

a/,  .  a/t  ,      ,   a/ 


+  (|^  +  l^  +  ---+l>) 


(*) 


+ _4_  e  y  *, + jt  », + .  .+j/*.) 

T1.2.3\J«1    '      3**  3*«      / 


(8) 


\3*i 


"i     •  •  •  j 


J{X1  ,Xt  .  .  .  Xm)  =/0  +  (  —  ^i  -f  —  *»+...+  -^7_  *m  ) 


3# 


m 


+  -, 


i .  2  Va*,  ** +  —  **  +  --  + 


a/; 

3** 


m  I 


(2) 


i    •  •  •  j 


supponendo  che  la  funzione  /(*j ,  xt . . .  xm)  soddisfaccia  a  delle  con- 
dizioni analoghe  a  quelle  che  abbiamo  precedentemente  poste  per  la 
funzione  f(x  yy). 


v 
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YI.  Applicazioni  analitiche  del  calcolo  differenziale. 


Determinazione  dei  limiti  di  funzioni  che  per  valori  particolari 
della  variabile  si  presentano  sotto  forma  indeterminata. 


170.  Supponiamo  che  le  due  funzioni  f(x) ,  <p(#)  siano  continue 

nel  punto  x0  e  si  annullino  entrambe  per  x  =  x0  e  la  y(x)  sia  diversa 

da  zero  in  un  intorno  di  #0,  escluso  x0. 

f(x) 
Allora  il  rapporto  ^~\-  per  x  =  x0  si   presenta  sotto  la  forma 


0 


<K*) 


priva  di  significato  —  ;  però  si  potrà  benissimo  ricercare  il  limite  del 

detto  rapporto  quando  x  converge  verso  x0   o,  ciò  che  è  lo  stesso, 

del   rapporto  —~ rr-  quando  h  converge  a  zero  per  valori  posi- 
lo +  ti) 

tivi,  o  per  valori  negativi,  o  per  valori  positivi  e  negativi,  secondo  i 
diversi  casi  che  potranno  presentarsi.  Ove  fosse  lim/(#)  =0,  lim9(jr)=0. 

basterebbe  assumere  qero  come  valore  di  f(x)  e  y(x)  nel  punto  *0 
e  si  rientrerebbe  così  nel  caso  precedente. 

Esponiamo  ora  un  metodo  per  mezzo  del  quale  si  può,  in  molti 
casi,  arrivare  facilmente  alla  determinazione  di  detto  limite. 

Noi  abbiamo 

/(*o  +  *)  A**  +  *)  -/(*o) 

h 
=  lim 


hm  — -7^- i-r  =  lim 


h=0    <p(*0  +  ti) 


?(*o  +  *) 


<K*o  +  *)— <K*o)  ' 


Supponiamo  che  nel  punto  x0  esistano  le  derivate  finite  /'(*o)?  ?,(*#'» 
bastando  che  queste  derivate  siano  derivate  a  destra  se  si  tratta  del 
limite  per  7/  =  -f  0,  a  sinistra  se  si  tratta  del  limite  per  A  =  — il 
Allora,  se  ?'(*;,)  è  diversa  da  zero,  è 
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e  se  y'(x0)=Q  e  f'(x0)  è  diversa  da  zero,  è 

lim  ^r-  =f(x())  lim  — -  z=  oo. 

h 

In  questo  modo  il  rapporto  delle  derivate,  nel  punto  #v„  delle 
funzioni  /(#),  y(x)  ci  dà  il  limite  richiesto. 

Se  poi  è  /'(*o) =  0>  ?(*o) =  0*  supponiamo  che  esista  un  numero 
e  tale  che  in  tutto  l'intorno  (*0j*o"*"e)j  °  (#o —  e?#o)  °  (*o — £?#o  +  e)> 
secondo  si  ricerca  il  limite  per  x  =  x0  4-  0,  o  per  x  =  #0  —  0,  o  per 
*  =  #0)  le  funzioni  /(#),  <p(#)  siano  continue  e  che  siano  determinate 
le  derivate /'(#) ,  y\x)  pei  punti  interni  a  tale  intorno  e  y'(x)  sia  diversa 
da  zero,  il  punto  x0  escluso. 

Allora  se  h*  ^  e*  avremo  (Vedi  n.  69) 

/(*„+*)  _/'(*.+  »*)      n^e^i 
?(*0  +  h)  -  <pK  +  •*)'       ^   ^ 

Ora  se  è  determinato  (finito  o  infinito)  il  limite  per  h  conver- 

f'(x  +  h) 
eente  a  zero  della  frazione  -77-^ — tì,  avremo  altresì 

lim  /> + ;*)  =  lim  £p±l± 

ed  in  conseguenza 
(1)  lim  ^*»  +  ?  =  lim /fc±*>  . 

f'(x  +  h) 
Se  poi  la  frazione      ,)  ° r-f  non  avrà  un  limite  determinato, 

?  (*o  +  *) 

/'(.r    -a  0//) 
non  potremo  concludere  che  anche     ,;'  ° — —~  non  abbia  un  limite 

9  (x0  4-  0/r) 

determinato,  perchè  quest'ultimo  limite  sarebbe  quello  di     .,   ° — r:- 

quando  la  variabile  k  prendesse  i  soli  valori  del  gruppo  6/1,  e  h  con- 
vergesse a  zero  ;  ed  allora  occorrerà  tenere  un  metodo  diverso  da  quello 
espresso  dalla  formola  (1)  per  la  determinazione  del  limite  che  cer- 
chiamo. 


5)  Lii 

Abbia 


171.  £ 

(ivi  o 
1  Ìn  g1 
finitali 

amo  e 
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avremo 


Posto  /(l)  =/,(<),  f  (±)  =  «p.tó, 

Hm  /M=Umm= lim  /;.(Q + g = lim  zm 

^=o         1      ,  /  1  \       7=0    ,  /  1  \      *=x  <p  (*) 


-7"(r)  -"(I) 


e  quindi 


*=» 


per  stabilire  le  quali  forinole  abbiamo  supposta  l'esistenza  delle  de- 
rivate fi  —  1,  9'(  —  J  in  un  intorno  del  punto  %eroy  cioè  quella  delle 

derivate  f\x) ,  y\x)  in  un  intorno  del  punto  all'  infinito. 

Si  osservi  però  che  se  f(x)  ,  ?'(#)  hanno  limite  determinato  per 
*=rtoo,  questo  dovrà  essere  zero.  Infatti  se  il  limite  di  /'(*)  non 
fosse  zero,  esisterebbe  un  certo  valore  a  di  x  a  partire  dal  quale, 
per  valori  maggiori  numericamente  di  xt  f(x)  si  manterrebbe  nume- 
ricamente maggiore  di  una  certa  quantità  positiva  A  e  dalla  formola 

/(*)  =f(a)  +  (x-  a)f\a  +  6(*  -  a)  ), 

valevole  per  valori  comunque  grandi  numericamente  di  x,  risulte- 
rebbe che  il  limite  di  f(x)  dovrebbe  essere  infinito  per  x  crescente 
indefinitamente. 

f(x)  0 

Perciò    ,    :    si  presenterà,  al  limite,  sotto  la  forma  — .  Ma  potrà 
9  \X)  0 

però  avvenire  che  speciali  riduzioni  prima  di   passare  al   limite  fac- 

:iano  perdere  al   limite  precedente  quella  forma  indeterminata,  op- 

)ure  che  il  calcolo  del  suo  limite,  o  quello,  ove  occorra,   dei  rap- 

30,11  ~*W  '  7w  *  '  '  ' sla  piu  q  W)  * 


log(l+ì) 

])  Lim quando  *  e 

-|_arctg* 

Abbiamo 

1_ 

m_    1  +  - 

»'(*) L 

1  +  « 

e  perciò 

log(l 


■*(!  +  =) 

2)  Lim  ) j-i,(«,i.po: 

*="  log  (l  +  — j 


/■w 

a 

x"+l 

1 

1  +  - 

quindi 

lim 

log  (l  +  - 
log  (l  +  - 

9 

lim 

log  (l  +  - 

a-, 

•('♦^) 


351 


'.'A 


m 

ef*    —  1 
3)  Lim ,  m  >  0. 

^— —  arctg* 


Abbiamo 


/'(*)  X>»+1  /        1  1       \      -m 

<?'(x)    ~      _    •        1  \  AT-+1  S»^1  /  ' 

1  +  ** 

quindi  il  limite  richiesto  è  0  se  m  >  1,  è  l' unità  se  m  =  1,  è 
»  se  »i  <  1. 

172.  Supponiamo  ora  che  per  x  =  x0  le  due  funzioni  f(x\  <f(x) 
divengano  infinite,  cosichè  il  quoziente  dei   limiti,  per  x  =  x0,  di 

f(x) ,  9(at)  si  presenti  sotto  la  forma  indeterminata  —-.  Supponiamo 
che  f(x)  ,  <p(#)  siano  finite  in  un  intorno  di  x0  e  y(x)  diversa  da  zero, 
intendendo  con  questo  che  in  ogni  punto  di  detto  intorno  esse  hanno 
valore  finito  e  per  la  y(x)  diverso  da  zero,  ma  che  questi  loro  va- 
lori diventano,  coll'avvicinarsi  di  x  al  punto  x0J  numericamente  mag- 
giori di  qualunque  numero  positivo  assegnato.  Supponiamo  inoltre 
che  ammettano  delle  derivate  finite  f'(x) ,  <p'(#)  e  che  sia  y'(x)  pure 

diversa  da  zero  in  detto  intorno. 

f(x) 
Dico  allora  che  alla  ricerca  del  limite  di  ^7-r-  possiamo    anche 

qui  sostituire  quella  del  limite  di      ,      ^  quando  quest*  ultimo  esiste. 

Dimostriamo  infatti  che,  se      ,,  i   ha  un  limite,  finito  o  infinito,  lo 

stesso  limite  ha  pure  :L2-^-. 

Supponiamo  che  si  cerchi  il  limite  di  ^—J-  per   x  =z  xa  +  0.  e 

f(x)  f'ix) 

che  sia    lim       f;  .  =  /,  e  quindi  =  /  +  i(x\  Dato  il  numero  a, 

*=*0+o  9  (*)  9  (*) 

arbitrariamente  piccolo  e  positivo,  sia  a  tal   numero  che  pei  valori 

di  x  soddisfacenti  alla  x0  <  x  ^  a,  risulti 

«(*)i  <      ° 


••« 


^*  1 


*s 


1  +  <*  +  |/| 


Osserviamo  che 


M  -/(-)  _  /(») 


essendo  *„<*<*,  <a.  Ma,   poicr 
1  — 


zero  per  *  —  *0  +  0,  avremo  

1  — 

minare  un  numero  £,  che  potremo  p 

sia  |8(*)|  <  -  -  -^-       .  Cosichè  i 

(2)  M  =  J 

e  possiamo  asserire  che  esiste  un  i 

tutti  Ì  punti  x  del  quale,  xc  escluso, 

e  noi  supponiamo  che  i  valori  di 
partengano  a  questo  intorno. 

Abbiamo  quindi,  pei  punti  di 

\M      ,l_K-.)-g| 
|«»)       |-     fi  +  SM 


che  ci  dice  appunto  che   lim    — ; 


353 

f'(x)  f'(x) 

Si  intende  poi  subito,  che  se  lim       ,,  i  =  /,  o  lim     ,;  !  =  /,  si 

wro?W  x=z>0y(x) 

dimostra  allo  stesso  modo  che 

r        A*)        7       ,-      A*)        i 
lim    J)      =I,o  lim^-r  =  /. 

Con    un    procedimento    analogo    si    proverebbe    poi    che,    se 

lim  ^M  =  ±oo,  è  pure  lim  £$-  =  db<». 
(?(x)  r  <p(x) 

Qui  valgono  considerazioni  analoghe  a  quelle  svolte,  prima  degli 

esempi,  al  n.  171,  giacché,  se  per  x  =  x0  una   funzione  f(x)  diviene 

infinita,  la  sua  derivata  non  può  avere  un  limite  diverso  dall'infinito, 

come  si  ricava  dalla  formola 

/(*)  =/(Xl)  +  (x  -  xx)  f(xx  +  0(«  -  xx)  ), 

facendo  convergere  #  verso  x0}  dove  #  è  compreso  tra  x0  e  #n  e  xx 
indica  un  numero  vicino  ad  x0  quanto  occorre  perchè  essa  abbia  luogo  ; 
perchè  se  f\x)  si  mantenesse  minore  numericamente  di  un  certo  nu- 
mero A,  f(x)  non  potrebbe  crescere  indefinitamente  quando  x  con- 
verge ad  x0. 

Seguendo  poi  un  metodo  analogo  a  quello  tenuto  nel  numero  171 

A*) 
si  dimostra  che  alla   ricerca  del  limite  di  ,  se,  per  x  crescente 

indefinitamente  in  un  certo  modo  qualunque,  i  due  termini  di  questa 
frazione  crescono  indefinitamente,  si  può  sostituire  quella  del  limite 

di  -  ,,      per  x  crescente  indefinitamente  nel  modo  indicato. 


Esempi 


1)  Limite  di 


1           fvl 
log* 

1 

/•(*)  _ 

sen*#                  x 
1                  sen  x 

1 

<?\x)     - 

sen*  ' 

X 

z\ 


..      /'(*)  .    ,.  ,.       cot 

ma  lim       '  ;  =  —  oo .  quindi  lim  -: — 

a=+0  ?  (*)  '  *=+0  log 


, .       log(*  -  a) 

Lim  ~ i-  w 

Iog(*»  —  e')  ^ 

Abbiamo 

1 

ora  qui  troviamo  che  per  a;  =  a  t' ultir 
la  forma  -r- .  Ma,  come  risulta  subito  a 

mero  170, 

lim— =  liro 


quindi  lim     ,        =1   ed  in  conseguenz. 

<r=a   log  (*"  —  **) 
3)  Limite  di  — —  quando  x  cresce  : 


/Vi 


quindi  lim  -   °      =0,        (wj  >  0). 


4)  Lim  —,  (w  positivo,  a>  I), 
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'  ■*? 


Abbiamo,  se  m  è  intero, 

/'(*)  a*log  a        f\x) 


^(Jog  df 


»•(*) 


mx 


m 


-ì     > 


<p"(#)         m(m  —  1)# 

f^\x)  __        a*(\oga)m 
?('")(*)  """  m(m  — ì)...2  . 1  ' 


»t_2    > 


»a? 


quindi  lim        =  oo . 

Se  m  non  è  intiero,  sia  n  il  primo  intiero  maggiore  di  m  ;  allora 


^(log  a)n 


___        xn-m  a*(\og  a)n 


9<»)(*)        /w(m  —  l)....(w  —  n  +  1  )*'*-*         w(w  — l)...(w  +  «  -f  1)  ' 
espressione  che  ha  per  limite  V  infinito  al  crescere  di  x. 


■a? 


In  ogni  caso  adunque,  se  a  >  1,  lim  —  =  oo ,  qualunque  sia  il  nu- 

xz=>x>  X 

mero  positivo  m, 

» 

173.  I  casi  nei  quali  per  x  =  x0  o  per  x  =  ±  00  una  funzione  si 
riduce  ad  una  delle  forme  indeterminate 


0 .  00  ,  oo°  ,  0°  ,  l30  ,   00 


00, 


si  riducono  a  quelli  testé  considerati. 

Infatti,  quando  il  prodotto  f(x) .  y(x)  di  due  funzioni  si  riduce, 
per  un  certo  valore  di  x,  alla  forma  0 .  00,  in  quanto  una  di  esse  ha 
per  limite  zero  e  l' altra  l' infinito,  basta  osservare  che 

e  le  espressioni  nei  secondi  membri  si  presentano  sotto  la  forma 
—  o  -^,  e  di  esse,  e  quindi  del  prodotto  f{x) .  <p(#),  si  calcola  il  li- 
mite colle  regole  precedenti. 

Per  calcolare  il  limite  della  espressione 

u  =  \f(xW\ 
i  le  si  suppone  ridursi  ad  una  delle  forme   indeterminate  <x°,  O0,!00, 


1    <«T 


f  CJ 
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basterà  calcolare  il  lìmite  del 
sotto  la  forma  0 .  x,  e  poi  ri 
il  limite  di  ». 

Per  calcolare  poi  il  limi 


quando  fix) ,  <f(x)  diventano  ■ 
un  certo  valore  di  x,  osserva 


/«-?(*> 


e  che  il  secondo  membro  si 
colare  colle  regole  precedenti 


1)  Limite  di  (« —  2*)tg,*  p 
Abbiamo 


lim(*t 


—  lìm  - 


2)  Limite  di  x"\ogx,  qtiand< 


^r. 


Abbiamo 


lim  xn  log  x  =  lim =r-  u 


lim 


x 


nx— 


n — i 


=  Jim 


—  1 

nx—n 


=  lim 


# 


n 


=  0. 


» 


3)  Limite  di  sen  —  Aogfa  +  be*)  per#  =  oo.  (For.  ind.  O.oo). 

x 


Abbiamo 


lim  sen  —  .  log(#  +  bea) 

07=00  X 


Hm  log(g  +  fo») 


be* 


—  lim 


a  +  be" 

e           e 

-r  COS  

**              X 

sen*  — 

X 

=  lim 


e 
sen  — 

X 

1    £** 

sen*  — 

x        1      i 

|  a  -4-  be? 

e                 e  | 

-z         COS  — 
X*                   X 

=  lim 


e 
sen  — 
x 


a 


L 


+  6\    - 


c 

X 


COS 


4)    Lini  x^a*,  se  *<  lew>0,  (For.  ind.  oo . 0). 
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xm         f(x) 
Poniamo  f(x)  —  #m,   9(*)  =  tf—flr,  cosichè  #"***  =  =  —r-^ . 

Allora,  se  wè  intero, 

/("■>(*)  __     m(m  —  1)..2.1 


<p(m)  (*)  (_  l)m  ^-a?  (log  tf)m 

e   quindi  lim  *waa?  =  0. 

a?=oo 

Se  //*  non  è  intero,  indicando  con   n   il    primo  intero   maggiore 


■>*' 


'.  *tó 


Vi 


/"■>(*)    _tn(m-~l),,{m  —  n+\)x' 
9""M  ~  HO"*-* (log df 

_  m(m  —  ì).,(m  —  «  +  l)aJ 
(—ira*— (log  «J» 
ncora  lim  *"'#"'  =  0. 
ticolare  abbiamo,  se  *<],  lim  n^  =  0,  lini 

162,  esercizio  4), 
di  u  =  x*   per  *  — oo.  (For.  ind.  oc0). 


lenza,  poiché  lim  log  «  =  0,  avremo 

lim  u  =  \ìmx3'  =  1. 

di  u  =  xf  per  x  =  0.  (For.  ind.  0°). 
mo 

lim  log  u  =  lim  (*  log  x)  =  0 
im  x*  =  l . 

(ìx  Vs»  T- 

2 1      per  x=:— .  (For.  ind.  1*}. 

no 

,og(2_|L) 

.gw  =  !im  |tg*.log  ^2  —  -^jl  =  lim j 


l+lg'« 

tg'» 


lg*« 


/       2#yg*      — 

ed  in  conseguenza  lim  (2 )       =*?«. 


r=* 


8)  Limite  di —  per  x=l.  (For.  ind.  oo  —  oo). 

log  X  X  —  1 

Abbiamo 


r=l\log*  X — 1/ 


log  X         x  —  1  /  (x  —  1)  log  X 

..  x—  1  1  1 

=  lim - =  lim = =  — 

x  —  1-f  x  log  x  1  +  1  -h  log  x         2 

9)  Limite  di — —  per  x  =:  0.  (For.  ind.  oo  —  oo). 

x         c>    -~~~  1 


Abbiamo 


r      /l  1      \       r       e*-l-x 

lim  I —  1  =  lim  — -r— 

x=o\x         e*  —  l/  *(**— 1) 

c*  —  \  1#  e"  1 

:  lim —  lim  -  -      -    -  =  — 

ear  —  l  +  xeir  e*  +  e"  +  x  e?         2 


Esercizi 


an #71 


1.  Lim =  a*. 

x-a  Ioga"  —  log#w 


x*  —  sen«# 

2.  lim  - =  0. 

x=o  e*  —  e~~  —  2  sen  x 

Igax  —  ax         a% 

3.  Lim  — — - = =  — -. 

x=o     2*x  tg  ax  b 

4.  Lim =  1. 

jr=o  x  —  sen  x 

..        a^senax — b*  senbx  a  —  b 

Lim 


a 


,r=o  g"  sen  gx  —  Ir  sen  hx         g  —  //  " 
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sen  (a  4-  b)  sen  (a  4-  x)  —  sen  b  sen  x 

{]  Lim     - -,  --     '— =  sen  a. 

a:=n-a—b  sen  (a  +  b  -\-  x) 


300 


/. 


xx  —  x 
Lim 


e  =  1     1   —  X  +  log  X 

log(a  +  be*)   __   1 


8.  Lim  r  -      .  - 

^^        a  +  tx  fJ 

9.  Lim —  =  — r__ 

TX  ° 

10.  Lim(l  _*)tg-— =  -^. 

_1_ 

11.  Lim  xe00  =oc. 

« 

12.  Lim  (cos  w#)  v  =  1. 

or=0 

] s. .  Lim  (1  +  wa-)~=:  *mw. 

14.  Lim*los0-^  =  1. 

x=  i) 

n 

]  5.  Lim  x  v  =  1 . 

16.  Lim  tg^colc—  I. 

/  w^"1— H  n       \         ti  - 

17-  Lim  (  -w — )  =  -0 

xz-.a\xm—  am         xn  —  an/  2 

18.  Lim  ( cot  x  )  =  0. 

_ .      x  —  are  sen  x  1 

10.  Lim ~ = 7T 

*=o         senJ#  o 

1 — cos  (sen*) 

20.  Lira  — - =  1 . 

x  -0  1  —  COS* 

21.  Lim  (sen  *)tg  *  =  I. 

IT 


1 


m 

2an 


X=-o 


M  . .       V  2  —  seu  x  —  cos  x  1 

22.  Lim  -x —  f — -_. 

it  log  seri  2x  9-i  /  o 

2v*.  Lira  (tg^)cosa7=rl. 

ir 


24.  Lini  (1  +  x)  »*   =  *. 

»=r0 


25.  Lim  ( ^—  )        =  1 

x  =  e  \         #  —  C         / 

/  sen  .ar  \  _L 
20.  Lim  (- )"F  =  1. 

27.  Lim-^±^-tf'     -     ' 


X  —  l) 


*  2a 


#  +  x2  sen  — 

28.  Lim —  =  I . 

x=:t      x  +  sen* 

Il  limite  del  rapporto  delle  derivate  non  esiste. 

x  4-  sen  x 

29.  Lim  =1. 

<r=»   #  -f-  COS  X 

Idem. 


Massimi  e  minimi 
delle  funzioni  di  una  variabile  indipendente. 

174.  Sia  f(x)  funzione  della  variabile  x  in  un  intervallo  finito  o 
infinito  {e ,  b).  Prenderemo  in  considerazione,  in  ciò  che  segue,  i  punti 
interni  all'  intervallo  e  supporremo  che  la  f(x)  non  sia  costante  nep- 
purre  in  piccolissimi  intervalli  o  tratti  appartenenti  all'intervallo  (e ,  b\. 

La  funzione  f(x)  si  dice  che  ha  un  valor  massimo  o  un  massimo 


log 


log 


Lini 


Lim  (1 


Lìm  (coi 

Lim  (1  - 

Lim  *lns 


Lim** 
Lim  tg  .- 

Lim(- 

Lim/'i 
r=.i  \  a 

Lim  — 

Lim  — 
Lim  (se 


3M 

r  .       \/  2  —  sen  x  —  cos  x  1 

22.  Lim — z  . 

ir  log  sen  2x  9A  /  *> 

2tf.  Lim  (tg#)cos*=l. 

ir 

sen  oo 


24.  Lini  (1  +  x)  *    =  ,?. 


25.  Ii,n(*-'loS*Y~=l. 

SO.  Limf-^Vs^l. 

.«•=0  \       #       / 

2/.  Lim 


a?=0 


*  2u 


x  +  a*  sen  — 

28.  Lira *-  =  1 . 

J7=>      #  +  sen* 

II  limite  del  rapporto  delle  derivate  non  esiste. 

*-fsen# 

29.  Lim  — —  —  =  1. 

xz=z*ì  x  i-  cos  x 

Idem. 


Massimi  e  minimi 
delle  funzioni  di  una  variabile  indipendente. 

174.  Sia  f(x)  funzione  della  variabile  x  in  un  intervallo  finito  o 
infinito  (e ,  b).  Prenderemo  in  considerazione,  in  ciò  che  segue,  i  punti 
interni  all'  intervallo  e  supporremo  che  la  f(x)  non  sia  costante  nep- 
purre  in  piccolissimi  intervalli  o  tratti  appartenenti  all'intervallo  (e  }b). 

La,  funzione  f(x)  si  dice  che  ha  un  valor  massimo  o  un  massimo 


>>%• 


K*Ki 


\kj- 
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/(a)  nel  punto  a  dell'intervallo,  quando  esiste  un  intorno  di  ay  nel 
quale  i  valori  di  f(x)  nei  punti  x  diversi  da  a  non  sono  mai  supe- 
riori al  valore  f{a)  di  f(x)  nel  punto  ay  potendo  però  in  alcuni  punti  *, 
ma  non  in  tutti,  essere  /(#)=/(#);  e  si  dice  che  la  funzione /(x)  ha 
un  valor  minimo  o  un  minimo  f{a)  nel  punto  a}  quando  esiste  un 
intorno  di  ay  nel  quale  i  valori  di  f(x)  nei  punti  x  diversi  da  a  non 
sono  mai  inferiori  a  /(a),  potendo  però  il  alcuni  punti  x9  ma  non  in 
tutti,  essere  f(x)  ~f(a). 

Da  questa  definizione  risulta  che  una  funzione  potrà,  in  un  dato 
intervallo,  avere  uno  o  più  massimi,  uno  o  più  minimi;  e  quando 
essa  avrà  più  massimi  e  più  minimi  potrà  avvenire  che  il  valore  che 
ha  in  un  punto,  cui  corrisponde  un  massimo,  sia  uguale  od  anche  mi- 
nore del  valore  che  essa  ha  in  un  punto,  cui  corrisponde  un  minimo, 
e  ciò  perchè  Y  avere  la  funzione  in  un  certo  punto"  un  valore  mas- 
simo o  minimo  dipende  dal  valore  che  la  funzione  ha  in  quel  punto 
in  relazione  coi  valori  che  essa  ha  nei  soli  punti  appartenenti  ad  un 
certo  intorno  di  esso,  e  non  in  relazione  coi  valori  che  la  funzione 
ha  negli  altri  punti  dell'  intervallo. 

Ci  proponiamo  ora  di  ricercare  i  valori  della  variabile  ai  quali 
corrispondono  per  la  funzione  i  valori  massimi  e  minimi. 

Secondo  la  data  definizione,  a  è  un  punto  cui  corrisponde  per 
la  f{x)  un  valore  massimo,  o,  più  brevemente  detto,  un  punto  di  mas- 
simo, quando  esiste  un  numero  e  positivo  tale  che,  essendo  h  posi- 
tivo e  ^  e,  sia 

(1)  f{a  ±  h)  -/(a)  é:  0  ! 

a  è  un  punto  di  minimo  quando 

12)  /0*/')-/(«^0, 

senza  che  però,  tanto  nel  primo  quanto  nel  secondo  caso,  sia  sempre 
per  quei  valori  di  A, 

/(a  +  h)  -/(a)  =  0,  /(a  -  h)  -/(a)  =  0. 

Quindi  i  due  rapporti  incrementali 

f(a  +  *)  -/(*)  f(a  -  h)  ~/(q) 

per  questi  valori  di  h9  mantengono  ciascuno  costantemente  uno  ste  o 
segno  o  sono  nulli,  senza  però  essere  sempre  nulli,  ed  il  segno  <  ►- 
stante  dell'  uno  è  opposto  a  quello  costante  dell'  altro. 


:3G3 

Ed  inversamente,  se  per  x  =  a  esiste  un  numero  positivo  e  tale, 
che  per  h  f£  e  i  rapporti  incrementali  destro  e  sinistro  soddisfacciano 
alle  precedenti  condizioni,  il  punto  a  sarà  un  punto  di  massimo  o 
di  minimo  per  la  /(#),  perchè  allora  sono  verificate  le  (1)  o  le  (2); 
e  sarà  un  punto  di  massimo  quando  il  rapporto  incrementale  destro, 
ove  non  sia  nullo,  sia  sempre  negativo  ed  in  conseguenza  il  sinistro, 
ove  non  sia  nullo,  positivo;  sarà  un  punto  di  minimo  nel  caso  contrario. 
Da  ciò  che  precede  risulta  che  i  soli  punti  di  massimo  o  di  minimo 
per  la  funzione  f\x)  sono  quelli  pei  quali  i  rapporti  incrementali 
destro  e  sinistro,  ove  non  siano  zero,  finiscono  per  mantenere  ciascuno  lo 
stesso  segno  e  il  segno  dell'  uno  è  opposto  a  quello  dell'  altro  ;  co- 
sichè  per  scoprire  i  punti  di  massimo  o  di  minimo  si  ha  una  re- 
gola fondata  sulla  osservazione  dei  rapporti  incrementali.  Questa  re- 
gola vale  qualunque  sia  la  funzione  finita  f(x), 

175.  Ma  a  questa  regola  si  può  sostituirne  un'  altra,  di  più  age- 
vole applicazione,  per  le  funzioni  che  nel  dato  intervallo,  oltre  ad 
essere  finite,  ammettono  generalmente  una  derivata  determinata  (finita, 
o  infinita  ma  determinata  di  segno),  cioè  ammettono  una  tal  deri- 
vata per  tutti  i  punti  dell'intervallo,  eccettuato  al  più  un  numero 
finito  di  punti,  nei  quali  la  derivata  possa  non  esistere  o  essere  infi- 
nita e  indeterminata  di  segno.  Per  queste  funzioni  si  scorge  imme- 
diatamente che,  un  punto  nel  quale  la  derivata  è  determinata  non 
potrà  essere  punto  di  massimo  o  di  minimo  se  la  derivata  non  è  zero, 
perchè  la  derivata  essendo  il  limite  comune  dei  due  rapporti  incre- 
mentali destro  e  sinistro,  cioè 


/(*)=lim-  -^nr--, 


A=rO 

non  potranno  essi  avere  un  medesimo  limite  e  mantenersi  di  segno 
opposto  a  meno  che  questo  limite,  cioè  la  derivata,  non  sia  zero. 
Quindi  i  punti  di  massimo  o  minimo,  non  trovandosi  certamente  tra 
quei  punti  pei  quali  esiste  una  derivata  determinata  e  diversa  da  zero, 
bisognerà  cercarli  tra  quei  punti  pei  quali  o  la  derivata  è  zero  o  la  deri- 
vata non  esiste  o  è  infinita  e  indeterminata  di  segno.  Questi  ultimi  punti 
sono  certamente  tutti  punti  di  massimo  o  minimo,  poiché  i  due  rapporti 
incrementali,  quando  h  converge  a  zero,  crescono  indefinitamente 
mantenendosi  di  segno  opposto  (Vedi  N.  60);  ma  non  si  può  asse- 
rire parimenti  che  siano  tutti  punti  di  massimo  o  minimo  quelli  pei 
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quali  la  derivata  è  zero  o  non  esiste,  perchè  da  tale  proprietà  di  questi 
punti  non  ne  segue  necessariamente  che  i  rapporti  incrementali  si 
mantengano  ciascuno  dello  stesso  segno  ed  il  segno  dell'uno  sia  op- 
posto a  quello  dell'altro.  Questi  punti  potranno  essere  punti  di  mas- 
simo o  minimo  e  per  vedere  se  lo  sono  occorrono  ulteriori  conside- 
razioni, che  ora  passiamo  a  sviluppare. 

Se  a  è  uno  di  tali  punti,  nei  quali  la  derivata  non  esiste  o  è 
zero,  potremo  però  sempre  determinare  un  intorno  del  punto  a  a 
destra  (a ,  a  +  e)  ed  un  altro  a  sinistra  (a  —  e  ,  à)1  per  tutti  i  punti  dei 
quali,  escluso  il  solo  punto  a  quando  fossimo  nel  caso  in  cui  la  de- 
rivata è  indeterminata  nel  punto  a,  la  funzione  ha  una  derivata  de- 
terminata, ed  allora,  se  //  ^  e,  avremo 

dove  al  solito  0  <  6  <  1,  0  <  ^  <  1. 

Da  queste  formole,  che  esprimono  i  rapporti  incrementali  destro 
e  sinistro  per  mezzo  delle  derivate  nei  punti  di  intorni  a  destra  e  a 
sinistra  del  punto  a,  risulta  che  al  punto  a  corrisponderà  per  la  fun- 
zione un  massimo  o  un  minimo,  quando  esistano  due  intorni  del 
punto  *,  alla  sua  destra  e  alla  sua  sinistra,  per  tutti  i  punti  dei  quali 
la  derivata  /'(#)>  ove  non  sia  zero,  abbia  sempre  lo  stesso  segno,  e 
il  segno  che  essa  ha  nell'  intorno  a  destra  sia  opposto  a  quello  che 
ha  nell'  intorno  a  sinistra  ;  e  si  avrà  un  massimo  quando  la  deri- 
vata nei  punti  a  destra  è  negativa,  e  nei  punti  a  sinistra  è  positiva, 
ed  un  minimo  nel  caso  contrario.  Invece  il  punto  a  non  sarà  punto 
di  massimo  o  di  minimo  se  i  valori  di  f'(x)  nei  punti  a  destra  e  a  si- 
nistra, ove  non  sono  zero,  abbiano  lo  stesso  segno;  e  rimarrà  incer- 
tezza quando  almeno  da  una  parte  del  punto  a  ìàf\x)  subisca  continui 
cangiamenti  di  segno,  non  potendo  allora  asserire  nulla  intorno  ai 
segni  di  f\a  4-  0/r),  /'(a  —  QJi)  pei  valori  positivi  di  h  ^  e.  Dalle 
precedenti  considerazioni,  relative  alle  funzioni  dotate  generalmente 
di  derivata  nel  dato  intervallo,  si  raccoglie  la  seguente  regola  per 
la   determinazione   dei   massimi  e  dei  minimi: 

/  punti  nei  quali  la  derivata  è  infinita  e  indeterminata  di  segno 
sono  punti  di  massimo  o  di  minimo  ;  di  massimo  se  il  rapporto  inerì- 
mentali  destro  ha  per  limite ,  quando  h  converge  a  {ero,  P  info  to 
negativo^  ed  il  sinistro  V  infinito  positivo;  di  minimo  se  il  rappi  io 
incrementale  destro  ha  per  limite  V  infinito  positivo,  ed  il  sinis  r* 
V  infinito  negativo. 


J 
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Un  punto  a  nel  quale  f'(x)~0,  o  la  f(x)  non  ammette  derivata, 
può  essere  putito  di  massimo  o  di  minimo  ;  ed  è  punto  di  massimo  (di 
minimo)  se  esiste  un  intorno  alla  destra  di  a  pei  punti  del  quale 
f (x),  ove  non  è  \ero,  è  negativa  (è  positiva)  e  un  intorno  alla  sinistra 
pei  punti  del  quale  f '(x),  ove  non  è  \ero,  è  positiva  (è  negativa).  È 
putito  né  di  massimo  né  di  minimo  se  i\x)  nell'intorno  a  destra  man- 
tiene sempre  uno  stesso  segno,  ove  non  sia  {ero,  e  in  quello  a  sinistra 
mantiene  pure  lo  stesso  segno  che  ha  a  destra.  E  rimane  incerte%{a7 
e  per  toglierla  converrà  ricorrere  all'  esame  diretto  della  funzione  in 
quel  punto,  se  almeno  da  una  parte  del  punto  a  la  f  (x)  ha  continui 
cangiamenti  di  segno ,  in  modo  che  non  esista  alcun  in torti 0,  da  quella 
parte,  per  tutti  i  punti  del  quale  la  f  (x)  mantenga  sempre  lo  stesso 
segtto. 

176.  Prendiamo  ora  in  speciale  esame  quei  punti  a  pei  quali  f\x)  =  0. 
Poiché  per  ipotesi  è  f\a)  =z  0,  ammessa  l' esistenza  della  derivata  se- 
conda in  un  certo  intorno  del  punto  a,  escluso  al  più  questo  punto, 
avremo,  per  la  formola  del  Taylor, 

(1)  f(a  +  h)  -/(a)  =  J^./'(a  +  «,*) 

essendo  0  <  8,  <  1,  e  dove  si  suppone  ora  //  sia  quantità  positiva  o 
negativa.  Da  questa  formola  risulta  che,  se  nei  punti  d' un  intorno 
a  destra  e  nei  punti  d' un  intorno  a  sinistra  /"(#)>  ove  non  sia  zero, 
è  sempre  negativa,  il  punto  a  è  un  punto  di  massimo,  e  se  f(x)  è 
sempre  positiva  è  un  punto  di  minimo,  essendo  così  allora  verifi- 
cate le  (1)  o  le  (2)  del  n.  174.  Se  poi  nei  punti  dell'  intorno  a  destra 
f(x)  ha  sempre  un  stesso  segno,  ed  uno  stesso  segno  ha  pure  nei 
punti  dell'  intorno  a  sinistra,  ma  questi  segni  sono  opposti,  al  punto 
a  corrisponde  né  massimo  né  minimo  per  la  funzione;  e  vi  sarà  incer- 
tezza quando,  almeno  da  una  parte  di  <*,  /"(#)  cambierà  continua- 
mente di  segno 

Se  poi  si  suppone  f\x)  esista  e  sia  continua  nel  punto  a,  allora 
se/"(a)<0  avremo  un  massimo,  se  /'(^)>0  un  minimo,  perchè 
allora  ne  segue  che  /  "(x)  si  mantiene  sempre  negativa  o  sempre  po- 
sitiva nei  punti  di  un  certo  intorno  del  punto  a  (Vedi  n.  57);  e  se 
fv(a)  =  0,  allora  è  incerto  se  si  abbia,  o  no,  massimo  o  minimo.  In 
quest'ultimo  caso,  ammettendo  l'esistenza  della  derivata  terza  pei 
punti  di  un  certo  intorno  di  a  (a  al  più  escluso)  e  avendo   presenti 
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le  condizioni  poste  in   principo,   la  forinola  del    Taylor  ci  dà 

f(a  +  li)  -f(a)  =  -^—/"(fl  +  VO, 
essendo  0  <  03  <  1 ,  ovvero 

h  1  . 2 . 3  J    v         8  ;' 

e  poiché  il  segno  del   secondo    membro    non    dipende    dal    termine 

h% 
— —  che  è  sempre  positivo,  questa  forinola,  che  esprime  il  rap- 

J.   •  &  •  ó 

porto  incrementale,  è  analoga  alla  (1)  n.  175  e  quindi  adesso  la  de- 
rivata terza  si  comporta  come  si  comportava  allora  la  derivata  prima; 
cioè  al  punto  a  corrisponde  un  massimo  se,  nei  punti  di  un  certo  in- 
torno a  destra  di  #,/"'(#),  ove  non  sia  zero,  è  sempre  negativa  e  nei 
punti  di  un  intorno  a  sinistra  sempre  positiva;  corrisponde  un  mi- 
nimo quando  nell'  intorno  a  destra  è  sempre  positiva,  ove  non  sia 
zero,  e  sempre  negativa  in  quello  a  sinistra.  Corrisponde  né  massimo  né 
minimo  se  in  tutti  e  due  gli  intorni  /"'(x)  avrà  uno  stesso  segno,  e 
vi  sarà  incertezza  se  almeno  da  una  parte  del  punto  a  la  f\x)  subirà 
continui  cangiamenti  di  segno. 

Ammettendo  poi  di  più  che  /""(#)  esista  per  x  =  a  e  sia  continua 
nel  punto  a,  non  potrà  essere  di  un  segno  a  destra  e  di  un  altro  segno 
a  sinistra  del  punto  a  se  non  è  zero  nel  punto  a  (N.  57);  quindi  se 
/'"(a)  è  diversa  da  zero  avremo  né  massimo  né  minimo,  ed  affinchè 
a  sia  punto  di  massimo  o  di  minimo  sarà  perciò  necessario  (non  suf- 
ficiente) che  sia  f'"(a)  =  0. 

Ammesso  ciò,  prendendo  in  considerazione  la  derivata  quarta, 
avremo 

f{a  +  h)  -/(a)  =  x    2*'3   4  />  +  W), 

0  G4  <  1,  e  da  questa  formola,  analoga  alla  (1),  si  ricavano  delle 
conseguenze  analoghe  ed  in  particolare  che,  qualora  si  supponga  /*'(*< 
esista  e  sia  continua  nel  punto  a,  allora  se /""(#)  <0  avremo  un  mas- 
simo, se  f"\à)  >  0  un  minimo,  e  se  /"'(a)  =  0  è  incerto  se  al  pi  ito 
a  corrisponda  o  no  un  massimo  o  minimo.  Ed  allora  in  quesf  ulti  no 
caso  si  passerebbe  a  considerare  la  derivata  quinta  e  così  di  segirto. 
Da  tutto  ciò  ricaviamo  : 
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Sia  fl »)(x)  /#  prima  tra  le  derivate  della  funzione  f(x)  che  non 
si  annulla  per  x  =  a  ed  esista  questa  derivata  in  un  intorno  di  a  e 
sia  continua  nel  punto  a.  Allora  al  punto  a  corrisponde  né  massimo 
né  minimo  se  n  è  dispari;  e  se  uè  pari9  corrisponde  un  massimo  se 
f")(a)<0,  un  minimo  se  f(«)(a)>0. 

In  conseguenza,  per  scoprire  i  massimi  e  i  minimi  provenienti 
dall' annullarsi  della  derivata,  determineremo  prima  di  tutto  i  valori 
della  variabile  che  annullano  la  derivata;  determinati  i  quali  valori, 
l' applicazione  della  precedente  proposizione  ci  porrà  in  grado  di  de- 
cidere a  quali  fra  quei  valori  corrisponderà  un  massimo,  a  quali  un 
minimo,  a  quali  né  massimo  né  minimo. 

177.  Applichiamo  le  regole  precedenti  a  degli 

Esempi 

1)  Si  vogliano  determinare  i  valori  di  *  pei  quali  è  massima  o 
minima  la  funzione 


Abbiamo 


/(*)  =  **  — 5*4  +  5*3+1. 

/'(*)  =  5*4  —  20*3  +  15**, 

/"(*)  =  20*8  —  60**  +  30*, 

/"'(*)  =  60**  —  120*  +  30. 

Poiché  la  f\x)  esiste  sempre  ed  è  finita  per  qualunque  valore 
finito  di  *,  i  valori  di  *  pei  quali  potremo  avere  massimi  o  minimi 
sono  solo  le  radici  dell'equazione 

/'(*)  =  5**  —  20*3  +  15**  =  0, 

cioè  della 

**(5**  —  20*+  15)  =  0, 

le  quali  sono  *.-=0,  *  =  0,  *  =  1 ,  *  =  3. 

Alle  prime  due  radici  (uguali)  non  corrisponde  massimo  o  minimo 
perchè  per  *  =  0  si  annulla  pure  la  derivata  seconda,  ma  non  la 
terza;  a  *  =  1  corrisponde  un  massimo,  /(1)  =  2,  perchè  abbiamo 
/"(l)  =  —  10  <  0,  e  ad  *  =  3  corrisponde  un  minimo,  /(3)  =  —  26, 
perchè  f"(S)  =  90  >  0. 


:*>8 
2)  Determiniamo  i  massimi  e  i  minimi  della  funzione 


f(x)  =zaxò  . 
Abbiamo,  pei  valori  di  x  diversi  da  zero,/'(#)  =  ^- 


3^ 

Qui  la  derivata  non  è  mai  nulla  per  alcun  valore  finito  di  x. 
Per  x  =  0  abbiamo,  supposto  a  >  0, 


lim 

A=0 


/(0  +  h)  -/(0)  _ 


2_ 

//3 


=  lim  a  — r—  =  lim  a 


l 


3__ 

VA 


=  +30, 


A=0  —  «  /r=0  —  n 


=  lima 

A=0 


1 


3 


00 


\/-h 


cioè  per  x  =  0  la  derivata  è  infinita  e  indeterminata  di  segno.  II 
punto  x  =  0  è  quindi  certamente  punto  di  massimo  o  di  minimo  ;  e 
poiché  il  rapporto  incrementale  destro  ha  per  limite  +  oo ,  ed  il  si- 
nistro —  oo ,  avremo  nel  punto  zero  un  minimo,  /(0)  =  0.  Si  avrebbe 
un  massimo  se  fosse  a<0. 
3)  Sia  la  funzione 


/(*)  = 


x 


> 


*^0;/(0)  =  0. 


1  +  ' 


Pei  punti  diversi  da  zero  abbiamo 


/'(*)  = 


1  +  e*  +  —  ex 
x 


(!+«*)• 


dalla  qual  formola  risulta,  come  si  può  facilmente  constatare,  che  Ya 
derivata  è  sempre  positiva  tanto  pei  valori  positivi  come  pei  vale  *i 
negativi  di  x.  Per  x  =  0  la  derivata  è  indeterminata  (Confr.  esercii  o 
29  a  pag.  87)  perchè  i  limiti  dei  rapporti   incrementali  destro  e  ;  - 


nistro  sono  diversi,  quando  h  converge  a  zero,  essendo 
h 

H../P +  »>-/(">  =  ,im  I+fÌ=lim  _L_  ; 

—  h 


n/(Q-*)-/(»)=ii„ '-<-''  ^lim L 


Al  punto  x=0  potrebbe  quindi  corrispondere  un  massira 
pure  un  minimo  ;  ma  ciò  non  succede  nel  nostro  caso  perchè, 
abbiamo  notato,  le  derivate  nei  punti  alla  destra  e  alla  sinist 
punto  zero  sono  positive. 

Perciò  la  funzione  —  non  ha  massimi  o  minimi  con 

1  +  *" 
denti  a  valori  finiti  di  x. 
4)  La  funzione 

/(*)=*arctgl  per  *>0,       /(0)  =  0, 

non  ammette  derivata  nel  punto  zero  (Confr.  esercizio  30  a  pa 
perchè  abbiamo 


lim^"T"<     Jy"'  =lim- 


h 


;,apclg(-ì)_        ^ 


—  h 

Pei  valori  di  *  diversi  da  zero  abbiamo 

1 
x1  are  tg h  are  tg  - 

/■(»)  =  are  .gì-  ^  = \+x, 


dalla  quale  apparisce  che  pei  vale 
zero  e  positivi  /'(*)  è  positiva,  e 
mente  prossimi  a  zero  f\x)  è  neg: 

di  minimo  per  la  funzione  x  are  tg 

Osservando  inoltre  che  /"(■*)  - 

quindi  f'(x)  sempre  decrescente  al 
Uro  f'(x)  =  0,  si  vede  che  f'(x)  sarà 

negativa  per  *<0;  quindi  non  vi 
fuori  di  .r  =  0,  pel  quale  la  nostra 
un  minimo. 

5)  Date  due  parallele  AC,  BD  t 
una  retta  CXY  che  tagli  il  seg- 
mento AB  e  sia  tale  che  la  sommi 
dei   due  triangoli   AXC,   BXY  sii 


Indichiamo  con  ip  l'angolo  BAC 
e  quindi  anche  l"  angolo  DBA,  e 
posto 

AC  =  a  ,  AB  =  A  ,  A 

abbiamo 

area  AXC  =  — -  ax  sen  <p,    area 

Ma  dai  triangoli  simili  ACX, 

BY     _  „ 
b  —  x         x      ' 
quindi 


Noi  dobbiamo  dunque  deterir 
area  AXC  +  area  BXY  =  - 
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risulti  un  minimo,  cioè  determinare  i  valori  di  x  pei  quali  la  funzione 


f(x)=:x  h 


x 


riesce  minima. 
Ora  abbiamo 


/w=i+  -"t-T»-"  =  *^*-,m=» 


X2  x%  •  X* 


Le  radici  di/(#)  =  0  sono  quelle  di  2x*  —  £2  =  0  cioè  x  =  ±  — =  : 

V2 
ma,  per  la  natura  stessa  del  problema,  dovremo  prendere  la  sola  radice 

positiva  — — . 
V2 
Che  poi  a  questo  valore  di  x  corrisponda  effettivamente  un  mi- 
nimo per  la  somma  dei  due  triangoli,  risulta  dalla  considerazione  della 
derivata  seconda  che  è  positiva  per  tutti  i  valori  positivi  di  x  e  quindi 

/    h    \  h 

anche  /"( — —  |  >  0.  Dovremo  dunque  prendere  AX  =  — —  ;  che   è 

W2  /  V2 

indipendente  da  a  e  da  9. 
6)  Sia  la  funzione 

i_ 

fix)  =  e~*    ,    x<0;f(0)  =  0. 

1 

2     —  — 

Abbiamo,  per  x  diverso  da  zero,  f\x)  =  -3  *     »?  che  non  si  an- 

x^ 

nulla  per  alcun  valore  finito  di   x.   Inoltre  come  abbiamo  visto  al 
N.  166  tutte  le  successive  derivate  sono  nulle  per  x  =  0. 

Osservando  però  che  èf'(x)  >  0  per  x  >  0,  ef'(x)  <  0  per  x  <  0, 
riconosciamo  (Vedi  n.  175)  che  per  #  =  0  la  nostra  funzione  ha  un 
minimo /(0)  =  0;  e  non  vi  sono  altri  valori  finiti   di  x}  cui  corri- 
sponda un  massimo  o  un  minimo. 
7)  Sia  la  funzione 

/(*)  =  x  sen  —  ,  x  <  0  ;  /(0)  =  0. 


Ev- 


ur- 
ti. 
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fi 

|<  Abbiamo,  per  *  diverso  da  zero, 

■♦ 

r  <>i\  111  1  a    i       1  \ 

v  /  (x)  =  sen cos  —  =  cos  —  (  tg ) 

y  XXX  X    \  X  X  / 

e  per  *  =  0  la  funzione  non  ammette  derivata  (V.  eser.  28  a  pag.  87). 

y  La  derivata  f'(x)  (x  diverso  da  zero)  si  annulla  per  tutti  e  soli 

1  1 

quei  valori  di  x  pei  quali   risulta  tg =  0. 

x         x 

Posto  —  =  {,  cerchiamo  per  quali  valori  di   \  è  tg{  —  {  =  0. 
x 

La  funzione  y(x)  =  tg  {  —  ^  è  sempre  negativa  negli  intervalli 

(n  «  \       /     «  ir  \      /     ir  it\ 

2+e'2¥)'(32+£'4¥)'(52+£'62>- 

dove  i  indica  un  numero  positivo  qualunque  comunque  piccolo;  ed 
è  sempre  positiva  negli  intervalli 

(^  ir         ir  \    /      A  ir        _k         \    /      „  ir  «         \ 

-22'~2  -0'(-42'-32-e)'(-02'-52-e)- 

La  funzione  <p({)  si  annulla  per  £— 0  e  nell'intervallo  (0,  -£•—  e) 

non  si  annulla  più,  perchè,  la  <p'({)  =  tg2  {  essendo  sempre  positiva, 
la  <p({)  è  sempre  crescente,  e  ciò  accade  pure  per  la  stessa  ragione 

nell'  intervallo  ( —  -f  e  ,0  j.  Inoltre  <p({)  avendo   valori  di  segno 

contrario  agli  estremi  di  ciascuno  degli  intervalli 

(.|.»i-0.(^"'f-)-(4T.Tf-)--i 

(-T  +  E-")>(-02+8'-42)'(-7i  +  6'-°2)'"" 

si  annulla  almeno  in  un  punto  interno  a  ciascun  intervallo,  e,  p<  • 
che  <p({)  è  sempre  crescente,  si  annulla  in  un  solo  punto  di  ciasc  i 
intervallo. 

Raccogliamo  da  tutto  ciò  che  la  f'(x)  si  annulla  in  infiniti  pur 


:**•- 


373 
ciascuno  appartenente  a  ciascuno  degli  intervalli  che  si  ottengono  da 

1 


ir  ' 7T|'eda| «'  « 

(2»  +  l)g--e      2m-j  \-2m~2      —  C^+O-g*8 

attribuendo  ad  m  tutti  i  valori  interi  e  positivi.  In  ciascuno  di 
questi  infiniti  punti  la  /(*)  ha  effettivamente  un  massimo  o  un  mi- 
nimo perchè  f(x)  = —  sen  —  è  diversa  da  zero  in  quei  punti. 

x^  x 

La  nostra  funzione  ha  dunque  un  numero  infinito  di  massimi  e 
minimi  in  un  numero  infinito  di  punti,  che  formano  un  gruppo  di 
punti,  che  ha,  come  si  vede,  il  punto  zero  per  punto  limite. 

Per  x  =  0  la  f(x)  non  ammettendo  derivata,  essa  potrebbe  avere 
un  massimo  o  un  minimo,  ma  i  rapporti  incrementali 

h  h 

subiscono  continui  cambiamenti  di  segno  in  ogni  intorno  comunque 

piccolo  del  punto  zero,  perchè  sen-=-  prende  in  esso  tutti  i  valori 

h 

da  —  1  a  +  1  ;  quindi  (n.  174)  al  punto  x  =  0  corrisponde  né  mas- 
simo né  minimo. 

178.  Supposto  che  la  equazione  f{x  ,y)  =  0  definisca  in  un  certo 

intervallo  una  funzione  y  di  xf  ci  proponiamo  determinare  tra  i  va- 

dy 
lori  di  xy  pei  quali  la  derivata  -~-  è  espressa  della  formola 

dx 


a» 


a/ 

dx 

3* 
3/' 

*y 

quelli  ai  quali  corrispondono  per  y  valori  massimi  o  minimi. 

I  valori  di  xy  ai  quali  possono  corrispondere  massimi  o  minimi 

dy  df 

per  y,  dovendo  annullare  la  -j- ,  dovranno  annullare  —  ;  perciò  se 

indichiamo  con  (xx  }yx)  ,  (x%  ,yt)  ,  (x3 ,73),...  le  soluzioni  comuni  alle 


■*-»' 
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due  equazioni 


/(*  >>) =o.     f:  =  °> 


i  punti  ^  .  #2  ,  xz  % . .  potranno  essere  punti  di  massimo  o  di  minimo, 
e,  quando  lo  sono,  i  corrispondenti  valori  massimi  o  minimi  di  y 
sono  yx  yy2  ,yz , ...  ;  ovvero,  più  esattamente,  quel  ramo  della  fun- 
zione y,  definita  dalla  data  equazione,  che  per  x  =  xx  prende  il  va- 
lore  yx  ha  per  x  =  xx  il  valore  massimo  o  minimo  yx  ;  quel  ramo, 
che  per  x  =  #2  prende  il  valore  y2ì  ha  nel  punto  #2  M  valore  mas- 
simo o  minimo  y%  ;  ecc. 

Per  riconoscere  poi  se  ad  uno  di  tali  valori  xx  corrisponde  un 
massimo  o  un  minimo  ovvero  né  massimo  né  minimo,  si  conside- 
rerà la  derivata  seconda 

fy_  =  _  3/  \8*/        d*djy  3*  djy      3**  \ds/ 

dx*  /_a/y 

e  si  introdurrà  in  luogo  di  x  ,y  il  sistema  xx  }  yx)  e  allora  si  avrà  un 

tPy  d*y 

massimo  se  risulterà  -=—•  <  0,  un  minimo  se  -^-r  >0e  rimarrà  ìn- 

dxz  ckr 

d*y 
certezza,  ed  occorrerebbe  considerare  la  derivata  terza,  se  -j-f  =  0. 

Osservando  che  i  valori  di  x  ,^,  che  noi  introduciamo  in  -j-j  , 

3/ 
rendono  —  =  0,  anziché  considerare  la  precedente  espressione  della 

derivata  seconda,  basterà  porre  xx  ,yx  in  luogo  di  x  7y  nella  espres- 
sione più  semplice 

_ay 

3#* 


3/' 


dy 


3/ 
cui  quella  si  riduce  ponendo  —  =  0. 

qX 

Si  procede  in  modo  analogo  per  determinare  i  massimi  e  i  u- 
nimi  di  più  funzioni  di  x  definite  da  altrettante  equazioni.  • 
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Esempi 

1)  Si  vogliano  i  valori  massimi  e  minimi  della  funzione  y  definita 
dalla  equazione 

f(x  ,y)  =yA  —  4c*xy  +  x4  ~  0. 
Abbiamo 


dx  '  dj  d** 


Risolviamo  rapporto  ad  x,y  le  due  equazioni 

yA  —  4c2xy  +  x4  =  0,         x3  —  c*y  =  0, 

3/ 
che  corrispondono  nel  caso  attuale  alle  f(x,y)  =  0,  —  =  0. 

3* 

x3 
Dalla  seconda  abbiamo  y  =  — ,  il  qual  valore,  sostituito   nella 

prima,  la  riduce  a  x4(xi  —  3c*)  =  0,  della  quale  quattro  radici  sono 

s 

zero,  due  sono  x  =  ±c\/3  e  le  altre  sei  sono   numeri   complessi; 

3/ 
cosichè  le  soluzioni  reali  delle  equazioni  f(x  ,y)  =  0,  —  =  0  sono 

3# 

SS  8  8 

(*i  =  0  ,^i  =  0) ,  (x%  =  c\/S  ,y%  =  cV27)  ,(*,  =  -  c^/3^  =  -  c\/Z7). 

La  soluzione  (xx  z=0}  yl  =  0)  noi  non  prendiamo  in  considera- 

3/ 
zione  perchè  per  essa,  annullandosi  la  -^-,  non  ha  più  luogo  la  for- 
inola (I). 

La  quantità  e  si  può  supporre  sempre  positiva  non  avvenendo 
alcun  cambiamento  quando  essa  si  supponga  negativa,  ed  allora  la 

8  _  8  

soluzione  xt  =  c*\/3,  yt  =  c\/Z7  rende  negativa  la 

a*2  12**  3x* 


3/  4y3  —  4clx         c*x  —y3 
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essendo 


&V3 3\/3 


8  

e  quindi  quel  ramo  della  funzione  che  per  xz=zc\J§  prende  il  va- 

8  %  8  

lore  c\/21  ha  ivi  il  valore  massimo  c\/27. 

S.__  8  fà 

La  soluzione  x3  =  —  c^S  ,  yz  =  —  c\/27  rende  positiva  la  -ri- 
essendo 

Wr     _      ava"     >0> 


ss  ss 

—  <*\/3  +  ^V^5         c(  V^3  —  V3) 

e  quindi  vi  è  un  ramo  della  y  che  per  x  =  —  c\/S  ha  il  valore  mi- 

8  

nimo  —  c\j21. 

2)  Si  vogliano  i  massimi  e  minimi  delle  funzioni  y  e  {  di  x  defi- 
nite dalle  equazioni 

(a)  ax  +  èy  +  c$=ly        aV  +  *!?*  +  *Y  =  1 

(vedi  esercizio  16°  a  pag.  177  ed  esercizio  8.°  a  pag.  215  e  273). 
Abbiamo 

.  .  dy  a(ax  —  c%)        d%  a(by —  ax) 

(W  dx~  ~  b(ci  —  by)    '  Ix'  =   c(ci  —  by)  ' 

dy  __  2a*  (Pi  _       —2a* 


dxz         b(c{  —  byf    '    dx*        c(c{  —  byf 

Per  trovare  i  valori  di  x  ai  quali  possono  corrispondere  valori 
massimi  o  minimi  per  la  y,  cerchiamo  i  valori  di  x,  y}  %  che  sod- 
disfanno alle  (a)  ed  alla  ax  —  c\  =  0,  ottenuta  uguagliando  a  zero  il 
numeiatoie  della  prima  delle  (0).  Troviamo  così  i  sistemi 
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d*y  d*y 

Pel  primo  di   essi  abbiamo  -t~-<0  oppure  -—— >  0  secondo- 

d*y  d*y 

che  b  >  0  oppure  b  <  0.  Pel  secondo,  —=—-  >  0  oppure  -j^  <  0  se- 

condochè  b  >  0  oppure  *  <  0.  Cosichè   per  #  =  0  quel  ramo  della  » 

funzione  y  che  per  #  =  0  prende  il  valore  -r-  ha  ivi   il   valore  -7- 

2 

massimo  se  £>0,  minimo  se  £<0;  e  quel   ramo   che  per  xz=z-^- 

Sa 

ì  1 

prende  il  valore  y  =  — -7-  ha  ivi  il  valore  —  —7-  massimo  se  b  <  0, 

So  00 

minimo  se  b  >  0. 

Partendoci  dalla  seconda  delle  (fi)  ed  operando  in  modo  comple- 
tamente analogo  si  vede  che  vi  è  un   ramo  della  {  che   per  x  =  0 

prende  il  valore  —  massimo  se  e  >  0,  minimo  se  e  <  0  ;  e  vi  è  un 

ramo  della  %  che  per  x  =  —  prende  il  valore —  massimo  se  e  <  0, 

Sa  oc 

minimo  se  c>0. 


179.  Occorre  spesso  determinare  i  valori   massimi   e  minimi  di 
una  funzione 

(i)  »  =  A*  ,j>) 

di  due  variabili,  quando  tra  esse  esista  una  relazione 
(2)  <?(x  ,y)  =  0, 

in  modo  che  la  variabile  indipendente  sia  una  sola,  per  es.  la  x\  cioè 
i  così  detti  massimi  e  minimi  relativi. 

Quantunque  questo  problema  sia  caso  particolare  di  quelli  accen- 
nati nel  numero  precedente,  pure  si  suole  considerare  a  parte. 

du 
La  --=—  è  data  dalla  (1)  considerando^  come  funzione  d' x  de- 


dalla 

(2), 

cioè  ì 

li  ha 

du 

~dl~ 

=¥■* 

3* 

3/  *  . 

9>    àx  ' 

-  è  determinata  dalla 

(2),  cioè 

si  ha 

3? 

iy  _ 

Tx 

3»" 

8? 

consideriamo  solo  quei  valori  d'*,.?  pei  quali  ha  luogo  questa 
ola);  ed  allora 

*  A.  —  _J_  /i£  Il  _  i£  Ì*\. 
<**       _39_  \3*  3^        3,V  3»/' 
3/ 
Si  avranno  quindi  i  valori  di  x  ,y  ai  quali  può  corrispondere 

du 
imo  o  minimo  risolvendo  le  equazioni  (2)  e  la  -j-  =  0  ossia  le 


<K*>J>)  =  0, 


M-  li.  _  2L-  °0L (j 


a/  *._ 

3^   3*  " 


La  considerazione  della  derivata  seconda  -j-j-  servirà  poi  a 


.re,  come  nei  casi  precedenti,  la  risoluzione  del  probl< 
Esempio.  —  Coi  quattro  lati  a,  f3,  y,  8  co- 
re   ti    quadrilatero   convesso    di    massima 


Indicando  con  A  l' area  cercata,  e  con  x  ,y 
ingoli  dei  lati  «,Pe  f,S  abbiamo 
2A  =  ct&  sen  x  +  f8  sen_y  =f(x  ,y). 

Si  tratta  di  determinare  ì  valori  di  *  ,y  che 
ono  2A  un  massimo,  osservando  che   tra  x 


«*  +  &1  — 2*p  cosata  T'+    *  — 2rScos> 
'ata  dal  considerare  AB  come  appartenente  tanto  al  triangolo  Al  '. 
ito  al  triangolo  ABD;  ovvero  ha  luogo  la  relazione 
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(3)  <f(x  ,y)  =  a*  +  02  —  r«  —  8*  —  2*0  cos  x  +  2r&  cos^  =  0. 

Ora  qui  abbiamo 

3/    3?        3/*  3<P  o^ft*,*/  ,  \ 

^  "a^T  —  g^  g^  =  -2a^(cos^sen^  +  cos^sen^) 

=  —  2  apy$  sen  (*  +^)  =  0. 

Quindi  pei  valori  di  x,  y,  ai  quali  potrà  corrispondere  il  mas- 
simo, dovremo  avere  x  +  y  =  0,  oppure  =  ....  —  3rc,  —  ir,  ir,  2rc,.... 
Ma,  poiché  #,  ^  sono  angoli  di  un  quadrilatero  convesso,  dovremo 
prendere  x+y  =  ny  cioè  y  =  iz —  x.  Ora  quando  x,  y  stanno  tra 
loro  in  questa  relazione,  abbiamo  effettivamente  per  A  un  massimo. 
Infatti  è 

àf        3/        3/  dy  dy 

e  dalla  (3) 

dy 

,  ,«  sen  y  cos  #  —  sen#cosv-f- 

tfy         «P    sen*       dy         *0  y  dx 


dx 

Y&    sen^> 

<fc*  ~~ 

Y5 

sen4  a 

* 

per  ^  = 

ir  • 

—  x  è 

dy 
dx  ~ 

«p 

tPy 

- 

«p 
Y& 

COSA" 

sen  x 

(- 

«p 

&Y 

■) 

e  quindi 


dar  sen*    ya 


perchè  #< ir,  e  in  conseguenza  quando  x  -f  ^  =  rc  si  ha  effettivamente 
un  massimo. 

Il  quadrilatero  d' area  massima  avente  i  dati  lati  è  dunque  il 
quadrilatero  inscrittibile  nel  circolo. 

Se  si  volessero  i  valori  effettivi  di  x  ,y  basterebbe  porre  y  =  ir  —  x 
nella  (3)  e.  risolvendola  rapporto  ad  *,  si  otterrebbe  il  valore  di  x 
e  quindi  quello  di  y. 
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Esercizi 


h 


1.        Per  la  funzione  f(x)  =  10  x'  —  12  #s  +  15  x4  —  20  a3  +  1, 
ad  x=\  corrisponde  il  valore  minimo  /(1)= — 6. 

x         a  —  x 

a*                                                    /     a*     \        (a  +  b)1 
ad  x  = —  corrisponde  un  minimo  fi =-  1  = .  e  ad 


a               •                                      /     a      \ 
r-  corrisponde  un  minimo  /( =-  J 

a-\- b  r  J  \  a  +  b  ) 


a      ' 


a2  /     a*     \        (a  —  b1 

x  = =-  un  massimo  M  *  — ■ 

a  —  b 


tó) 


3.  f{x)  =  cos  x  +  cos  2  x  +  cos  3  *  ; 

per    x  =  0    e    *  =  are  cos — - —    si    ha    massimo,   e  per 

6 

—  1  +  V  ?"     .  .         .  . 

#  =  are  cos r2 si  ha  minimo. 

o 

4-    /(*)  =  —  +  sen *;/(*)  =  ;/(*)=** «-*',»>0,*^ 

«6  1   T  X  tg  # 

Pel  valore  di  x  pel  quale  #  +  cos  x  =  0  si  ha  un  minimo  j  pel 
valore  di  x  tale  che  #:=cos#  si  ha  un  massimo  e  per  x  tale  che 

x  =  —  cos  a?  si  ha  minimo  ;  per  #  =  y  ~  massimo,  per  x  =  —  y  -5-  mi 
nimo. 

5.  /(#)  =  e*  +  2  cos  a:  -f  *— *  ; 

per  #  =  0  si  ha  il  valore  minimo  /(0)  =  4. 


6.  /(*)  =  **  ;/(*)  =  *  *  ;/(*)  =  £  (»  >  0);  j 

» 


*>o 


■J^fc 
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Minimo  per  x  =  —  ;  massimo   per  x  =  e  ;   minimo  per  x=.  n  ; 

e 

i 
massimo  per  x  =  e  n   se  n  >  0,  minimo  se  «  <  0  ;  minimo  per  x  =  1. 

m 

7.  X*)  =(*_l)SSFi  ,  »,  ,  n  interi,  -^^>0. 

2»  +  1 


Ad  #=1,  se  /»  è  pari,  corrisponde  un  minimo. 

8.  A*)  =  **sen  — —  2*3cos  —  ,  x>0,  e  /(0)  =  0. 

2 

Per  gli  infiniti  valori  che  si  ottengono  da  x  =  — -r—  attri- 

(2*w  +  l)ir 

buendo  a  /»  tutti  i  valori  interi,  zero  compreso,  la  f(x)  ha  un  mas- 
simo o  un  minimo  ;  massimo  per  m  pari,  minimo  per  tn  dispari.  Per 
x=z()  la  f\x)  è  zero,  ma  non  è  continua  nei  punto  zero,  e  ad  #  =  0 
corrisponde  né  massimo  né  minimo,  perchè  i  relativi  rapporti  incre- 
mentali fanno  continui  cambiamenti  di  segno  in  intorni  comunque 
piccoli  del  punto  A  =  0. 


li.  /(*)  =  e     ***  sen  — ,  x  >0,         e  /(0)  =  0. 

x       "^ 

La  f[x)  ha  un  massimo  o  un  minimo  per  ciascuno  degli  infiniti  va- 
lori di  x  pei  quali  è  cot  —  =  —  . 

X  X 

10.  Contro  un  muro  piano  già  esistente  si  vuole  costruire  una  corte 
rettangolare  di  area  data  a*;  si  domandano  le  dimensioni  dei  lati  del 
rettangolo  in  modo  che  la   spesa  di  costruzione  dei   muri  di   cinta 

riesca  minima. 

I  lati  del  rettangolo  devono  essere  ay2  e  — — . 

V2 

11.  Determinare  il  lato  del  quadrato  da  tagliarsi  in  ciascun  angolo 
di  un  pezzo  rettangolare  di  cartone  di  lati  a ,  b  in  modo  che  la  sca- 
tola, che  può  costruirsi  colla  parte  rimanente,  sia  di  massimo  volume. 

II  lato  del  quadrato  deve  essere . 

12.  Qual  settore  deve  tagliarsi  da  un  circolo  affinchè  il  cono  cir- 
colare retto  che  può  formarsi  col  rimanente  sia  di  massimo  volume  ? 
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1/  angolo  del  settore  deve  essere  2n  1 1  —  -~r- 1  ovvero  di  66° .  3 

circa. 

13.  Fra  i  triangoli  rettangoli  di  uguale  ipotenusa  quale  è  quello  di 
area  massima? 

Se  a  è  P  ipotenusa,  è  il  triangolo  isoscele  di  cateto 


V2' 

14.  Se  i  lati   d'un  quadrato  si   dividono  similmente  in  due  parti 

aventi  un  rapporto  qualunque  e  si  congiungono  con  rette  i  successivi 
punti  di  divisione,  si  ha  un  nuovo  quadrato  inscritto  nel  primo.  Si 
domanda  il  valore  del  rapporto  affinchè  il  quadrato  inscritto  sia  di 
area  minima. 

Il  rapporto  deve  essere  uguale  all'unità,  cioè  il  quadrato  d'area  mi- 
nima si  ottiene  congiungendo  i  punti  di  mezzo  dei  lati  del  quadrato  dato. 

15.  Tra  i  rettangoli  inscritti  in  un  circolo  quello  di  area  massima 
è  il  quadrato. 

16.  Tra  i  rettangoli  inscritti  in  una  ellisse  di  semiassi  a  ,  £,  quale  è 
quello  d' area  massima  ? 

Quello  i  cui  lati  sono  a\/2  e  b\/2. 

17.  Data  una  ellisse  determinarne  quelle  tangenti,  per  le  quali  ri- 
sulti minima  la  parte  di  esse  intercetta  tra  gli  assi  della  ellisse. 

Presi  per  assi  coordinati  gli  assi  della  ellisse,  le  coordinate  * ,/ 

a\l~~à  b\/~b 

del  punto  di  contatto  sono  x  =. —  ,  y= —  .Si  hanno  cosi 

V*  +  b  \/a  +  b 

quattro  di  tali  punti. 

18.  Un  raggio  luminoso  penetra  da  un  mezzo  meno  rinfrangenle 
in  un  altro  più  rifrangente  costituito  da  una  sfera,  e  si  supponga 
che  arrivato  alla  superficie  interna  della  sfera  venga  riflesso  e  poi 
rifrangendosi  nuovamente  ritorni  nel  primitivo  mezzo.  Si  vuole 
determinare  l' angolo  di  incidenza  del  raggio,  quando  penetra  nella 
sfera,  in  modo  che  le  direzioni  dei  raggi  penetrante  ed  uscente  dalla 
sfera  formino  tra  loro  un  angolo  massimo. 

Indicando  con  a  l' indice  di  rifrazione,  si  ha  un  massimo  quando 

l'arco  che  misura  l'angolo  di  incidenza  è  are  cosy — - — . 

19.  Tra  i  coni  circolari  retti  iscritti  in  una  sfera  determinare  qu  dio 
di  massimo  volume,  quello  di  massima  superficie  convessa,  quel!  »  di 
massima  superfìcie  totale. 
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Quello  di  massimo  volume  ha  il  raggio  della  base  uguale  a  -       r  ; 

«"5 

quello  di  massima  superficie  curva  è  ancora  il  precedente;  quello  di 

23 \/i7 

massima  superficie  totale  ha  l'altezza  = — r\  avendo   indi- 
cato con  r  il  raggio  della  sfera. 

20.  Tra  i  coni  circolari  retti  di  superficie  convessa  costante  a*y  o 
tra  quelli  di  superficie  totale  costante  a\  determinare  quello  di  mas- 
simo volume. 

a  à\/~2 

Quello  la  cui   base   ha   il   raggio   =  — e  l'altezza  =  — - —  ; 

a  a\/2 

quello  la  cui  base  ha  il  raggio  = _^  e  l' altezza  =  — ~r  • 

2\/n  \/k 

21.  Tra  tutti  i  trapezi  che  hanno  tre  lati  uguali  ad  a  si  domanda 
quello  di  area  massima. 

IT 

Due  dei  lati  uguali  fanno,  ciascuno,  col  lato  non  uguale  un  angolo  =  ~  . 

22.  Massimi  e  minimi  della  funzione  y  definita  dalla  equazione 

f  +  x3  —  \2fx+  960  =  0. 
Il  ramo  della  funzione  che  per  x  =  8  prende  il  valore  y  =  4  ha 

3/kT 

il  valore  minimo  4  nel  punto  x=S  ;  e  quello  che  per  x  =  8y;p—  prende 

.  ™ 

3/l5~  3/Ì5~ 

il  valore  y  =  —  4V/—  ha  H  valore  massimo  —  4\/—  m  <luel  punto. 

23.  Id.  cos  (y  —  x)  =  2  seny  +  cos  x. 

I  rami  che per#=—  4-  2nn  prendono  i  valori^  =  —  -f  (2w  +  l)it 

O  o 

hanno    in    quei   punti  x  valori    massimi,   e   quelli   che   per 

flt                                                                    tz 
xz=z -~  -f  (2n  +*  l)rc  prendono  i  valori^  = —  -f  (2m  -f  l)*r  hanno 

in  quei  punti  x  valori  minimi,  essendo  m ,  n  interi  qualunque. 

24.  Massimi  e  minimi  delle  funzioni  y  e  {  di  x  definite  dalle  equa- 
zioni 

*3 +/+{"  —  2xyi+  2  =  0,         x+y  -  {  —  0. 


Il  ramo  y,  che  per  #=1  prende  il  valore  — 2,  ha  per  *  =  I 
alore  massimo  —  2j  il  ramo  {,  che  per  #  =  1  prende  il  valore 
',  ha  per  x  =  1  il  valore  massimo  — 2. 

Massimi  e  minimi  della  funzione  {  di  x  definita,  insieme  alla /, 

e  equazioni 

x>  +/  —  3f  —  4  =  0,        {*  -  2/  —  *  +  1  =  0. 
Posto  per  brevità 


imo  i  che  per  x  =  — ~  prende  il  valore  {  =  3  +  A  ha  ivi  un 
simo  e  quello  che  prende  il  valore  .{  =  3  —  A  ha  ivi  un  p»- 
o:   il   ramo   \  che  per  .?  = prende  il  valore  {  =  3  4 

Ve 

ivi  un  minimo  e  quello  che  prende  il  valore  {  =  3  —  B  ha 

massimo. 

,  Massimi  e  minimi  della  funzione  u=xy,  essendo 

x3  +f  —  3axy  =  0. 

Per  x  =  —  a  la  «  prende  il   valore   massimo  —  a*.    . 
Massimi  e  minimi  della  funzione  u  =  x  +  y  +  r,  essendo 
ay  —  bx  =  0  ,  xy  +  y\  +  {*  =  e'. 

ie  a  i-A>0  la  u   ha  un   minimo   per  x  = 


yV  +  p  +  ab 


simo  per  *  =  ■ :  e  se  a  +  b  <  0  la  w  ha  un  massit 

\V  ^b'  +  ab 
primo,  un  minimo  pel  secondo  dei  precedenti  valori  di  *■ 
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Massimi  e  minimi 
delle  funzioni  di  più  variabili  indipendenti. 

180.  Sia  f(x  7y)  funzione  delle  variabili  x  ,y  in  un  campo  finito 
o  infinito  C.  Prendiamo  a  considerare  punti  interni  al  campo  e  sup- 
poniamo che  la  f{x  yy)  non  sia  costante  in  tutti  i  punti  di  alcun  intorno 
di  alcun  punto  appartenente  a  C. 

Si  dice  che  la  funzione  f(x  ,y)  ha  un  valor  massimo  o  un  mas- 
simo f{a ,  b)  nel  punto  (a  ,  b)  quando  esiste  un  intorno  di  (a ,  b\  nel 
quale  i  valori  di  f(x  ,y)  nei  punti  diversi  da  (a ,  b)  non  sono  mai 
superiori  al  valore  f(a  ,  b)  di  f(x  ,y)  nel  punto  (a ,  £),  potendo  però 
in  alcuni  punti  (x  ,y),  ma  non  in  tutti,  essere  f(x  }y)=f(a  ,  £);  e  si 
dice  che  la  funzione  f(x  ,y)  ha  un  valor  minimo  o  un  minimo  /(a  ,  b) 
nel  punto  (a}b),  quando  esiste  un  intorno  di  (a  ,b)  nel  quale  i  valori 
di  f(x 9y)  nei  punti  diversi  da  (a, b)  non  sono  mai  inferiori  a  f(a  ,£),  po- 
tendo però  in  alcuni  punti  (x  ,y)7  ma  non  in  tutti, essere  f{xyy)  =:f(a,b). 

Da  questa  definizione  risulta,  analogamente  a  quanto  è  detto  nel 
n.  174  per  le  funzioni  di  una  variabile  indipendente,  che  una  fun- 
zione f(x  7y)  potrà  avere,  in  un  certo  campo,  uno  o  più  massimi, 
uno  o  più  minimi  ecc. 

Dalla  medesima  definizione  risulta  ancora  che  il  punto  {a ,  b)  è 
punto  di  massimo  quando  esistono  due  numeri  positivi  e,  ,  s2  tali  che, 
per  iA|^elf  \k\^i%,  sia 

(1)  /(*  +  *,*  +  *)-/(", *)^0; 
e  che  {a ,  b)  è  punto  di  minimo  quando 

(2)  /(*+*,  *  +  *>-/(«i*)^0; 

senza  che  però,   nell'un  caso  o   nell'altro,   possa   essere  sempre,  per 
tutti  quei  valori  di  /r,  k} 

f{a+h,  *+*)—/(*,*)  =  0. 

Consideriamo  le  funzioni  f(x,y)  che  ammettono  generalmente 
nei  punti  del  campo  C  le  derivate  parziali  rapporto  ad  x  e  ad  y. 
Ora  si  scorge  facilmente  tenendo  presenti  le  condizioni  (1),  (2)  che, 
se  nel  punto  (a ,  b)  la  f{x  ,y)  ha  un  massimo  o  un  minimo,  ha  ancora, 
in  generale,  un  massimo  o  un  minimo  quando  la  si  consideri  come 
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funzione  della  sola  x  e  della  sola  y,  ossia  la  funzione  f(x  y  b)  della 
sola  x  ha  un  massimo  o  un  minimo  per  x  =  a,  e  la  funzione  /(a  ,j) 
della  sola  y  ha  un  massimo  o  un   minimo  per  y  =  b  ;  e  perciò  le 

derivate  parziali  ?        ,  — — '—  devono  essere  o  nulle  o  inde- 

9*  dy 

terminate  o  infinite  e  indeterminate  di  segno  (l). 

Ma  non  tutti  i  punti  pei  quali  ha  luogo  uno  di  questi  casi  per 
le  derivate  parziali  sono  punti  di  massimo  o  di  minimo,  e  per  decidere 
occorrono  perciò  ulteriori  considerazioni. 

z8z.  Ci  limiteremo  a  studiare  solo  il  caso  in  cui  le  derivate 
parziali  si  annullano  nel  punto  (a ,  b),  supponendo  inoltre  che  le 
derivate  parziali  di  primo  e  secondo  ordine  siano  continue  in  un 
intorno  del  punto  (a ,  b). 

Poniamo  a  =  a  -f-  A/,     |2  =  b  +  A/,  e 

/(«,*)=/(«+*',  *  +  «)  =  *(/), 

e  supponiamo  che  la  f(x  ,y)  abbia  un  massimo  o  un  minimo  nel 
punto  (a  ,  b).  Allora  la  funzione  <p(/)  di  t}  per  /=:0e  qualunque  siano 
i  valori  di  A  e  A  tali  che  |A|  ^e1 ,  |A|  ^  e2,  ha  pure  un  massimo  o 
un  minimo.  Infatti  dalle  (1),  (2)  del  numero  precedente  si  ha  che  per 

l'I  ^  1  è 

<p(/)  —  <p(0)  ^  0,    oppure     <?('J  —  9  (0)  ^  0. 


(')  Si  osservi  che,  non  essendo  escluso  che  la  /  x ,  y)  possa  essere 
costante  lungo  una  o  più  linee  del  campo  C,  potrebbe  avvenire  che  fosse 
f[a  -f  h,  b)  — f[a ,  b)  —  0  per  tutti  i  valori  \h\  ^  e^  o  /{a ,  b  +  k)  —  f(a ,  fc.  --'• 
per  tutti  i  valori  \k\  ^  e2,  o  anche  che  fossero  verificate  tutte  e  due  queste 
eguaglianze  per  tutti  questi  valori  di  h  9k.  In  questi  casi  la  funzione  /'*,*, 
•considerata  come  funzione  della  sola  x  e  della  sola  y  avrebbe  dei  tratti  di  inva- 
riabilità, ciò  che  abbiamo  escluso  trattando  dei  massimi  e  minimi  per  le  fun- 
zioni di  una  sola  variabile  indipendente,  e  non  possiamo  allora  dire  che  li 
j\x,y)t  considerata  come  funzione  della  sola  x  e  della  sola  y,  ha  un  massima 
o  un  minimo  in  (a ,  b}.  Questo  spiega  le  parole  «  in  generale  »  usate  nel  te*ra 

ka                •             •       •                              df(*,b)        _       3/'fl,*>       n  ,. 

Ma  ancora  in  questi  casi  sarebbe  sempre  — ~0o  — =  0  e  qui  idi 

cx  dy 

le  conclusioni  cui  siamo   giunti  rispetto  alle  derivate  parziali   rimangono  11  li- 
berate. 
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Inversamente  se  la  cp(/),  per  t  =  Q  e  pei  valori  dì  h  e  k  tali 
che  \h\  ^6j ,  |£|  ^et,  ha  un  massimo  o  un  minimo,  dico  che  avrà 
pure  un  massimo  o  un  minimo  la  f{x  yy)  nel  punto  (ayb).  Infatti 
le  forinole  precedenti,  che  saranno  allora  verificate  per  |/|  ^/0,  es- 
sendo t0  un  certo  numero  positivo,  e  per  quei  valori  di  h  e  /&,  non 
sono  altro  che  le 

/(a  +  ht,  b  +  kt)  —f(a  ,  *)  ^  0,  f(a  -  kt,  b  +  */)  —f(a  ,  b)  ^  0, 

le  quali,  posto  ///  =  h\  kt  =  k\  ci  dicono  che,    per  tutti  i  valori  di 
h  ,  k  tali  che  \h'\^t0zl9  \k'\  ^/0e2<,  è 


/(*  +  *',  b+K)-f(a9b)^{S, 


oppure 


cioè  che  la  f(x  ,y)  ha  nel  punto  {a ,  b)  un  massimo  o  un  minimo. 

Ora  affinchè  ?(/)  abbia  un  massimo  o  un  minimo  per  t  =  Q, 
occorre  che,  limitandoci  a  considerare  i  massimi  e  minimi  provenienti 
dall'  annullarsi  della  derivata,  sia  <p'(0)  =  0e  <p"(0)  mantenga  lo  stesso 
segno  o  sia  nullo  pei  valori  di  //,  e  k  non  maggiori  numericamente 
di  certi  numeri  positivi  zx ,  e2. 

Ma  (vedi  n  169) 

*K  '  2*        ^      dy 

e  quindi  affinchè  sia  qp'(0)  =  0,  qualunque  siano  quei  valori  di  //,  k, 
ed  inconseguenza  affinchè  (a  ,b)  possa  essere  punto  di  massimo  o  di 

minimo  per  la  funzione  f(x  ,^),  occorre  intanto  che  sia  — — ' — -  =0, 

3  oc 

9  -  =0,  come  già  sapevamo.  Inoltre,  poiché  è 


dy 

dV(« ,  ài  ht  +  2  _3V(M)_  M      ?/[*_,  b) 
d*1         ^      d*dy  dy 


occorre  che  la  funzione  omogenea  di  2°  grado  in  h  e  k  che  compa 
ri  ice  nel  secondo  membro  di  questa  formola,  ove  non  sia  zero,  non 
a  mbi  segno  per  quei  valori  di  //  e  k\  e  se  si  manterrà  sempre  po- 
si tiva  si  avrà  effettivamente  un  minimo,  se  sempre  negativa  un  mas- 
si mo;  e  se  risulterà  zero  per  alcuni  valori  di  h  e  k  rimarrà  dubbio 


se  il  punto  (a ,  è)  sia  di  massi: 
di  minimo  per  la  f(x  ,_>■)  ed  oc 
9""(0i.  Osservando  ora  che  la 
grado  può  scriversi  così  : 


>,i))\    3*!  3*37     / 

3*' 


a** 

i  vede  che,  posto 


avt«,«) 


se  A>0,  la  predetta   funzion* 
pure  negativa,  per  qualunque  ; 

e  notiamo  che  queste  ultime  co 
di  conseguenza,  rispettivamente 

«?'.*>>„ 

3/  . 

Se  poi  è  A  <  0,  non  esiste 
\k\ -^  £,  la  funzione  omogenei 
lo  stesso  segno,  potendosi  alloi 
che  per  alcuni  abbia  un  segno 

E  se,  in  ultimo,  A  =  0,  ) 
infiniti  valori  di  h  e  k  pei  qu 


Da  quanto  precede  ricavia 

x  ,  v  che  annullano  le  —  ,  — 
3*       3; 
nimi  per  la  funzione  f(x  ,  y). 
Se  per  x  =  a,  y  =  b  si  hù 

W  3*f_ 
?x*  3y* 


* 
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al  sistema  (a,.b)  corrisponde  né  massimo  né  minimo. 
Se  per  x  =  a,  y  ~  b  5*  /?* 


3»f  3'f      /     32f 
3x*  3y2      \  3x  3y 


(i^)'-. 


al  sistema  (a  ,  b)  corrisponde  un   massimo  se,  per   x  =  a,    y  =  b,  ^ 

— =<T0  £  ouindi  anche  ^^ 

3xr 


3<0  e  quindi  anche  ~-^<0;  un  minimo  se  ~^>0  e  quindi  an- 


dy 


d* 


che  ^-,>0. 
3v 


Se  poi  per  x  =  a,  y  =  b  è 

dVdV    /  3V  ^8 


3**3/ 


occorrerebbero  ulteriori  considerazioni,  che  non  prenderemo  a  trat- 
tare in  generale. 


Esempi 


r  ••-« 


ì&r 


m 


1)  Determiniamo  i  massimi  e  i  minimi  della  funzione 

f(x  ,y)=zx?  —  9x*  +  24*  +  jp*  —  2jp  +  5. 
Abbiamo 


3* 


3^ 


0=„„_3),  0  =  2,^  =  0. 

I  valori  che  annullano  le  derivate  prime,  e  pei  quali   potremo 
avere  un  massimo  o  un  minimo  per  la  funzione,  sono 

x  =  2  ,y=  ì  ;  x  =  4ìty  =  l. 

Al  punto  (2,  1)  corrisponde  né  massimo  né  minimo  perchè  per 
x  =  2,  y  =  1,  abbiamo 

3**  3/      \3*3^/~      .>.i.<2<0, 


'!*) 
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al  punto  (4,1)   corrisponde    un  minimo  per  la  funzione  [il  valore 
/(4  ,  1  )  =  20]  perchè  per  x  =  4,  y  =  1  abbiamo 


7/3V 


-k%r),==<L1-2>0' 


3*2  ay    v  a*  a^ 

ed  inoltre 

2)  Determinare  fra  i  triangoli  di  ugual  perimetro  quello  che  ha  W 
massima. 

Indichiamo  con  2p  il  perimetro,  con  x ,  y,  t :  =  2p  —  x  — y  i  lati 
del  triangolo.  V  area  del  triangolo  è  espressa  dalla  forinola 


VA/-*)  iP—f)  (P-c)  =  VP(P-*)  (P—j)  \*+j>—P\ 

così  che   basterà  cercare  i  valori  di  x  e  y  che  rendono   massima   la 
funzione 

f(x>yi  —  (p  —  x)  (p—y)  (*+jy— pì- 
Ora.  abbiamo 

-§£=(*  -y)  &P  - 2x  -?)>  Jy = (/>  ~  **  {2p  -  2>'  -  xl 


0=-  w-jS^-**-*** 


t=-%p-»>  H=-2(P-x)>  -^r = (2*  +  *y - 3A>- 


2* 

I  valori  di  *  ,j>  che  annullano  le  derivate  prime  sodo  x  =.  — , 

«5 

2ó 
y  =  ~-,  che  sono  quelli  che  annullano  2p  —  2*  — y  e  2p  —  2y  —  x; 
«> 

e(x  =  p,y=p)ì   (x=p}y  =  Q\   (y=p,x  =  0). 

Ma  queste  tre  ultime  coppie  di  valori  non  debbono  essere  prese 

in  considerazione  perchè  per  esse  uno  dei  lati  del  triangolo  sareb*" 

di  lunghezza  nulla. 

2p 
Rimane  quindi  la  prima  soluzione  x=y  =  — ,  per  la  quale 

«5 


"TI    * 
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2p 
biamo  effettivamente  un  massimo,  perchè  per  x=y=r-  —  -  è 


3*3^*    \3*3j/      3^^ 

3**  3^^*    '3/  3^ 

Il  triangolo  ricercato  è  equilatero  avendo  i  tre  lati  x  =y  =  c  —  —  > 

cioè  fra  i  triangoli  isoperimetri  quello  di  area  massima  è  il  triangolo 
equilatero. 
3)  Massimi  e  minimi  della  funzione 

/(*  ,y)  =  xA  +  y*  -  2(x*  +  /)  +  4*> 
Abbiamo 

¥=4(x>  -x+y)  ,  |£  =  4(/ -,  + *), 


1^=  4(:<*!  -  1) ,  £{=4(3/  -  1),  -££-  =  4, 
3**         v  "  3jy*         w  "3*  dy 


A=3s/3'/     /   3V  xi 


-  (~Mj)  =  ^K3**  ~  0  («->*  ~  1) -  Il 


3**  3/      V  3*  3^ 

I  sistemi  di  #,_)>  che  annullano  le  derivate  prime  sono 
(*  =  0  ,j  =  0) ,  (*  =  \/2,y  =  -  \/2) ,  (x  =  -  V  2  ,y  =  V  2). 
Ai  due  ultimi  sistemi  corrisponde  un  minimo  per  la  funzione  /, 

37. 

Pel  primo  sistema  abbiamo  A  =  0,  caso  che  non  abbiamo  stu- 
diato in  generale.  Però,  per  questa  funzione,  e  ciò  avviene  ancora 
per  altre  simili,  possiamo  riconoscere  direttamente  se  corrisponda  un 
massimo  o  minimo,  o  né  l'uno  né  l'altro.  Nel  nostro  caso  abbiamo 
né  massimo  né  minimo.  Infatti,  osservando  che 


perchè  per  ciascuno  di  essi  è  A  >  0  ,  ^  >  0. 


/(0 , 0)  =  0,    f(x  ,y)  =*«+/-  2(x  -y) 
si  ha 

/(0  +  A,  Q  +  A)  -/(0  , 0)  =  2  A*  >  0  ; 


2 


1 
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e,  prendendo  poi  li*  <  2, 

/(0  +  *,  0)  -/(0  , 0)  =  h*(h*  -  2)<  0, 

cosichè  non  vi  è  alcun  intorno  del  punto  (0 , 0)  per  tutti  i  punti 
(0  +  //,  0  +  k)  del  quale  la  differenza  /(0  +  h,  0  +  k)  —/(0 ,  0)  man- 
tenga lo  stesso  segno,  ove  non  sia  nulla.  Quindi  il  punto  (0,0)  è 
punto  né  di  massimo  né  di  minimo. 

182.  Supponiamo  ora  che  sia 


3Y(«,*) 


=  o,*^  =  o,M*J&  =  0m 


3*f  '       3/  '      3*3>' 

Allora,  essendo  <p"(0)  — 0  qualunque  siano  h,  k,  affinchè  (a, b\ 
possa  essere  punto  di  massimo  o  minimo  per  la  nostra  mozione 
f(x  ,y)  occorre  che,  qualunque  siano  //,  k,  sia  ?"'(0)  =  0.  Ed  allora 
avremo  effettivamente  un  massimo  od  un  minimo  secondoche  9*'(0) 
si  manterrà  sempre  negativa  o  positiva,  qualunque  siano  i  valori  di 
h,  k  tali  che  \h\  ^e,  ,  \k\  ^e2« 

Così  proseguendo  vediamo  che  : 

Se  il  primo  gruppo  di  derivate  parziali)  che  non  si  annullano 
tutte  per  x  =  a,  y  =  b,  è  quello  dy  ordine  n  e d  n  è  dispari,  al  punto 
(a ,  b)  corrisponde  né  massimo  né  minimo;  se  n  è  pari,  può  f(a,bj 
essere  valore  massimo  0  minimo,  e,  affinchè  lo  siay  bisogna  che  esi- 
stano numeri  e1}  £2  tali,  che  la  funzione  omogenea  di  grado  n  in  h,  k 

Z?aJ.9L  h-  +  n  -Ma-'A  h._,  k  +  "(n-  1)  J^b)  h,_Jkt  + 
3x"  3x«-  '  dy  1.2       3x»-2  3y* 

awf(^b)  k. 


3y" 

non  cambi  segno  per   tutti  i  valori   |h|  ^e^  |k|  ^  e*.  E,  se  non  si 

annullerà  mai  altro  che  per  h,  k  contemporaneamente  nulle,  si  avn 

un  massimo  0  un  minimo  secondoche  si  manterrà  sempre  negativa  0 

positiva. 

Giova  qui  notare  che  affinchè  la  precedente  funzione  omog(  ìea 

non  si  annulli  mai,  altro  che  per  h,  k  contemporaneamente  nulli  bi- 

,       37(*,*)         dnf{a,b)     .  . 

sogna  che  —  —  -  —  -  ,  — — — - —  siano  entrambe  diverse  da  zero,  01- 
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che  se  p.  e.  fosse  — - — ' —  =  0,  essa  si   annullerebbe  per  /;  =  0  e 

dyn 

k  qualunque  ;  ed  affinchè  non  cambi  segno  bisogna  che  queste  due 
derivate  abbiano  lo  stesso  segno,  altrimenti  avrebbe  un  segno  per 
h  =0  e  k  qualunque,  e  il  segno  opposto  per  h  qualunque  e  k  =0 
Notiamo  ancora  che  la  natura  speciale  della  funzione  che  si 
studia  può  permettere  di  decidere,  con  speciali  considerazioni,  se 
si  ha  un  massimo  o  un  minimo  o  né  l'uno  né  l'altro  per  x  =  at 
jr  =  bj  senza  aver  bisogno  di  ricorrere  alla  precedente  funzione  omo- 
genea. 

Esempio.  Massimi  e  minimi  della  funzione 

f(x  ,jy)  =  x*y\a  —  x  —y). 
Abbiamo 

^L  =  2xy*(3a—4x  —  3y)  —  4x*f  ,  ^  =  x*$a  —  2x  —  3y)  —  3*>, 

e*  oy 

°J     z=  2*V<&*  —  4x—3y)— 3x*y*. 


d*dy 

I  sistemi  di  x  ,y  che  annullano  le  derivate  prime  sono 
Pel  primo  sistema,  essendo  per  esso 

dVdV    (   3'/  \'_  8/_« s_\ 

3'*ay    \3*a^/        \2<.a3     24.W 


3*/  a* 

—  =  —  4 — —  •  <0 

9*'  2».  3»         ' 


(a        a  \  a6 

2    *    3/        432 


Pel  secondo  sistema  sono  nulle  tutte  le  derivate  seconde.  Le  de 


rv^r^'V 
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rivate  terze  essendo 


yL  =  Gy*(a-y)-24xy*  ,  #  = 


d*f    =  2xy(6a  —  9?  —  12*)  ,     dl \  =  2x\3a  —Ax  —  9/), 


si  annullano  tutte  fuori  che  —^  che  diventa  6/(* — y)y  diversa  da 

e* 

zero  a  meno  che  sia  y  =  a  oppure  y  =  0.  Possiamo  intanto  asserire 
che  per  xz^Q  e  y  qualunque,  escluso  y  =  0  e  y  =  <*,  si  ha  né  mas- 
simo, riè  minimo.  Ma  per  (x  =  0,  y  =  0)  abbiamo 

/(0-f  A,  0  +  *)-/(0,0):=^2  hia-h  —  k) 

cosicché  prendendo  A,  £  in  modo  che  sia  |/r  +  >tj  <C  |^|,  la  precedente 
differenza  cambia  segno  con  A  ;  per  (x  r=  0,  y  ~  a )  è 

/(0  +  h,  a  +  k)  —  /(0 ,  a)  =  —  h\a  +  *)'  (/«*  +  AA) 

e  la  quantità  A*  -f  hk  non  mantiene  lo  stesso  segno  qualunque  siano 
A,  £,  perchè  affinchè  ciò  avvenga  per  una  funzione  ah1  4-  2bhk  -f  cìt- 
occorre  (vedi  n.  181)  che  sia  ac — £*>0.  Quindi  anche  per  (x=0yy  —  0» 
e  per  (x  =  0,  ^  =  a)  si  ha  né  massimo  né  minimo,  cosicché  per 
x  =  0  e  y  qualunque  si  ha  né  massimo  né  minimo. 

Pel  terzo  sistema  (y  —  0,  x  qualunque)  si  annullano  le  derivate 

fi 

3/ 
che  sia  x  =  0  oppure  x  =n  a.  Il  caso  *  =  0è  stato  già  considerato. 

Se  è  x  =  a,  annullandosi  allora  tutte  le  derivate  seconde  ma  non  la 
—-3,  si  ha  né  massimo  né  minimo.  Se  poi  è;  =  0e*  qualunque, 
escluso  zero  ed  a,  abbiamo 

dVdV    (  dV  V_ 


seconde  eccetto  la  ^  che  diviene  2x*(a  —  x)y  diversa  da  zero  a  meno 


\  3*  3 y  ) 


d**  dr     \  3*  dy 

Per  decidere   se  abbiamo  massimo   o   minimo,   o  né  l'uno    è 
1'  altro,  ricorreremo  anche  qui  alla  differenza 

/(*  +  A,  0  i-  k)—  /(*,0)  —  (*+**)#(*  +  A)  [a  -x  —  (h  +  k) 
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Prendendo  |A  +  k\  <  \a  —  x\  ,  |A|<|#|  noi  vediamo  che  co- 
munque varino  A,  k  entro  quei  limiti,  che  determinano  un  certo 
intorno  di  punti  (x  -f-  A,  0  +  k)  del  punto  (x ,  0),  la  precedente  diffe- 
renza mantiene  sempre  lo  stesso  segno,  il  segno  di  x(a  —  x).  Quindi 
abbiamo  un  numero  infinito  di  massimi  e  minimi  f(x ,  0)  =  0  della 
nostra  funzione,  corrispondenti  ciascuno  a  ciascuno  degli  infiniti  punti 
(*,0)  (asse  delle  #),  esclusi  i  punti  (0,0),  e  (<*,0);  e  avremo  un 
massimo  se  x{a  —  x)  <  0,  un  minimo  se  x(a  —  x)  >  0. 

183.  Per  le  funzioni  f(xY ,  xt , . . .  xn)  di  n  variabili  indipen- 
denti valgono  analoghe  definizioni  e  considerazioni.  E  cosi,  ammesso 
che  la  funzione  /  non  sia  costante  in  nessuna  porzione  anche  picco- 
lissima, a  n  dimensioni,  del  campo  C  in  cui  la  si  considera,  diciamo 
che  la  /  ha  un  valore  massimo  o  un  massimo  f(ax ,  a% . . .  an)  nel 
punto  /w,  (ax ,  at . . .  an)}  quando  esiste  un  intorno  di  m,  nel  quale  i 
valori  della  /  nei  punti  diversi  da  m  non  sono  mai  superiori  al  va- 
lore di  /  nel  punto  m,  potendo  però  in  alcuni  punti,  ma  non  in  tutti, 
essere  f(xl9  *«,..  xn)=f(alJ  a%...  an)  etc. 

E  il  punto  m  sarà  punto  di  massimo  se  esisteranno  numeri  posi- 
tivi 6n  £t...  ew  tali  che  per  \hx\  <^-ix  f  |At|  ^  etl. ..  |An|^ew,  sia 

f(ai  +  A,  ?  ai  +  A2 , . .  an  +  hn)  —/(*i  ,  *% ,  • .  •  <*n)  é=  0  etc. 

» 

Seguendo  una  via  completamente  analoga  a  quella  tenuta  per  le 
funzioni  di  due  variabili  indipendenti,  e  ammessa  la  esistenza  delle 
derivate  prime  e  seconde  della  /,  si  vedrebbe  che  i  sistemi  di  valori 
delle  variabili,  ai  quali  può  corrispondere  massimo  o  minimo,  sono 
quelli  che  soddisfanno  alle  equazioni 

{1)  —  =0,  —  =  0,...—  =  0; 

e  a  uno  di  tali  sistemi  corrisponde  effettivamente  un  massimo  o 
un  minimo  secondochè  la  funzione  omogenea  di  2°  grado  nelle 
An  A,,..  K 

v = ■*?  "•' + Ci h-' +  • +&  *•* 

+  2 ~—  A,  At  +  . . .  +  2  -  --'--   hn-\  A„, 
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non  annullandosi  mai  altro  che  quando  tutte  le  h  siano  zero,  si  man 
tiene  negativa  o  positiva  qualunque  siano  i  valori  delle  A|9At,..Aa, 
avendo  supposto  che  le  derivate  seconde  non  siano  tutte  nulle  pel 
sistema  di  soluzioni  che  si  considera. 

3V        3V  3S/ 

Potremo  anche  supporre  che  una  delle  — ~  ,   — =^-, . . .  — —  , 

3*i*        3V  d*n 

3Y 

3*i 
riducendosi  a 


poniamo  la  -^-^2-f  non  sia  nulla,  poiché,  se  tutte  fossero  nulle,  laV, 


L3«i 


^l  hf  +  t — r — "  hx  //s  ■+-  .  .  .  -t-  — —  ht  }l3  +  . . .  .  . 


gXt  9*1  3*3  c*t  3*s 


3V 

supposto —    diversa   da   zero,    avrebbe   un   certo   segno  per 

3*i  3*8 

7/3  =  /;4  zz: . . .  =  hn  =  0,  A2  =  /*'2  ,  Ai  ==  A',  e  il   segno  contrario  per 
A3  =  A4  =  . . .  =  A»  =  0,  A2  =  A'2  ,  ^  =  —  A',,  così  che  si  avrebbe  al- 
lora né  massimo  né  minimo. 
Ora  posto 

32/-A        3V     l    .       3V     jL    ,        ^      3V     A  _p 


c*i  3*1 3*2  3*i  "*3  3*i  3*»* 

^  -^    7,  2     .  ,        3*/     ,    2  ^  3/  L     L       , 

— 2  //2    +  .  .  .  +  ^— f  *n    +  ^  A,  A,  +  .  . . 

C"*2  (?•*»  0*2  C**3 

••  2— ^— AH_iAn  =  Q, 

3*/l-l  3*n 

é  V  =  AlA1t  +  2P*I  +  Q., 

e  poiché  V  si  riduce  a  AjAj*  quando  si  faccia  A2  =  A3  =  ...  =  A„  =  i*- 
si  vede  intanto  che  A,  e  V1}  qualunque  siano  le  A,  devono  avere  lo 
stesso  segno,  ed  avremo  minimo  se  Al  >  0,  massimo  se  A!  <  U. 
Osservando  inoltre  che  A1V=(A1A1  -f  P)8+  V^  doveV1=rAIQ-Ft 

P 

vediamo  che  A^  si  riduce  a  Vx  quando   si  faccia  hx  = — ,  va- 

Ai 

lore  che  possiamo  sempre  attribuire  ad  hl  per  quanto  piccola  essa 
debba  pur  essere  numericamente,  giacché  P  contiene  le  A2,  A3r.  K, 
che  potremo  prendere  comunque  piccole.  Occorre  dunque,  tanto  ?el 
massimo  come  pel  minimo,  che  V1  sia  sempre  positiva,  qua! un  [oc 
siano  i  valori  delle  A2 ,  A3 . . .  An.  Ma  Vl  è  una  funzione  omogene  di 


j 
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2"  grado  delle  n  —  1  quantità  /*2 ,  A3 , . . .  hn  come  lo  è  V  delle  n 
quantità  hx ,  h% , . . .  hn;  quindi  troveremo,  trattando  la  V\  come  la  V, 
che,  onde  Vj  sia  sempre  positiva,  occorre  che  una  certa  quantità  At 
e  una  certa  funzione  omogenea  di  2°  grado  delle  n  —  2  quantità 
h^  yhA. . . .  hn  sia  costantemente  positiva  e  così  di  seguito.  Otterremo 

cosi  successivamente  le  condizioni  A2      0,  A3  >  0, An  >  0  Cosi- 

chè  vediamo  che  le  condizioni  comuni  al  massimo  e  al  minimo 
sono  le 

A,  >  0  ,  A3  >  0 , . . .  AM  >  0, 

ottenute  come  si  è  detto,  e  intendendo  sostituito  nelle  A2 ,  A3  ,...  Att 
in  luogo  delle  xXìxtì.  ,.xn  il  sistema  di  soluzioni  delle  (1),  che  si 
considera,  e  allora  avremo  un  massimo  se  per  esso  A1<0,  un  mi- 
nimo se  A1>0. 

Se  qualcuna  delle  quantità  At ,  A3 , . .  .  A»  è  negativa  si  ha  né 
massimo  né  minimo. 

Giova  poi  notare  che  la  V,  essendo  le  hx ,  h2 , . . .  hn  aumenti  at- 
tribuiti alle  x,  ,x2 , . .  .x«,  è  il  differenziale  di  2°  ordine  d*f  della  f\ 
sicché  si  avrà  un  massimo  oppure  un  minimo  secondochè  questo 
differenziale,  pel  sistema  di  soluzioni  delle  (l)  che  si  considera,  si 
manterrà  negativo  oppure  positivo  qualunque  siano  i  valori  dei  dif- 
ferenziali delle  Xj ,  xt . . .  xn. 

In  particolare,  per  le  funzioni  /(x  yy  ,{)  di  tre  variabili  indipen- 
denti si  trova  che  le  condizioni  comuni  al  massimo  e  al  minimo  sono 


A,= 


d**df      \dxdy)        ' 


\dx*  iy  d{         3*  dj>     3*  3{  /  ' 


Ai  =  ^  <  0      oppure  °±  >  0. 


verificate  le  quali  si  ha  massimo  oppure  minimo  secondochè 

dV  32/ 

-~  <  0      oppure    ~ 

3x*  ^  vv        3^ 

Tralasceremo  poi  di  considerare  i  casi  più  complicati,  nei  qualir 
per  la  soluzione  delle  (1),  si  annullino  alcune  delle  quantità  At ,  A3 ,..  A„. 

Se  poi  si  annullano  tutte  le  derivate  seconde  valgono  conside- 
razioni analoghe  a  quelle  svolte  nel  n.  182. 
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Esempi 

i 

i 
i 


1)  Massimi  e  minimi  della  funzione 

/=  {axxx  -f  atxt  +  . . .  +  aHxn)  e  -*iW— ******— ™-*n*Xn%. 
Prendiamo  i  logaritmi  dei  due  membri  e,  differenziando,  otteniamo 

-7-  =  ,  * ^  —  2(*l*xldxl  +  at%dxt  +  ..  +  am2xndxm  ) 


V  /  /    ""       V     ^1*1  4-  ****  +  .  .  •  +  anxn     ) 


e  da  questa,- pure  differenziando, 

/ 
(2) 

—  afa,**,*  +  «,*<&,*  +  . . .  *.V*MI). 
Dalla  penultima  formola  riconosciamo  inoltre  che  è 

^  =/.  ( ^L 2*r**r) 

=  *-fl,iS,-«iV--fl,»V  [jr-2*r2;rr(*i*,  +  ****  +  . . .  +  *„**)]  : 

3/  3/  9/ 

e  le  equazioni  —  =  0,  —  =  0,...  - —  =  0  danno  adesso 

3*1  O^ì  C*n 

a\  =  Sa!**^^*!  4-  ***2  +  . . .  +  anxn)7 
a2  =  2a2*#2(a  j*,  +  rf2#2  -4-  . . .  +  ***„), 


j„  —  2»n'xn(a1xl  4-  <z2*2  +  ...  +  *„*•„), 
dalle  quali  equazioni,  risolute  rapporto  alle  xl  y  x%  , .  .  xnì  otteniamo 

xx  —  -   ,  *2  —  ,  .  .  .  Xn  —  , 

wl  W2  <*W 

avendo  posto 

1 


v       v  *f        a2*  <*„* 


•  » 


391) 

ed  abbiamo  così  due  sistemi  di  valori  per  le  xx ,  xt , . . .  xnì  uno  cor- 
rispondente al  segno  4-  e  l' altro  al   segno   —  della  quantità  p,  pei 

1  -JL 
quali  sistemi  il  corrispondente  valore  —  e  -  di  /potrà  essere  mas- 
simo o  minimo.  Ora  poiché  il  precedente  valore  di  /  è  positivo  op- 
pure negativo  secondochè  si  considera  il  sistema  di  valori  corrispon- 
denti al  segno  4-  o  al  segno  — ,  e  poiché  questi  valori  annullano  df, 
risulta  dalla  (2)  che,  pel  primo  sistema  di  valori,  d*f  è  sempre  ne- 
gativo, qualunque  siano  dxx ,  dxt , . . .  dxnj  e  quindi  ad  esso  corrisponde 
un  massimo  per  la  nostra  funzione;  e  pel  secondo  sistema  di  valori 
d*f  è  sempre  positivo  e  quindi  ad  esso  corrisponde  un  minimo. 
2)  Massimi  e  minimi  della  funzione 

/=  x3  +/  +  {*  +  (*  —  a*x  —  b*y  —  c\)\ 

* 

I  valori  di  x  ,y ,  {  cui  possono  corrispondere  massimi  o  minimi 
soddisfanno  alle  equazioni 

$-  =  Z[x*  —  a\k  —  a*x  —  b*y—  e1  Q*\  =  0, 
qx 

(3)  '    ^-  =  3[/  -  b\k  —  a%x  -  b*y  —  c*tf\  =  0, 

'   dy 

$-  =  ;tf  -M-  a*x  -  b\v  -  c\y\  =  0, 

y*  b*        z*  e2 

dalle  quali  ricaviamo   intanto  -  r  =  —  r-  ,  — —  =    -     e  quindi 

x1         or        x2         a* 

.  *  e 

(4)  y  —  ±~-x,        {=riz  — *. 

a  a 

Prendendo   il  segno   superiore   abbiamo  y  =  —  #,  ^  =r  —  e   la 

a  a 

3/ 

—  =  0  diventa  x1  =  \ka  —  (a*  +  P -\-  e3)*]2,  che,  posto  m -a3^  b* -f  c\ 

e*- 

ci  dà  x  =  — ,  #  =  —  -,  ed  abbiamo  cosi  i  sistemi  di  solu- 

ì  +m  l  —  m 

zioni  delle  (3): 

/  ka  kb  kc     \ 


ti  1(1 


(-=- 


Combinando  poi  in  tutti  i 
(4)  e  procedendo  in  modo  ana 
luzioni: 


17) 

V        1  +» 

18) 

(    _    —ka 
\~~  l—tr 

dove  n 

'  =  «"_*>  —  t»; 

('■') 

/              fa 

(101 

/  _  —  fa 

dove, 

■  =  «•  +  *»  — <"; 

(11) 

/   _      la 

(12) 


1- 


dove  m",  =  a3~b3  +  e3. 

Si  può  osservare  che  tutte 
di  esse,  p.  es.  dalia  (">),  attribi 
tutti  i  modi  possibili,  come  er 
tura  della  nostra  funzione. 

Abbiamo  inoltre 


i'/ 

ichè  pel  sistema  (ó)  abbiam 
6fa 


=  0f*  +  o'(* 

-  =  ii«'*'(*  — 


»■'  ■-.. 
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At==(TT^)r<'*(1  +  d3  +  *3)>0' 

e  ad  esso  corrisponde  dunque  un  minimo. 

Osservando  ora  che  il  sistema  (6)  si  ottiene  dal  sistema  (5)  cam- 
biando in  questo  a  ,  £  ,c  in  —  a,  —  b,  —  e,  avremo  per  esso 

l  —  m 

.           36k*ab  3 

A8  =  — ^(1  —  a3  —  b% 

(1  —  my 

__   36*k4a2bc    l—a3 
3"~~    (1  —  w)*    1  —  w  ' 

e  perciò  se  1  —  ;w  >  0  avremo  un  massimo  ;  se  1  —  m  <  0  né  mas- 
simo né  minimo,  perchè  oèl<«3  cosichè  A3  >  0  ma,  essendo  anche 
allora  1  <  a3  +  è3,  è  At  <  0,  oppure  è  1  >  a3  +  b3  cosichè  A2  >  0 
ma,  essendo  anche  allora  1>*3,  è  A3<0. 

Procedendo  in  modo  analogo  si  trova  che  ai  sistemi  (7),  (10), 
(12)  corrisponde  né  massimo  né  minimo;  al  sistema  (8)  corrisponde 
un  massimo  se  1  —  ni  <  0,  né  massimo  né  minimo  se  1  —  m  >  0  ; 
al  sistema  (9)  corrisponde  un  massimo  se  1  +  m"  <  0,  né  massimo  uè 
minimo  se  1  +  #T>0;  al  sistema  (11)  corrisponde  un  massimo  se 
1  +  nt"  <  0,  né  massimo  né  minimp  se  1  4-  rrì"  >  0. 

184.  Passando  ora  a  considerare  il  caso  generale  di  funzioni  im- 
plicite, supponiamo  che  le  equazioni 

fì{xl ,  xt , . . .  j#w  }yl  ,yt , . .  ,ym)  =  0, 

\ft\X\  »  *t  y  '  •  •  Xn  j^l  iJ>t  ?  •  •  -jVm)  ==  0, 
Jm(xl  )  xl  9  •  •  •  xn  1^1  i^i  ?  •  •  %ym)  ==  " 


(l) 


definiscano  completamente  le  funzioni  yx  ,yt , . .  ,ym  di  xx ,  xt ,  xHy  e 
si  vogliano  determinare  i  massimi  e  minimi  di  una  qualunque  delle 
funzioni  y,  poniamo  della  yx. 


26 
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Dovremo  allora  calcolare  le  derivate  parziali  della  _>■,,  e  deter-  ' 
minare  i  valori  delle  x  ,y  che  soddisfanno  alle  equazioni  {1}  e  a  quelle 
ottenute  eguagliando  a  zero  queste  derivate;  poi  l'esame  delle  deri- 
vate seconde,  nel  modo  indicato  nel  numero  precedente,  ci  indicheri 
a  quali  sistemi  di  valori  corrisponda  effettivamente  un  massimo  o  un 
minimo  per  la  yx. 

Per  ottenere  quelle  derivate  parziali  possiamo  anche  differenziare 
le  equazioni  (I),  ottenendo  cosi 

3*,    '  a*,         an  a*. 


m 


3*i  3*-  ft^i  3/™ 


e  tra  queste  equazioni  eliminare   ify, ,  dy3 , . .  .  dyn  ;   il  risultato  della 
eliminazione  sarà  della  forma 

(3)  X,***,  +  Xtdxt  +  . . .  +  X»<k»  +  Y,^,  —  0 

e  perciò  avremo 

^L  —  _  _XL       &±  -  _  A  1>J_  -  „  A 

3*i  Y,    '   3*,  Y,  "  "  3*n  Y,  ' 


La  eliminazione  può  venire  facilitata  dall'  uso  di  moltiplicatori  in- 
determinati-, cioè,  moltiplichiamo  la  seconda  delle  equazioni  (2)  per  Ì„ 
la  terza  per  Xt , . . ,  la  jn'sima  per  Xm_,  e  sommiamo  le  equazioni  (2\ 
determinando  i  moltiplicatori  X  in  modo  che  i  coefficienti  di  dy.. 
4y»  >  ■  ■  ■  fym  nella  somma  siano  zero,  cioè  in  modo  che  sia 


3/.           3/-            37. 

37. 

37»           37.           37. 

37. 

otterremo  allora  una  equazione  della  forma  della  (3). 

11  problema   generale  ora  studiato  contiene  come  caso  partici 
lare  quello  dei    massimi  e   minimi   relativi,   cioè  quello    di   determi- 
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nare  i  massimi  e  minimi  di  una  funzione  esplicita 

¥(xì ,  *2 . . .  xn  ,yx  ,yt . .  ,ym-\) 

di  n  +  m  —  1  variabili  quando  tra  esse  esistano  m  —  1  relazioni 

l  fi(*i  ,**•*«  ,?\  ,yt  -  •  .ym-\)=0 , 

14)  j 

V  fm-\(xl ,  *2  . .  .  Xn  ,Ji  )J>2  . .  .y,n-\)  =  0  ; 

perchè,  posto 

ym  =  ¥(xl ,  xt . . .  xn  ,yx  ,yt  . .  .>,-i), 

il  problema  di   determinare  i  massimi  e  i  minimi  di  ym  è  precisa- 
mente quello  trattato  precedentemente. 
E  così  quest'ultima  equazione  ci  dà 

^     *         3F  j                  3F    ,         3F  .                    3F      _ 
(5)     dym  ——  dxx  +  . ..  +  —  dxn  +  —  dyx  + ...  4-  — dym„h 

0*1  CXn  oy\  Cym—\ 

dalla  quale,  eliminando  dyx ,  dyt , . . .  dym—\  mediante  le  equazioni 
che  si  ottengono  differenziando  le  (4),  si  ottiene  una  espressione  della 
forma 

dym  =  Xxdxx  -h-  Xtdxt  4- ....  +  XndxH 

e  le  Xx  =  0,  Xt  =  0 , .  .  .  X„  =  0  sono  le  equazioni  dalle  quali 
unitamente  alle  (4)  si  devono  trarre  i  sistemi  di  valori  per  le 
xx ,  x%  . . .  xn  ,yx  yy% . .  .ym— 1,  ai  quali  può  corrispondere  per  la  F  un 
massimo  o  un  minimo. 

Possiamo  anche  qui  usare  il  metodo  dei  moltiplicatori  inde- 
terminati. Moltiplicando  per  A^  ,  X2 . . .  XOT__i  le  m  —  1  equazioni  che 
si  ottengono  differenziando  le  (4)  e  sommando  colla  (5),  si  ottiene 

/  3F       ,   3/i      *    3/*  ,         3/w-i  \  j 


avendo  determinati 


3F 

Le  equazioni  da  ci 
corrispondere  mass 

3F- 

5*, 


unitamente  alle  (4 

Notiamo  che  '. 

rebbero  per  risolve 

assoluti  della  funzi 


1)  Massimi  e  mir 
zione  (Vedi  esercì. 


st- 
ai 

valori  di  x  ,y 
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ottenute  uguagliando  a  zero  —  ,  —  ,  sono 

3*       3/ 


x  _  _J_JI_  __g 

"  a3/tV>  +  -*  ' 


(8)    \jy=o,  (9) 


"t/TV*'*' 


~H>  M=*^ 


Y  &  +  * fc 


Per  calcolare  i  valori  delle  derivate  seconde  corrispondenti  a  questi 
sistemi  di  valori  di  #,jv,{  gioverà/ derivando,  non  tener  calcolo  di  quei 
termini  che  siamo  sicuri  si  annulleranno  sostituendo  per  x  ,y ,  ^  i  si- 

3V                  2*# 
stemi  (8)  o  (9)  ;  così  si  vede  che  sarà  — 5  = = h  altri  termini 

che  si  annullano  quando  per  x,y,{  si  pongano  i  valori  (8)  o  (9). 
Così  facendo  si  trova  che  pel  sistema  (8)  è 

Ì^  =  0    -^=0        yt     =r    '   13/T 

3**      '  ay     '  3*a^      «  Y^ 

e  quindi,  essendo 

3*?3' 


3**  $y 

il  valore  {  =  —  i  /—  ,  corrispondente  ad  #  =  0,  y  =  0,  è  né  massimo 

né  minimo. 

Pel  sistema  (9)  abbiamo 


3k_ 

3                                                                                3 

2<w\/*                3*{  _               2be\/a 

3** 

3             3                                  '     Tv8                       3             ;< 

V#  (V  «*c  +  «V                 V  *  (  V  «&  +  <•)» 

3'{    _        <V«*)' 

3**  3/       \3ì3>/ 
e  abbiamo  un  massimo  o  un  mini 

vero   <0,   o,  ciò   che   è   lo   stes 

— —  <0:    cioè    vi    è    un    ramo 

g 


=fM- 


—  V  aò\l    r— *—i     ,  massimo  si 

v       y   e*  +  ohe    ' 

2)  Massimi  e    minimi  delle  funi 
rinite  dalle  equazioni 

[   *1  +  Xt  +  A",  +  . 

(10) 


Abbiamo,  differenziando, 

(io    ! 

(  xldxl  +  xtdxt  + . . .  + 

Prendendo  X,   in  modo  che 

biamo 


<&i(i  +  Mi)  +  *ft(i  +  M»)  +  •  ■  •  +  <Mi  +  M»)  +  4ritt  +  ^i)=?.  v! 

e  quindi  '-  -■ 

3^j  _  _  1  +  ì.ixr  _  _  yt-~  *r  £\ 

3*.          1  +  \jx          jy*  -j>i  '  '1% 

Le  equazioni  pel  massimo  o  minimo  di  y,  sono  perciò  le  ..' 

yt  -  *,  =  0,  yt  - *,  =  0 , . .  .yt  -  *.  =  0,  .y. 


"»    • 
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per  le  quali  le  (10)  diventano 

(*+l)*i+Ji=],     (*  +  l)*i,+^i,  =  l; 
sostituendo  nella  seconda  il  valore  di  yx  ricavato  dalla  prima,  si  ha 

(n  +  1)*!  [(«  +  2)xx  —  2]  =  0, 

2 

la  quale  ci  dà  xx  =  0  e  ^  = -.  Abbiamo  così  due  sistemi 

fi  -}-  2 

(12)  .    (*,  =*8  =  ...  =  *„  =yt  —  0  ,  ^,  =  1), 

(13)  («1=^  =  ...  =  ».=*=^,lS=__£-) 

ai  quali  può  corrispondere  massimo  o  minimo  per  yx. 
Osserviamo  ora  che  differenziando  le  (11)  si  ha 

**  +  **  =  <>, 

dx*  +  ixtt  +  ...  +  dxnt  +  yxd*yx  +y%<Pyt  +  dyx*  +  <*ys*  =  0, 
e  dall'  ultima  di  queste  forinole,  in  virtù  della  penultima,  ricaviamo 


#1 


'%: 


**  = 


*  —  Jl 


(ixx*  +  W+.--  +  ****  +  *y*  +  dyf). 


Ora  i  sistemi  (12),  (13)  danno  rispettivamente 

diy1  =  -  (<&!»  +  <fct«  +  . . .  +  </*n*  +  ^tf)  <  0, 

<*!?i  =  ***  +  W  + . . .  +  <&■.«  +  dy%*>0; 

cosicché  vi  è  un  ramo  della  funzione  yx  che  per  xx=xt  =  ...  =  xn  =  0 
prende  il   valore   massimo    1,   e  un  ramo  della  stessa  funzione  che 

per  #x  =  #2  = . . .  =  xH  = -  prende  il  valore  minimo —  . 

ti  +2  n  -}-  2 

Lo  stesso  avviene  della  funzione  yt. 
3)  Si  voglia  calcolare  l'area  della  ellisse  risultante  dalla  intersezione 
dell'  ellissoide 


(14) 


X*  V* 

a*  ^  b*  +  e* 


?  - 


=  1 


col  piano 

(15) 

Ciò  equi  va 
poiché,  come  è 
di  una  ellisse  ì 
miassi  di  una  e! 
della  ellisse,  eie 
ellisse  ai  suoi  p 
equazione  di  ur 


posto  X  =:  A  cos 
i  valori  i 


11  nostro  p 
quadrata  del  pr 


essendo  le  *  ,y 
le  (14),  (15),  [l 
rdr  —  xdx  +yd 

per  cui,  facende 
X,,  —  *tl  le  eqi 


le  quali,  moltip 
riguardo  alle  (1 


Molti  plic 
della  (15), 


I 
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che  è  la  equazione,  le  cui  radici,  considerando  r*  come  incognita, 
sono  il  massimo  e  il  minimo  valore  di  r*.  Ordinando  V  equazione  ri- 
spetto ad  rf,  si  trova  che  il  prodotto  delle  radici  è 

g  W( J»  -4-  m8  +  n%) 
e  quindi  l'area  richiesta  è 


ir 


\'a%P  +  Pm*  +  c*n* 

4)  Massimi  e  minimi  della  funzione 

u=(x+l)  (jy+l)  f+1) 
essendo  le  #  ,  y ,  ^  legate  dalla  relazione 

(17)  a*bic%  =  /&. 
Prendendo,  i  logaritmi  abbiamo 

„  log  «  =  log(*  +  1)  +  log  (y  +  1)  +  log({+  1), 

(18)  a:  log  a  +jf  log  *  +  { log  c=log  k} 
e  differenziando 

,__.  <fo  <fc  dy  dz 

(20)  0  =  dx  log  a  +  dy  log  *  +  d%  log  j  ; 

posto  X=-(^i1)bgg>  abbiamo 

A  =  (_2T  +  ilog-)&+(_iT  +  xiog*)*> 

dalla  quale 


=(^  +  i)[t+i— gr<*+«] 


3* 

3«  r  log  A 


3je 


=  (.+  !)[<+! --*_(,+ i,]. 
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I   sistemi   di   valori   di   x  ,y , 
t  alla  (17)  o,  ciò  che  è  1( 


& 


H 


log  e  }  ' 

log  toc 

~Ì°~gT,:y: 


Ioga 

A  ciascuno  dei  primi  tre  siste: 
lore  di  u  è  né  massimo  né  minìm 
a  ciascuno  di  quei  tre  sistemi  di  \ 

~-  tutte  e 

3*« 

-,  e  per  ciascui 


cosichè  per  ciascuno  di  essi  è 

3*1  3/       \  3*  2j>  ) 
Pel  quarto  sistema  è 

(21) 


.  1         do 
'  9    log» 


differenziando  la  (19)  otteni 


(4y=-(iTry- 

;he  è  rf*{  =  0  in  vi 

io, 

J_        (log  kabef        r/ 
9    log  «  log* log  e    LV* 


ed  osservando  che  è  rf*{ 
che  consideriamo. 


-   *   .  >\ 
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Il  valore   (21)   è   quindi    massimo  oppure   minimo,  secondochè 
log  kabc 


ioga  \ogb  log  e 


è  numero  positivo  pppure  negativo. 


-v 
..*« 


Esercizi 


1. 


a*2  +  i/  -f  2  cxy  -+  2  e  x  +  2  gy  +  h  ; 

cg—be  ce  —  ag  . 

rer  #=.— 7 r-,    v-  — si   ha    massimo    se,    essendo 

ab  —  e2  ab  —  e1  ' 

ab  —  £*>(),  è  <* <0,  minimo  se  *>0;  né  massimo,  nò  minimo  se 
ab  -c*<0. 

2.  xy  (ax  +  by  —  c)\ 


massimo  per  #  = 


3*  ' 


y  = 


sb  * 


3. 


sen  x  +  sen  y  +  cos  (#  *-  ^)  ; 


ir 


minimo    per    #  = — \-  2kn,  y  = 


n 


+  2k'n  ;   massimo 


per(*  =  ■£  +  2*it,^=  -£  +  24'w  V  (x  =  —  w  +  2*ir,j=  — w  +  2k'«\ , 
dove  £,£'  indicano    interi  qualunque. 


4. 


jN>r+**enr. 


mai  massimo  o  minimo  per  alcun  valore  finito  delle  variabili. 
5.  A*f  +  B/  +  C{2  +  2Dy{  4-  2E*{  +  2Gxy  +  2K*  +  2H?  +  2L^  +  M; 

AGE 
posto  A  =  G  B  D  ,  e   supposto   A   diverso   da   zero,   ai   valori   di 

EDC 
xìSìZ  c^e  annullano  le   derivate  corrisponde    né   massimo   né   mi- 
nimo se  AG  —  B*<()   oppure    A    e    A    hanno    segni    contrari;    se 
AG  —  B*  ^  0  e  A ,  A  sono  entrambi  positivi  si  ha  minimo,  se  en- 
trambi negativi  massimo. 


6. 


xy< 


(a  +  x)  (x    y)(y  +  0(t+b)  ' 


nimo  per  *  —  —  a\~r )~  i . 

7.  Decomporre  un  numero  positivo  a  in  n  parti  positive  tali  che  il 
prodotto  delle  loro  potenze  positive  *im*,  a,"",...  o»misÌa  massimo  o 
mìnimo. 

Indicate   con   *,,#,,..  *„— u   "  —  *i  —  *(  —  • .  •  —  *„_,   queste 
parti,  si   ha  massimo  per  xx  =  ct1  M,  xt  =:  a,  M,...  *■_ ,  =  «„_,  M, 

dove  M  = . 

*,+«,  +  ...  +  «„ 

8.  Massimi  e  minimi  della  funzione  — - — — — ,   essendo    m, 

numeri  positivi  e  le  *  legate  dalla  relazione 

Valore  minimo  (m,  -+  m,  +  ...  +  mn)mi  +  m*+  ■■+"■  per 
1 


«i  -I-  mt  +  ...  +  m, 
0.  Massimi  e  minimi  di  *,'  +  *»*  +  ...  +  x„*  essendo 


per  *[  =  alM,xt:=atM, 


*„  =  tfnM,  dove  M  =  — j j- — ■ — ■ ^  . 

10.  Massimi  e  minimi  di  **  +J*  +  {*  essendo  #y{  — t3. 
Minimo   per  *=j>  =  {=c  ,  (#  =  e  ,y  =  \  =  —  e), 

(_y  =  c,x  =  i  =  —  c)  ,  ({  =  £,  x=y  =  —  c). 

11.  Se  *,/,{  indicano  angoli  di  un  triangolo,  si  determinino  i 
massimi  e  minimi  di  sen™*  sen"^  sen1"^  essendo  m,n,p  numeri 
positivi. 

Massimo    per  #  =  are  tg  (w  M),  ^  — arctg(«M),    {  =  arctg(/"j 

+7 


V       mnp 


dove  M_  ,. 
12.  Tra  i  parallelepipedi   rettangoli    di    uguale   superficie  quello 
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massimo  volume,  e  tra  quelli  di  ugual  volume  quello  di  superficie 

minima,  è  il  cubo  (*). 

13.  Determinare  il  parallelepipedo   rettangolo  di  massimo  volume 

tra  quelli  che  hanno  per  tre  spigoli  gli  assi  delle  x  ,y ,  %  ed  il  punto 

di  comune  intersezione  degli  altri  tre  sopra  un  piano  dato. 

Se  Ix  4-  my  +  n{  =  a  è  l'equazione  del   piano,  i  lati  X  ,  Y  ,  Z 

a  a  a 

sono   X^-^Y^  —  ,Z  =  — . 


X1 


14.  Inscrivere  in  un  ellissoide  — r-  +  -rr  + 

or        bx 


£  +  £=ia 


parallelopipedo 


rettangolo  di  massimo  volume. 

a  b 

Le  coordinate  x , y .  z  di  un  vertice  sono  x  =  — =  ,^  =  — — 

V3  V3 

15.  Calcolare  V  area  della  ellisse  axx  4-  2A^y  4-  £y2  =  k. 

ac  —  b*  ' 
10.  Calcolare  il  volume  dell'  ellissoide 

A*2  +  B/  4-  C£  +  2  D?{  4-  2  E*{  +  2  Gay  =  K. 


V8 


_3_ 


■s*"- 


AGE 
GBD 
E  DC 


iT»; 


■■•r; 


*r 


f 


17.  Area  della  ellisse  sezione  dell'ellissoide  — =-  -f  ~  4-  -V 

<r        £2        r 

piano  &*  4-  my  4-  n{  =  p. 


=  1  col 


1T 


abc{a*P  4-  b*rn*  4-  <;2«2  — /«)  \//e  4-  m%  4-  »' 


3 


(a2  Z2  4-  *2m2  4-  c%  h2)  * 


18.  Area  della  ellisse  sezione  dell'ellissoide 


A*2  4-  By*  +  Cf  4-  2  D?{  +  2  E*{  -f  2  G*>  =  K 


!;  In  questo  problema  e  negli  analoghi  sarà  bene  verificare  che  si  ha  ef- 
fettivamente un  massimo  oppure  un  minimo. 
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col  piano  lx  -f  my  +  n\  =p. 


— dove  A  = 

Va 


/ 

m 

AGE 
GBD 

n 

E  DC 

0 

l  m  ti 

19.  Per  un  punto  entro  un  angolo  retto  condurre  una  retta  tale  che 
sia  minima  la  parte  di  essa  intercetta  dai  lati. 

Preso  il  vertice  come  origine  e  i  lati  dell'angolo  come  assi  coor- 
dinati e  indicate  con  a ,  b  le  coordinate  del  punto  dato  rispetto  ad 
essi,  la  retta  taglia  sugli  assi  delle  x  e  y  rispettivamente  i  segmenti 

a*  +b*  )  9y  =  b*ya*  +b*  J  . 

20.  Per  un  punto  entro  un  angolo  retto  condurre  una  retta  tale  che 
sia  minima  1'  area  del  triangolo  che  viene  così  a  formarsi. 

Presi  i  lati  come  assi  ed  indicate  con  a ,  b  le  coordinate  del 
punto,  la  retta  taglia  sugli  assi  delle  x  e  y  rispettivamente  i  segmenti 
x  =  2a,y  =  2b. 

21.  Per  un  punto  entro  un  angolo  triedro  trirettangolo  condurre  un 
piano  tale  che  sia  minimo  il  volume  del  tetraedro  che  viene  cosi  a 
formarsi. 

Prese  le  faccie  come  piani  coordinati  e  indicate  con  a ,  £ ,  r  le 
coordinate  del  punto,  il  piano  taglia  sugli  assi  delle  x}y}i  rispetti- 
vamente i  segmenti  x  =  Say  y  =  3£,  {  =  Se. 

22.  Determinare  un  punto  M  sul  lato  CB,  un  punto  N  sul  lato  CA 
di  un  triangolo  ABC  in  modo  che  F  area  del  triangolo  CMN  sia  la 
metà  di  quella  del  triangolo  ABC  e  la  retta  MN  risulti  minima. 

Posto  BC  =  a,  CA  =  b,  è   CN  =  CM  =  '  '  ** 

23.  Determinare  le  dimensioni  interne  di  un  recipiente  che  debba 
avere  la  forma  di  un  paVallelepipedo  rettangolo  a  base  quadrata  ed 
essere  aperto  superiormente,  affinchè  la  superficie  interna  sia  uguale 
ad  a1  e  la  capacità  sia  massima. 


Lato  della  base  z= 


,  altezza  =  — 

4f 


V  3  *  V  3 

24.  Con  un  dato  volume  V  di  una  qualsiasi  sostanza  deve  costr  irsi 


■■.     * 
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un  vaso  di  forma  parallelepipeda  rettangola  aperto  superiormente  e 
le  cui  pareti  devono  avere  uno  spessore  a  ;  determinare  le  dimensioni 
del  vaso  affinchè  risulti  di  capacità  massima. 

Se  x,y  ,1  indicano  la  lunghezza,  larghezza  e  profondità  esterne, 

/V—  a3  x 

deve  essere   x=jy  =  a  +  \J — — — ,  l=-g-. 

25.  Con  un  dato  volume  V  deve  costruirsi  un  vaso  cilindrico  aperto 
superiormente;  lo  spessore  del  fondo  sia  b  ed  a  quello  della  parete 
laterale.  Determinarne  le  dimensioni  affinchè  risulti  di  capacità  mas- 
sima. 

Se  r  è  il  raggio  di  tutta  la  base,  h   l'altezza  esterna,  deve  es- 
sere 


—     JLi/4V   —  —     7— A     JL  v/ 

2  +  2   V8ic*  3  '  2  +  2  V" 


4Wb        bl 
3tt**  3 


Se  a  =  b%  è  r  =  h. 
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VII.  Integrali  indefiniti. 


Calcolo  integrale.  —  Condizioni  di  integrabilità  di  una 

funzione  in  un  dato  intervallo. 

185.  //  calcolo  integrali  è  un  metodo  per  trovar e,  da  una  data 
relazione  tra  i  differenziali  (o  le  derivate)  di  date  quantità,  la  re- 
lazione tra  le  quantità  stesse  ;  e  V  operazione,  colla  quale  ciò  viene 
effettuato,  suole  chiamarsi  integrazione  (Eulero). 

Il  primo  problema  *che  si  presenta  nel  calcolo  integrale,  e  che 
ora  ci  proponiamo  di  risolvere,  è  il  seguente  :  Dato  dy  =J[x)  dx  tro- 
vare 7,  ossia,  più  esattamente  :  Data  una  funzione  f(x)  univalente  fi- 
nita in  un  intervallo  (a  ,  b),  determinare  una  funzione  q?(x)  tale  che 
in  tutti  in  punti  dell'  intervallo  sia  <p'(x)  =  f(x),  ricordando  che  per 
derivata  nell'estremo  superiore  (inferiore)  dell'intervallo  intendiamo 
la  derivata  a  sinistra  (a  destra). 

Il  quale  problema  è  l' inverso  di  quello  che  risolve  il  calcolo 
differenziale  determinando  la  derivata  di  una  funzione  data  in  un 
intervallo. 

La  funzione  y(x)  chiamasi  funzione  primitiva  o  integrale  della 
f(x)  nell'intervallo  (ayb).  Così  ad  es:  la  funzione  cosa:  è  l'integrale 
della  funzione  — sen#  per  tutti  i  valori  finiti  di  x. 

Si  scorge  subito  che,  se  esiste  una  primitiva,  ne  esiste  un  nu- 
mero infinito,  perchè  se  tale  è  <p(#),  lo  è  ancora  la  <p(x)  -f  C,  dove 
C  indica  una  costante  qualunque.  La  funzione  F(x)  =  <p(x)  -f  C  chia- 
masi ancora  integrale  generale,  e  integrali  particolari chiamansi  quelli 
che  da  esso  si  ottengono  attribuendo  alla  costante  particolari  valori. 

186.  Per  tracciare  la  via,  che  conduca  alla  primitiva  di  una  data. 
funzione  f(x),  giova  esaminare  prima  ciò  che  avviene  se  si  suppone 
esista  questa  primitiva  <p(#),  cioè  se  y'[x)  =/(#)  per  tutti  i  punti  x 
dell'  intervallo,  e  se  inoltre  la  f(x)  è  continua  in  tutto  1*  interv;  io 
(a ,  b),  dove  supponiamo  ora  e  nel  seguito  a  <Cb. 

Sia  x  un  punto  qualunque  di  esso.  Suddividiamo  l' interv;  lo 
(a ,  x)  in  intervalli  parziali  o  tratti,  le  cui  ampiezze   indichiamo  ,  >n 


h\  .  h%  , . .  hny    mediante    i    punti    corrispondenti    ai    numeri    xQ 
xi  7  xt  •  •  *n— i)  *n  =  #,  cosichè  sia 

Abbiamo  allora 

<P(*v)  —  ?(**— i)  =  ^r  <p'(*r-l    +  0r  /fr)  =  K /(#r— !   +  &r  Ar), 

dove  0  <  0r  <  1  ;  e  quindi,  per  r  =  1  , 2  , . .  « —  1, 

<p(*i)  —  <P(*)  =  KM  -r  &i  Z'i) 
9(*«)  —  9(*i)  =  *t/(*i  +  Mt) 
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le  quali,  sommate,  danno 

(1)  <p(*)  —  <p(«)  ==S  hsf(xs-\  +  6,//,), 

formola  che  ha  luogo  qualunque,  sia,  e  comunque  grande,  il  numero 
n  degli  intervalli  parziali  nei  quali  abbiamo  decomposto  l' intervallo 
(<*,#)>  e  comunque  piccole  siano  le  loro  ampiezze  hs. 

s=zn 

Sia  S  =  S  hsys,  dove  yt  indica  un  valore   qualunque  compreso 

tra  il  limite  inferiore  e  il  superiore  (questi  inclusi)  dei  valori  che 
una  funzione  /(#),  finita  in  (a  ,#),  assume  nel  tratto  hSì  scrivendo, 
per  brevità,  tratto  hx  in  luogo  di  tratto  (xs—\ ,  xs).  Noi  diciamo  che, 
col  diminuire  indefinitamente  di  tutte  le  hS9  S  ha  un  limite  L,  quando, 
ad  ogni  numero  arbitrariamente  piccolo  e  positivo  a  corrisponde  un 
numero  positivo  8  tale  che,  per  qualunque  suddivisione  dell *  intervallo ', 
per  la  quale  siano  tutte  le  h,  <  8,  e  qualunque  sia  la  scelta  delle 
quantità  yh  è  |S  —  L|  <  cr,  e  scriviamo  allora  lim  S  =  L 

La  stessa  definizione,  sopprimendo  le  parole  «  e  qualunque  sia  la  scelta 
delle  quantità  y*»,  poniamo  relativamente  alla  somma  2thsf(xs—\  +  ^shs)7 

e  la  formola  (1)  ci  dice  quindi  che  lim  2  hsf(xs—\  4-  Qshs)  =  <?(x)  —  <p(a), 

e  perciò 


sr-:' 


t=n 


—  j  lim  S  V(**-i  +  •»*.)  |  =  ?'(*)  =/(*) 
dx  szzz\ 


per  tutti  i  punti  x  dell'  intervallo  (a ,  b). 


M 

vi 


27 


T^ 
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Vogliamo  ora  dimostrare  che 

(2)  lim  J  2ksy9  —  SA,/(*,_i  +  «A)  ! 

cioè 


=  0, 


(3) 


lim  S/^>  =  lim  2  hsf{xs-\  +  6#A«)  =  <?(*)  —  ?(*). 


Infatti,  poiché  si  suppone  /(a:)  continua  in  {a ,  £),  dato  ?,  fissiamo 
5  in  modo  che,  nei  punti  x\xn  pei  quali  è  \x — xu\  ^8,  e  quindi 
anche  nei  punti  x  ,  #"  di  qualunque  degli  intervalli  parziali  di  am- 
piezza minore  di  $,  nei  quali  si  possa  scomporre  P  intervallo  (a ,  x\ 

sia  \f(x')  — /(*")!  <  -^—  (Vedi  N.  64). 


# 


Avremo  allora 


|2*o>,  —  ?Jisf{xs-\  -+-  6s  A,)|  =  |S*.L*  —A*—*  +  *«*»)! 


Li; 

*    • 


^  S*t  |^*  —  A*s-i  +  6,A,)|< 


AT tf 


s*. = », 


cioè  hanno  luogo  le  formole  (2),  (3). 

Noi  vediamo  adunque  come,  se  la  f(x)  è  funzione  continua  nel- 
P  intervallo  (a ,  b)  ed  ammette  in  esso  una  funzione  primitiva  <p{x): 
allora,  formata  per  la  funzione  f(x)  la  somma  Hhsys  dei  prodotti  delle 
ampiezze  hs  dei  tratti,  nei  quali  si  decompone  l'intervallo  (*,*),  per 
uno  qualunque  dei  valori  ys  che  la  f(x)  assume  nelP  intervallo  A», 
cioè  per  uno .  qualunque  dei  valori  compresi  tra  il  massimo  e  il  mi- 
nimo (questi  inclusi)  dei  valori  che  essa  assume  nelP  intervallo  k, 
questa  somma  ha  limite  determinato,  quando  tutte  le  h  diminuiscono 
indefinitamente,  e  questo  limite  è  una  funzione  di  x  per  la  quale  è 


dx 


[lim  JJt»yi\  =f(x). 


187.  Data  ora  una  funzione  finita  f(x)  nel!'  intervallo  (a ,  b),  è 
naturale  di  formare  per  essa  una  somma  analoga  alla  precedente,  e 
vedere  se  e  quando  essa  goda  delle  stesse  proprietà. 

Decompongasi  adunque  P intervallo  {a,x)  in  parti  hs  ed  ind"  *ii 
ora  ys  un  valore  qualunque  compreso  tra  il  limite  inferiore  ed  il 
limite  superiore  (questi  limiti  inclusi)  dei  valori  che  la  f(x)  pre  ie 
nel!'  intervallo  //*,  e  si  formi  la  somma  S  =  ^hsys. 


i*VT- 
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Essendo,  qualunque  siano  le  hs ,  (x  —  d)m  ^  S  -^  (x  —  *)M,  dove 
m  ed  M  indicano  il  limite  inferiore  e  superiore  di  f(x)  in  (a,#),  si 
scorge  che  se  esiste  il  limite  di  S,  quando  tutte  le  hs  decrescono, 
questo  limite  è  finito. 

Ora,  ammesso  che  questo  limite  esista  per  tutti  i  valori  di  x 
dell'intervallo  (a ,  b\  esso  è  una  funzione  di  x  che  chiameremo  q>(#); 
dico  che  ?(#):=  limS  è  funzione  continua  di  x  in  tutto  l'intervallo, 
e  che  nei  punti  x}  ove  f(x)  è  continua,  la  y(x)  ammette   derivata  ed 

è  <?•(*)  =/(*). 

Infatti  il  valore  di  y(x)  essendo  indipendente  dal  modo  col  quale 
si  effettua  la  decomposizione  di  (a ,  x)  in  tratti,  possiamo  supporre 
che  uno  dei  punti  di  suddivisione  dell'  intervallo  (*,  x  4-  /;)  cada 
sempre  in  #;  allora  abbiamo 

<p(*  +  h)  —  ?(#)  =  lim  2//*jys, 

la  somma  del  secondo  membro  essendo  estesa  ai  termini  hsys  che 
corrispondono  agli  intervalli  hs  nei  quali  è  decomposto  l' intervallo 
(x  ,  x  +  //).  Ma  poiché  è  Ih  ^  *Lhsys  ^  L/j,  qualunque  siano  gli  inter- 
valli /*,,  essendo  /,L  il  limite  inferiore  e  superiore  di  f{x)  nell'in- 
tervallo (x  ,x  +  h)}  e  quindi  ancora 

Ih  ^  lim  ^hsys  ^  LA,         lim  £//*>'  =  h\h 

dove  /  f^  X,,  ^  L,  si  ha 

<p(*  +  h)  —  <p(*)  =  hXh. 

In  modo  analogo  si  ha  la  formola 

qp(*  —  A)  —  <p(*)  =  —  J<?(*)  —  <p(*  —  //)j  =  —  lim  ìhsy$, 

dove  la  somma  è  estesa  agli  intervalli  hs  nei  quali  è  diviso  l'inter- 
vallo {x  —  h  ,  x\  dalla  quale 

<p(*  —  h)—  <?(X)  =  —  X';,// 

èssendo  A  ^  X'h  ^  Ln  dove  /j  e  Lj  sono  i  limiti  inferiore  e  superiore 
di  f{x)  nell'intervallo  (x  —  /',#).  Cosichè  si  ha  ì<p(#  +  h) —  q?(^)|  -^Mj/j, 
|cp(# —  h)  —  «pMI^MjA,  dove  M,  è  il  limite  superiore  dei  valori 
assoluti  di  f(x)  in  (a ,  b),  e  quindi  la  <?(#)  è  continua  nel  punto  qua- 
lunque x  dell'  intervallo  {a  ,  b). 

Supponiamo  ora  f(x)  continua  alla  destra  del  punto  x,  cosichè, 
per  h  positivo,  sia  lim  f{x  -f  h)  =/(x). 

h=zQ 
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Dato  17,  potrer 

\A*  +  *")  -/(*)!< 

La  oscillazione 
renza  tra  il  limite 
funzione  Dell'  inter 
assoluto  della  diffei 

1*  intervallo  o,  più  generalmente,  tra  due  numeri  qualunque  compresi 
tra  il  limite  superiore  e  l'inferiore;  cosichè,  indicati  con  la,La  i  limiti 
inferiore  e  superiore  di  f(x)  nell'  intervallo  (x  ,  x  +  A,),  ed  osservando 
che,  se  A  ^  A,  è  /„  ^  /  ^  l»  ^  L  ^  L0.  avremo,  per  A'  ^  A„  A  ^  A„ 

dove  D  =  L0  —  /0. 

D'altra  parte  vi  sono  sempre  due  punti  x  +  k\,  x  +  A't  dell'in- 
tervallo (*,*  +  Ai)  nei  quali 

f{x  +  A',)  >  L0  -  S,        f{x  +  h\)  <  /„  +  8, 

e  quindi  f(x  +  A',)  —  f{x  +  A',)  D  —  28,  essendo  8  un  numero  pre- 
fissato positivo  arbitrariamente  piccolo  ;  ma 


quindi  D  <  — —  +  28  e  perciò  ancora  (')  D  ^  — —  , 

In  conseguenza  per  li  ^  A,  e  per  A  ^  Aj  è  \f(x  +  li')  —  X„|  ^  - 
ed  essendo  ancora  |  f(x  +  A')  —  f{x)\  <  — ,  risulterà 

iyw-*»1<o 

per  tutti  gli  A  positivi  ^  A„  ossia 

h=<-,  *=u  A  yv  ' 


[')  Se  è  A<B4-  ì,  dove  8  è  piccolo  a  piacere,  deve  essere  K  ^L  B; 
che  se  potesse  essere  A  >  B,  prendendo  e  <  A  —  B,  sarebbe  ancora  A  >  B 
il  che  non  può  essere. 


r^ 


Ti7 r 
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In  modo  analogo  si  vedrebbe  che,  supposta  la  continuità  della 
f(x)  nel  punto  x  a  sinistra,  sarebj>e 

hm — =/(*). 

Cosichè  se  nel  punto  x  la  /(■*)  è  continua  alla  destra  o  alla  si- 
nistra, la  y(x)  ammette  derivata  a  destra  o  a  sinistra  e  questa  deri- 
vata è  fix)  ;  e  perciò  se  la  f(x)  è  continua  nel  punto  #,  la  <p(#)  am- 
mette ivi  derivata,  e  questa  è  uguale  a  /(#),  cioè  si  ha,  nel  punto  #, 

La  funzione  <p(*)  è  quindi  il  richiesto  integrale  o  primitiva  della 
f(x)  nelP  intervallo  (a ,  £),  quando  la  f(x)  è  continua  in  tutto  1'  in- 
tervallo. 

Il  limite  della  somma  S  =  2JA,^,,  estesa  agli  intervalli  A,  nei 
quali  si  divide  1'  intervallo  (a ,  b),  si  chiama  /'  integrale  definito  della 
/(*)  nell'intervallo  (a  ,b)  e  si  indica  colla  notazione 

b 


/ 


che  si  legge  integrale  definito  (o  semplicemente  integrale)  da  a  &  b 

di  f(x)dx:  a  e  b  sono  i    limiti  dell'integrale,  (a ,  £)   l'intervallo  di 

integrazione.  Quando  per  la  f(x)  esiste  il  limite  di  S,  all'  impiccolire 

indefinitamente  di  tutte  le  hS}  la  fix)  si   dice   atta   alla   integrazione 

definita  o,  semplicemente,  alla  integrazione^  o  che  è  integrabile   nel- 

1*  intervallo  {a ,  b). 

La  notazione    precedente  ha  avuto  origine   nel  seguente  modo. 

Se  esiste  il  limite  di  S,   potremo  supporre    tutte    le    hs  uguali  tra 

loro    ed    uguali  a  A#,    e  potremo    prendere  yt  =f(xs-\)y  cosichè 

b 

allora  è  S  =  2/(#«— i)A«ff,  e  l'integrale  j  f(x)dx  è  il  limite  della  somma 

a 

degli  elementi  f(x)&x  ossia  f{x)dx  corrispondenti  ai  valori  a ,  xY ,  #2 ..  #n— 1 
di  x;  il  segno    /  è  l'iniziale  della  parola  somma. 

È  quasi  superfluo    notare   che   il    valore    dell'  integrale  definito 
t 

§  f(x)dx  dipende  dalla  natura  della  funzione  f(x)  e  dai  limiti  a ,  £, 

a 

non  dalla  variabile  #,  che  figura  come  una  variabile  corrente  di  in- 


I»**5 
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Ugr  anione  9  cosichè  è 

b  b  b 

f/(x)dx  =  ff[y)dy  =  fAl)di  =  •  • . 

a  a  a 

E  quando  l' intervallo  di    integrazione   sia  (a ,  x)  si   suole  seri- 
vere  /  f(x)dx,  (anziché  /  f{y)ày  o  simile),  indicando  colla  stessa  let- 

a  a 

tera  tanto  il  limite  dell'  integrale,  quanto  la  variabile  corrente  di  in- 
tegrazione. 

188.  Il  problema  che  avevamo  in  vista  di  risolvere  nel  N.  18<>,  e 
che  è  risoluto  per  le  funzioni  continue  in  (a ,  b)  quando  per  ogni 
punto  x  di  (a ,  b)  esista  (il  che  per  esse  avviene,  come  ora  vedremo) 
il  limite  della  somma  S  relativa  ali5  intervallo  {a ,  #),  ci  ha  condotto 
allo  studio  delle  somme  S,  ed  al  concetto  di  integrale  definito.  Ve- 
diamo ora  quale  sia  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè 
per  la  funzione  finita  f{x)  nell'  intervallo  (a ,  b)  esista  il  limite,  preso 
come  è  stato  detto,  della  somma  S,  relativa  all'intervallo  (a  ,£),  cioè 
affinchè  la  f(x)  sia  atta  alla  integrazione  nell'  intervallo  {a ,  b). 

Indichiamo  con  m ,  M  il  limite  inferiore  e  superiore  di  fix)  in 
(a ,  b),  con  /, ,  Ls  i  limiti  inferiore  e  superiore  di  f(x)  in  un  inter- 
vallo hs  appartenente  ad  (a ,  b\  con  /'r ,  L'r  gli  stessi  elementi  rela- 
tivi ad  un  intervallo  h'r.  ecc. 

Eseguiamo  una  decomposizione  qualunque  di  (a ,  b)  in  tratti  hs 
e  consideriamo  le  somme 


n 


n 


L  =  2  hsLs,        l  =  s  **/„ 

i  ì 

che  sono  il  massimo  ed  il  minimo  dei  valori  di  S  relativi  a  questa 
decomposizione.  Variando  la  divisione  di  (a ,  b)  in  tratti  parziali,  va- 
riano L  ed  /,  ma  in  modo  che  qualunque  L  è  maggiore  di  qualunque  /. 
Invero,  consideriamo  un'altra  scomposizione  qualunque  di  (a,b) 
in  ri  tratti  hs'  e  paragoniamo  tra  loro  le  quantità 

L  =  S  hsLSì        /•  =  S  */  //. 

ì  ì 

Indichiamo  con  kx ,  k2 , . . .  km  i  tratti  nei    quali    è   diviso   (a  b) 
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dalle  due  precedenti  suddivisioni,  considerate  come  formanti  una  unica 
suddivisione  dell'  intervallo  {a ,  b).  Ogni  intervallo  k%  sarà  contenuto 

in  un  certo  intervallo  ha  della  prima  ed  in   un  certo   intervallo  ìi^ 

della  seconda  suddivisione,  cosichè  potremo  scrivere 

L  =flS|  *»  Lp ,    /=  aSi  ka  l\,     L  -  /'  =  a3( *a  (Lp  -  /'r  ). 

Ma  se  La,  /a  indicano  i  limiti  superiore  ed  inferiore  di  f(x)  in 

k%  y  osservando  che   ka  appartiene  a  ha  e  }i~ ,  è  Lg  ^  La  ,  /a  ^  /'y  ; 

e,  poiché  La  >/a,  è  ancora  L3  >/'y,  cosichè  L>/',  come  avevamo 

asserito. 

Da  ciò  ricaviamo  che  le  quantità  /,  che  variano  al  variare  delle 
suddivisioni  di  {a ,  b)  mantenendosi  sempre  minori  di  una  qualunque 
delle  L,  devono  ammettere  un  limite  superiore  X,  e  che  le  L  devono 
ammettere,  per  ragione  analoga,  un  limite  inferiore  A  ;  e  le  quantità 
variabili  L ,  /  e  le  fisse  X  *  A  stanno  tra  loro  nella  relazione 

(1)  L^A^X^/. 

Ma,  inoltre,  A,  che  è  il  limite  inferiore  della  quantità  L,  è  anche 
il  loro  limite,  air  impiccolire  dei  tratti  hs,  e  X,  che  è  il  limite  supe- 
riore delle  quantità  /,  è  anche  il  loro  limite.  Proviamo  che  A  è  il 
limite  delle  L  =  2  hs  Ls. 

Assegnato  <7,   poiché  A   è    il   limite  inferiore    delle  quantità   L, 

esisterà  una  suddivisione   in   tratti  h\  ,  h\  , . . .  //'„»    di    [a  ,  b)%  per  la 

a  »' 

quale  risulterà  L'  —  A  <  — - ,  essendo  L'  =  2  h's  LV 

2  1 

Consideriamo  ora  una  qualunque  suddivisione  di  (a ,  b)  in  tratti 

A.  J.,...  hn  le  cui  ampiezze  hs  siano  tutte  minori  di  §  —  z—l/X-.  — -.  » 

2«(M  —  m) 


e  la  corrispondente  somma  L  =  2  hs  Ls.  Indicando  con  kx ,  k2 , . . .  ky 


i  tratti  provenienti  dalla  sovrapposizione  delle  due  precedenti  suddi- 
visioni, avremo,  in  modo  analogo  al  precedente, 


m  m  m 


L'=  2  *«L'Y  ,L=  2  4aLa,L-L'=  S  ka(L*-L\). 

a=i  '  a— 1  r  oc- 1        •  ' 

Ora  per  gli  intervalli  //g,che  sono  completamente  contenuti  in 
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qualche  intervallo  h'v  è  Lo  ^  L'T,  e  i  ce 

di  L  —  L'  sono  negativi  o  nulli.  Per 

L  —  L'^S'MIf  —  Lr 

la  somma  del  secondo  membro  intenti 

tenenti  a  quei  tratti  ha  che,  non  essend 
contengono  uno  o  più  punti  della  prir 
ovvero,  poiché  |Lg  —  L'T  |  ^  M  —  m 

L  — L'^(M- 

Ma  questi  intervalli  ha  non  pos; 
di  «'  —  1,  ed  essendo  tutte  le  hs  di 
certamente  E'  &&  <  «'  8,  e  quindi 

L_L'<(M-n 

Ricordando  che  è  anche  L'  —  A 


per  ogni  L  corrispondente  a  qualunqi 
h,  <  S,  la  qual  cosa,  osservando  ci 
lim  L  =  A. 

In  modo  completamente  analogt 

Le  quantità  A  ,  X  si  chiamano  risj 
o  per  eccesso,  e  l'integrale  inferiore  < 
nell'  intervallo  (a  ,  6)  ;  e  vediamo  il 
lunque  funzione  finita  in  un  interv 
l'integrale  superiore  e  l'integrale  in 

189.  Ciò  posto,  tutte  e  sole  le 
quali  l'integrale  superiore  eguaglia 
grabili  in  (a  ,b)\  cioè  ; 

in  condizione  necessaria  e  suffic, 
bile  nell'  intervallo  (a  ,  b)  è  che  sia  A  =  X  ;  e  allora  il  valore  com  tu 
di  queste  quantità  è  il  limite  di  S  =  S  h,yj,  all'  impiccolire   delle  %, 


T?r*^- 
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b 

cioè  è  r  /  f(x)  dx,  che  è  così  il  valore  comune  deìP  integrale  superiore 

a 

e  dell'  integrale  inferiore  della  f(x)  in  (a ,  b). 

La  condizione  è  necessaria,  cioè  supposto  esista  il  limite  I  delle 
somme  S  =  2  hgyt,  avremo  A  =  X.  Infatti  allora,  assegnato  a,  esisterà 
un  d  tale  che    per  ogni  suddivisione  dell'  intervallo  (a ,  b)  in  parti 

h9  <5,  e  qualunque  sia  la  scelta  delle  ys,  avremo  sempre  |S  - 1|  <  — , 

e  quindi,  in  particolare,  sarà  per  tutte  queste  suddivisioni 

e  quindi  ancora 

L  — /<a; 

ma  è  sempre  L  ^  A  ^  X  ^  l9  cosicché  A  —  X  <  o ,  e  poiché  A ,  X 
sono  delle  costanti,  dovrà  essere  A  =  X. 

La  condizione  è  sufficiente,  cioè  se  supponiamo  A  =  X  =  I,  sarà 
lini  S  =  I.  Ed  invero,  poiché  limL  =  A  =  I,  lim/  =  X=I,  dato  a, 
esisterà  un  5  tale  che,  per  qualunque  suddivisione  di  [a ,  b)  in  parti 
ht  <  $,  risulterà 

(1)  L  —  I<a,        I  — /<a. 

Sia  ora  S  =  J  hsys  una  qualunque  delle  somme  S  corrispondenti 
ad  una  di  tali  suddivisioni,  cosicché  sia 

L  =  S  hs  Ls  ^  S  =  2  hsys  ^SJ,/,  =  /; 

se  S  >  I  avremo,  in  virtù  della  prima  delle  (1),  S  —  I  <  a  ;  e  se  S  <  I 
avremo,  in  virtù  della  seconda  delle  (1),  I  —  S  <  o  ;  in  ogni  caso 
dunque 

is-i:«j, 

e  ciò  per  qualunque  suddivisione  di  {a  ,  b)  in  parti  hs  <  S,  e  qualunque 
sia  la  scelta  delle  quantità  ySl  il  che  appunto  significa  che 

lim  Sr^I. 


"•fi* 
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J  190.  La  precedente  condizione  di   integrabilità  può  trasformarsi 

t  nelle  seguenti  : 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  f(x)  sia  integrabili 
in  un  intervallo  (a ,  b)  è  che,  dato  a,  esistano  due  speciali  suddivisioni 
di  (a  ,  b)  in  tratti ,  per  le  quali  risulti  Lx  —  \ì  <  7,  essendo  Lx  il  va- 
lore di  L  corrispondente  ad  una,  \x  il  valore  di  1  corrispondente  al- 
l' altra  suddivisione. 

Che  la  condizione  sia  necessaria  risulta  subito  da  quanto  abbiamo 
visto  nel  numero  precedente  quando  si  è  supposto  layf*)  integrabile  in 
(a ,  b\  giacché  allora  non  solo,  dato  <7,  risulta  Lj  —  lx  <  ~  per  due 
speciali  suddivisioni,  ma  risulta  L  —  /  <  1  per  qualunque  suddivi- 
sione di  (a ,  b)  in  parti  minori  di  un  certo  numero  ò\ 

£•■  La  condizione  è  sufficiente  perchè,  dall'essere  L, —  /i<~,  risulta 

ù.  A  —  X  <  a,  e  quindi  A  =  X,  cioè  pel  teorema  al  N.  189  la  f{x)  è  in- 

|     •  tegrabile  in  (a,b). 

P  È  caso  particolare  delia   precedente   proposizione,  e  si  dimostra 

precisamente  nello  stesso  modo,  1'  altra  : 

r  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  f(x)  sia  integra- 

bile  in  (a ,  b)  è  che,  dato  oy  esista  una  speciale  suddivisione  di  (a ,  b» 
in  tratti  ht ,  hg, . . .  h„,  per  la  quale  risulti 


D  =  v  hs  L,  —  2  h,  1*  =  2  hf (L.  —  h)  =  S  h,  D,  <  a  . 

Ovvero  in  altre  parole,  tale  condizione  necessaria  e  sufficiente  è 
che  il  limite  inferiore  delle  quantità  positive  D  =  2  h*  D.v  5/<z  lo  {ero. 

Siccome  poi  si  riconosce  che,  se  lini  S  =  I  è  anche  limD  =  tl 
e  che  la  condizione  lim  D  =  0,  all'  impiccolire  dei  tratti  hSj  contiene 
quella  che  il  limite  inferiore  dei  valori  D  sia  lo  zero,  possiamo 
anche  dire: 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  alla  integrabilità  di  f(x)  in 
(a  ,  b)  è  che  sia  lim  D  =  0,  air  impiccolire  dei  tratti  nei  quali  si  sud- 
divide (a ,  b . 

Abbiamo  ancora  l' importante  proposizione  : 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  f(x)  sia  integrabili 
in  (a  ,  b)  è  che,  assegnati  due  numeri  positivi  comunque  piccoli  5,  £, 
esista  uìi a  speciale  suddivisione  di  (a ,  b)  in  tratti,  tale  che  risulti 
minore  di  1  la  somma  delle  ampiczzc  di  quei  tratti,  nei  quali  Te  cii 
lazione  di  ffx)  supera  S. 

La  condizione  è  necessaria.  Invero  se  f(x)  è  integrabile  esif  eri 
una  suddivisione  di  (a}b)  in  tratti  //.?,  per  la  quale  risulterà  S  hs  D$  <  ì5. 


1 

j 


wrr 


427 

Indicando  con  Aa,  huy  h~,...  i  tratti  nei  quali  le  oscillazioni  Da, 
D^ ,  Dy . . . .  di  f{x)  superano  $,  avremo 

(A«  +  *p  +  *Y  +  •  •  •  )  &  +  2'  Ai  D,  <  2  A.  D,, 
la    somma   2'   intendendosi    estesa   agli    altri   tratti    hs    pei   quali   è 

A  più  forte  ragione  avremo 

(h<x  +  h  +  AT  +  . . .  )  &  <  2  A,  D,  <  *  $, 

e  quindi 

h*  +  Ap  4-  Ay  +  . . .  <  e. 

Za  condizione  è  sufficiente.  Invero,  assegnato  un  numero  a,  pren- 

diamo  a  considerare  i  due  numeri  8=-,, ,  e  =  ~, . 

2{b  —  a)    '  2(M  —  m) 

Per  ipotesi  esiste  una  suddivisione  di  (a ,  b)  in  tratti  A,,  tale  che  la 

somma  Aa  +  A3  4  A~  +  . . . .  di   quei  tratti,  nei   quali  1*  oscillazione 

di  f(x)  supera  &,  è  minore  di  e  ;  ma 

2  hs  Ds  =  ha  Da  ;+  A3  D3  +  AY  DT  f  . . .  2'  A,D,, 

da  cui,  esservando  che  le  D*  non  superano  M  —  m9  che  le  D  del 
sommatorio  2'  sono  ^  $,  e  che  2'  hs<.b  —  a,  avremo 

2A,D,  <  (Aa  +  Ap  -f-  Ay+  . . .)  (M  —  m)  4-  8(*  —  a) 

<  e  (M  —  ni)  4-  8(4  —  a)  =  a. 

E  perciò,  dato  a,  esiste  una  suddivisione  di  (a ,  £)  in  parti  hs 
tali,  che  risulta  2AJDs^'cr)  e  questo  basta  per  la  integrabilità  di  f(x) 
in  (a ,  £). 

191.  &  una  funzione  è  integrabile  in  un  intervallo  (a ,  b),  lo  è 
pure  in  qualunque  parte  (a' ,  b')  dell*  intervallo  (a  ,  b). 

Invero,  assegnati  i  due  numeri  positivi  $  9  e,  esiste,  per  ipotesi, 
una  suddivisione  di  {a  ,b)  in  parti  A,,  per  la  quale  la  somma  ha      Acj  4-  ... 

dei  tratti,  nei  quali  le  oscillazioni  della  funzione  superano  $,  è  mi- 
nore di  t  ;  indicando  con  ha  ,  hu  ,..  quei  tratti  Aa  ,  ha , . . .  che  ap- 
partengono totalmente  o  in  parte  ad  (a' ,  b')  sarà 
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*«,  +  hi  +  ■  •  •  —  /;«  +  H  +  •  ■  '  <e> 

e  quindi  esiste  una  suddivisione  di  (a  ,  V)  in  parti,  tale  che  la  somma 
di  quei  tratti,  nei  quali  le  oscillazioni  della  funzione  superano  S,  è 
minore  di  e  ;  cioè  la  funzione  è  integrabile  in  (a  ,  b). 

192.  Finora  abbiamo  supposto  a  <  b  ;  se  fosse  a>b,  dividendo 
l' intervallo  (a  ,  b)  da  a  verso  £  mediante  i  punti  xx  ,  #,  , . .  in  inter- 
valli parziali,  //,  =  xs  —  #«_ 1  sarebbe  negativa,  e  si  avrebbe  subito 
S  =  ^hsjfs  =  —  2(#j— 1  — xs)j>s  =  —  Sl7  essendo  Sx  la  somma  S  relativa 
air  intervallo  (a ,  b)  dove  b<iay  scomposto  dai  punti  xn—  1 ,  *«— » , . . 
#, ,  xs—\  , . . .  x2 ,  xl  nei  tratti  hn  , . .  /*, , . .  ht ,  7/j. 

Se  esiste  il  limite  di  S2,  quando  tutte  le  h  convergono  a  zero, 
esiste  anche  quello  di  S  ed  inversamente,  e  si  ha 

a  b 

lim  S  =  —  lim  Sx  ,  lim  Sx=  /  f(x)dx  ,  lim  S  =  /  f\x)dx 

b  a 

e  quindi 


ff{x)dx  =  -ff(x)dx, 


la  quale  ci  mostra  inoltre  come  in  un  integrale  definito  si  possano 
invertire  i  limiti  dell'  integrale  purché  si  cambi  il  segno  all'  inte- 
grale stesso. 

193.  Ogni  funzione  continua  in  un  intervallo  (a ,  b)  è  atta  alU 
integrazione  in  questo  intervallo^  e  quindi  anche  in  ogni  parte  di  esso. 

Infatti  pel  teorema  al  n.  64,  dato  a,  possiamo  dividere  l' inter- 
vallo (a  ,  b)  in  intervalli  hs,  di  ampiezza  minore  di  un  certo  numero  5, 

o 

in  modo  che   sia  \f(x)  — /COI  <  —^ -»  essendo  x  , x"  due  punti 

3{b —  a) 

qualunque  di  hs\  ossia,  poiché  vi  saranno  sempre  in  hs  dei  punti  xl,xi 
pei  quali  è  L,  —  fi*i)  <  *b  __  a)  >  A*t)  ~^<  3b  __  a)  ,    in    modo 

che  sia  L*  —  h  <  -7 ,  ed  allora  è 

b  —  a 

D  =  ^hs(Ls  —  /,)  <  -r^—  2//,  =  *  ; 

o  —  a 

cioè  lim  D:=0,  e  la  funzione  è  integrabile  in  (ayb). 
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Da  questo  teorema  risulta  subito  che:  una  funzione  continua  in 
un  intervallo  è  sempre  la  derivata  di  una  funzione  continua  nelV  in- 
tervallo, stesso. 

194.  Ogni  funzione  finita  e  discontinua  in  un  numero  finito  di 
punti  in  (a  ,  b)  è  integrabile  neW  intervallo  (a  ,  b). 

Sia  la  f(x)  discontinua  nei  punti  cx ,  c2 ,  . . .  cn,  e  siano  M  ,  m  i 
suoi  limiti  superiore  ed  inferiore  in  (a ,  b). 

Assegnato  il  numero   a,  formiamo   degli   intorni    eT ,  e, , . .  en  di 

cxìct}..cn  tali  che  sia  £,  +  £2  +  ...+  e»< -r-^ -. 

(«  -h  2)  (M  —  m) 

Tolti  questi   intorni  da  (a .  b\   negli   n  4- 1    intervalli   rimanenti 

la  f{x)  è  continua,  e  potremo  dividere  ciascuno  di  questi  in  parti  tali 

che  il  D  corrispondente  a  ciascun  intervallo  risulti  minore  di —  ; 

n  ~i   **> 

cosichè  se  consideriamo  la  quantità  D  relativa  ai  tratti  nei  quali  viene 
scomposto  (a ,  b)  da  questa  divisione  e  dagli  intorni  e,  è 

D  <  (n  +  1)     *-    +  -t — ~ r  (M  —  m)  =  cr, 

v  '  n  +  2        (n  +  2)  (M  —  m)  v  '         ' 

e  perciò  la  funzione  è  integrabile. 

Sono  ovvie  le  modificazioni  da  introdursi  in  questa  dimostra- 
zione se  il  punto  cx  coincide  con  a,  o  il  punto  cn  con  b,  o  cx  con  a 
e  cn  con  b. 

In  modo  analogo  si  dimostra  che:  ogni  f un  {ione  finita  e  discon- 
tinua in  un  numero  infinito  di  punti  di  (a ,  b),  die  costituiscono  un 
gruppo  di  punti  con  un  numero  finito  di  punti  limiti,  è  integrabile 
in  (a ,  b). 

Infatti,  dato  a,  si  formino  degli  intorni  ex ,  e2 , . .  en  dei  punti  li- 
miti cX)C%ì..cn  del  gruppo  dei  punti,  nei  quali  f(x)  è  discontinua, 

a 

in  modo  che  sia  eT  4-  e»  4-  . . .  -f  en  -**  -tttì r  ■  Tolti  questi  intorni 

1       *  2(M  —  m)  ^ 

da  (a ,  b)  negli  intervalli  restanti  cade  un  numero  finito  di  punti  del 
gruppo,  cioè  di  punti  nei  quali  f(x)  è  discontinua,  altrimenti  vi  sa- 
rebbero altri  punti  limiti  oltre  ai  punti  cx ,  c2  7 . .  cn.  Potremo  allora 
dividere  ciascun  intervallo  in  parti  tali  che  la  somma  delle  corrispon- 

denti  quantità  D  sia  minore  di  — ,  ed  allora   la   quantità   D,   corri- 
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spondente  agli  intervalli  nei  quali  viene  scomposto  (a ,  b)  da   queste 

divisioni  e  dagli  intorni  e,  risulterà  minore  di  -—  -h  -7^7 (M  —  m) 

*  '  2       2(M  —  m) y  ' 

cioè  minore  di  <J,  e  la  funzione  f(x)  sarà  perciò  integrabile  in(aybi 

195.  Una  funzione  finita  mai  decrescente  7  0  mai  crescente^  in  un 
intervallo  (a  ,  b)  è  integrabile  in  (a  ,  b). 

Sopponiamo  f(x)  mai  decrescente  in  (a ,  b)  e  sia  a  <  £.  In  un 
tratto  qualunque  ht  i  cui  estremi  siano  #,_i  ,  xs  e  xs—  1  <  xs  è  Ls  =j\xt\ 
ls=/(xs—\),  Ds=f(xs)  — /(#*—  1);  di  guisa  che,  qualunque  sia  la  sud- 
divisione di  (a ,  b)  in  parti  hSy  abbiamo 

SD.  =/(*,)  -/(a)  +f(xt)  -/(*,)  +  ...+M  -A*n)  =AH  -fi*:, 

e  possiamo  supporre  f(b)  diverso  da  f(a\  altrimenti  la  f(x)  sarebbe 
costante  in  tutto  (a ,  b). 

»                                        ? 
Dato  ora  ct,  per  tutte  le  suddivisioni  di  (a ,  b)  in  parti  h$  <  -th  v 7—, 

avremo 

D  =  S*.D.<-M4MSD.  =  ai 

e  perciò  la  /(a:)  è  integrabile  in  (a ,  b). 

In  modo  completamente  analogo  si  dimostrerebbe  la  integrabi- 
lità di  /(#),  ove  questa  fosse  mai  crescente  in  (a ,  b). 

Da  qui  ricaviamo  subito  che:  Una  funzione  finita  e  a  varia- 
zione limitata  in  (a  ,  b)  è  integrabile  in  (a ,  b). 

Infatti  una  tal  funzione  f(x)  (V.  n.  05)  è  la  differenza  ?(.v)  —  tyx) 
di  due  funzioni  <?(*),  ty(x)  positive  e  mai  decrescenti  in  (a ,  b)y  le  quali 
quindi  sono  integrabili.  Esistendo  il  limite  delle  somme,  precedente- 
mente indicate  con  S,  per  le  funzioni  9(#),  ty[x\  esisterà  anche  il  li- 
mite di  detta  somma  relativa  a  y(x)  —  ^(x)  cioè  ad/(#),  la  quale  san 
perciò    integrabile  in  (a  ,  b). 

196.  Se  la  f(x)  e  finita  e  aita  alla  integrazione  in  (a ,  b),  cambit  tdo 
il  suo  valore  in  un  numero  finito  di  punti  di  (a ,  b),  0  anche  in  un 
numero  infinito  di  punti  costituenti  un  gruppo  con  un  numero  fi  ite 
di  punti  limiti ',  indicata  con  fx(x)  la  funzione   che    così    si  ottien  ,  t 
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fx(x)  integrabile  in  (a  ,  b)  e  si  ha  I  ft(x)dx  =  /  f(x)dx,  oy  più  general- 

a  a 

b'  b' 

mente,  j  f(x)dx  =  /  f(x)dx ,    essendo    a'   ,  b'    due   punti   qualunque 


a* 


di  (a ,  b). 

Siano  cx,ciy..cn  i  punti  limiti  del  gruppo  di  punti  di  (a,b)  nei 
quali  viene  cambiato  il  valore  della  f(x).  Sarà  fx(x)  =f(x)  per  tutto 
in  (a ,  b)  fuori  che  nei  punti  del  gruppo. 

Assegnato  un  numero  a,  formiamo  degli  intorni  s  dei  punti  <;, 

in  guisa  che  sia  eI+£!  +  ..,  +  effl<  -r=-,  dove  con  L  intendiamo  il 

oL 

limite  superiore  dei  valori  assoluti  di  f{x)  e  di  fx(x)  in  {a ,  b\  e  sia 

p  il  numero  dei  punti  d  del  gruppo  che  ancora  appartengono  ad  (a ,  b) 

dopo  averne  tolti  questi  intorni.   Essendo  f{x)   integrabile   in   (*,£), 

esiste  un  numero  S,  che  possiamo  supporre  minore  di  — —  , 

\2(m  +  p)L 

tale  che,  per  tutte  le  /*.*<$,  sia 


(1) 


YihÈy9  —  j f(x)dx 


Sia  ora  2JA,y,  la  somma  S  relativa  alla  funzione  fx(x\  dove 
prenderemo  y\  =ys,  fuori  che  negli  intervalli  h  cui  appartiene  qual- 
che punto  del  gruppo  e.  Indichiamo  con  hr\ ,  hr*  , . . .  hmr  quelli  tra 

gli  intervalli  /;  che  sono  completamente  contenuti  nell'  intorno  er  di 
cn  con  hhr  l' intervallo   che   precede    hr  ,   con  h^r   V  intervallo    che 

segue  hmrì  i  quali  potranno  in  parte  appartenere  a  sr,  e  con  7/a  gli 

intervalli  cui  appartiene  qualche  punto  d,  i  quali  intervalli  potranno 
essere  al  più  2/>,  e  saranno  2p  nel.  solo  caso  che  ogni  punto  d  sia 
estremo  di  qualche  intervallo  hs.  Allora  le  due  somme  2hsy's ,  2hsys 
potranno  differire  al  più  per  la  quantità 

S*it(/i«—  y»)  +    2   htJJv—  y^)+  ...-f     2    hrS(yrS—yrs) 

+  **,(/*!  — a>  +  A^y*',  ->*\>  + . . .  +  s*«(y«  -^a). 
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Ma  il  valore  assoli 

(t,  +  tt  +  . . .  4 

cosicché 


e  quindi  ancora,  per  la 


Dunque,  poiché,  d 
che,  qualunque  siano  1< 
disuguaglianza,  è 


cioè  Ia/,(#)è  integrabi 
quando  esiste,  è    //,(* 


La  medesima  dimostrazione  .vale  evidentemente  per  l'intervallo 


197.  Dalla  precedente  proprietà  ricaviamo  subito  che:  Se  la  f(i) 
Ita  una  discontinuità  di  prima  specie  da    una    parte  di    un  punto  1 

di  (a  ,  b),  poniamo  alla  destra,  la  funzione  <p(x)  —  /  f(x)dx   ammetti 

derivata  a  destra  nel  punto    x,    e    questa  è   f(x  +  0),    intendendo  con   A 
{(x  +  0)  il  lim  fi>  +  h) ,  h  >  0.  1 

Per  provare  ciò  basta  semplicemente  assumere^*  +0)  In  1»  jo  I 
di  /(*)  come  valore  di  f{x)  nel  punto  x   (il  che  non  cambia  il     *■  | 


*    » 
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lore  di  I  f(x)dx)  nel  procedimento,  tenuto  al  n.  187,  per  dimostrare 

a 

che,  se  nel  punto  x  la  f(x)  è  continua  alla  destra,   la  <p(x)  ammette 
derivata  a  destra  uguale  a  f(x). 


198.  Illustriamo  ora  la  teoria  con  alcuni 

Esempi 

1)  La  funzione  f(x)  =  x  è  atta  alla  integrazione  in  qualunque  in- 
tervallo finito  (a ,  #).  Quando  una  funzione  f(x)  è  integrabile,  poiché 
il  limite  di  S  =  2hsjy.,  è  indipendente  dal  modo  col  quale  viene  scom- 
posto l' intervallo  (a ,  b)  in  intervalli  parziali  hS}  dal  modo  col  quale 
questi  intervalli  convergono  a  zero  e  dal  valore  y9  che  si  sceglie  in 
ogni  intervallo  hS}  si  potrà  usare  quella  scomposizione  e  quella  scelta 
dei  valori  ys,  che  più  facilmente  permettano  di  calcolare  il  limite 
della  somma  S  ;  ossia,  in  altre  parole,  cercheremo  il  limite  di  una 
successione  delle  somme  S,  corrispondenti  ad  una  opportuna  successione 
di  suddivisioni  dell'  intervallo  in  tratti  hSj  quando  le  ampiezze  di 
questi  indefinitamente  decrescano. 

Nel  caso  attuale,  f(x)  =  x,   giova  scomporre   V  intervallo   {a  ,  x) 

in  n  intervalli  uguali  tra  loro,  h  = ,  e  poi  far  crescere  n  in- 

n 

definitamente  per  numeri  interi  positivi,  e  prendere 

ys  =f(a  +  (5  —  l)/i)  =  a  4-  (s  —  1)//.  Avremo  allora 


r 

X  —  u 
xdx  =  lim [a  +■  (a  -f  h)  +  {a  +  2//)  +  ...+  (*  +  (»  —  1)^)1 


(*  —  a)9    (w—  1) 


1-       x  —  a(               n{n  —  X)\                                   (*  — 
=r  hm  — • ina  +  h — —  )  =  (x  —  a)a  -f  lim  - 

«==»  ti  \  2  /  n—s.  « 

=  i*  —  <*)<*  +  — - — limll-— )=(*—«)«  +  — „— =  -.5-  — r- 

<£  71:=:  r    \  7/  /  /£  «w  <*< 

2)  Sia /(#)  =z  #*.   Per  calcolare  V  fx*dx  giova   assumere  in  pro- 

26 


one  geometrica  i  numeri  x,,xt ,. ..  *„.-,  interpolati  tra  a  e 
le,  posto  p  =  V-'—,  sìa  x,  —  ap3 ,  li,  =  tfp1—  ■  (p  —  1 1,  x  =  up". 
allora,  preso  _>■,_- /(a,,_ij,  abbiamo 

fx*dx  =  lim  2  a*-1?1-1  l*-i>(p— .  1) 

=  lim  **+'  (p  —  1)  |I  +  p*+'  +  P-H-'  +  . . .  +  p  "-■■  '*t  ■  |. 
ìe  è  è  diverso  da  —  1,  è 

/></*  —  lim  a*-1  (p  —  1)  Ì^J  — ^ 

im       f  ~i—  [(ap")H»  —  a*4 ']  =  (**4  >  —«»+») lim       ?, ~  1  -  ; 
=>.  p*"  '  —  1         r  ■=»  p*-r»  —  1 

1  A" 

im  P  =  l,  perchè  è  log  p  =  —  log —  ed  è  lim  logp  =  0.   Ap- 

p —  1 

ido  poi  la    regola    di    l'Hospital,  si  ha  il  limite  di — 

p»  —  1 
do  n  cresce  indefinitamente  comunque,  e  quindi  anche  quando 
e  per  interi  positivi,  che   è    il    caso  nostro;   così   facendo  otte- 


p— 1  ,.  dtt 


/' 


*+  I 


ola  che  vale  qualunque  siano  ned  «  se  i^O;  ma  se  ^  è  e- 

o,  dovremo  supporre  a  e  x  diversi  da  zero  e  dello  stesso  se.  » 

;hè    il    punto    zero  non  appartenga  all'  intervallo  (a  ,  *),   poi  ié. 

ciò    fosse,    la   funzione    da    integrarsi,  qualunque  valore   le  e- 
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nisse  pure  assegnato  nel  punto  zero,  ove  xk  non  avrebbe  più  signi- 
ficato, non  sarebbe  finita  neir  intervallo  stesso. 
Se  poi  è  k~  — 1?  allora  la  (1)  ci  dà 

.v  d9 


Pax 

!         =lim»lp—  1): 

Jf         X            n=z-r 

=  limp_1  = 

..        dn 
:  lim 

a 

n 

n% 

1                     X 

-  «t p  log  * 

"  lim 

X 

=  log  —  lim  p  = 

=  ^g  —  , 
a 

^—  Hill 

»* 

dove  si  suppongono  a  e  #  diversi  da  zero  e  dello  stesso  segno. 
Qui  poi  si  verifica  subito  che  le  funzioni ,  log 


k+l        7      °    a 
hanno  rispettivamente  per  derivata  #*,  —  . 

X 

3)  La  funzione /(at)  sia  data  nell'intervallo  (0,1)  nel  modo   se- 
guente :  sia  f(x)  z=z  —  pei   valori  di  x  da  zero  a  —  ,  —  escluso,  sia 

1  12        2 

j(x)  =  —  pei  valori  di  x  da  —  a  —  ,  — -  escluso,  et.  cioè  sia 

S,      s  1  W    1  ^  W 

/(#)  i= —  per  <£-  x  < —  ,  (  m  =  1  , 2  ,  3  . . .) 

e  sia/(l)  =  0.  La /(#)  è  integrabile  nell'intervallo  (0,1)  perchè  fi- 
nita, e  continua  fuori  che  nei  punti  del  gruppo  y  (m  =  2  ,3,...), 

IH 

che  ha  il  solo  punto  limite  1. 

Sia  x  un  punto  dell'  intervallo  ( ,  —  — -  )    dove    inten- 

r  \     m       '    m  +  1/ 

diamo  ora  con  ;»  un  intero  positivo  fisso  qualunque.  Dividiamo  co- 
munque l' intervallo  (a  9  x)  in  parti  /;,  in    modo  che,   anche   quando 

12        3 
faremo  impiccolire  tutte  le  hS}  i  punti  —  ,  -^    ,  ~  ,..    siano  sempre 

punti  di  divisione.  Allora  è 

X 

r*  1  1  1 

f(x)dx  =  —  lim  2,//,  +  —  lim  22//,  -r  —  lim  23/?.<  +  — 


JJ"  3  '  "    '     4  l  "   '     5 


—       -    lim  2»»—  \h*  H t  1™  2»,//*, 

/«  + 1  w-f  2 


(-; 

1 


in  +  i\  ni     )        m  +  t       4         ìm{m  +  1)       iii{m  t  2) 

=  _*-+±  +  .        ' J__, 

,»  +  2       4        a»  +  1)         -Un,  +  ■!)  • 

e  per ^-x  <C . 

r  in       —     —   m+l 

[amando  'f(^)  1'    1  fix)dx,  cioè  quella  funzione  che  per 
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m —  1  m 


m  —   0»-fl 


1  1  3 


w  +  2T4T2(»  +  l)  2(/w  +  2)  ' 

possiamo  verificare  subito  che  la  <?(#)    è    continua    anche    nei    punti 

;  basta  osservare  che,  se  si  fa  x  — nella  precedente 

tn  ni 

espressione,  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  nel  penultimo  membro  della  (2), 

si  ottiene  — — —  ,  il  quale  valore  otteniamo  pure  facendo 

4         2tn(m  +  1)  '       n  v 

«f  —  1        „ 
x  =z r  —  nella  espressione 


tn 


x  J_      _1_  3 

'      a      '      o««  <n 


tn  +  l   n    4  ^  2w  2(tn  +  1)  ' 


che   dà    i    valori    di    <p(x)   nell'  intervallo  ( —  , ì  :  ed 

\  tn  —  1  tn      f 

1  \      m     )        4         2m(m  +  1)  * 

Si  vede  subito  che  nei  punti  interni  all'intervallo  ( , ) 

\     wi        tn  +  1/ 

è  y'(x)  = —  =/(#),  e  che  nel  punto  la  derivata  di  y(x\ 

tn  +  2  m 

a  destra,  è  —  cioè  fi ),  e  la  derivata  a  sinistra  è - 

'        tn  +  2  J\mr  «  +  1 

Poiché  lim#=l,  e  poiché  la  y(x)  è  continua  anche  nel  punto 


m=x 


uno,  la  formola  (2)  ci  dà  ancora 
ì 


cioè  9(1)  =  —  . 

Osserviamo  poi  che,  se  —  ^  //  ^ sarà 

r  tn  —     —  tn  +  V 


3 

"t 

m 


^Lx  ^ —  ha  il  valore  '•% 


■4 
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»>  ' 


m 


^  1  —  //  ^ 


m 


m 


m  4-  1 


111  ~~  *>— ?H) 


1    il  —  // 


1 


1 


ni  4-  2       2(w  -r  1 


1 


2(w  +  2)  < 


;;/  4-  2  2h{m  4-  1)  («i  -j-  2)  ' 


e,  poiché  //(;«  4-  1)^  1,  sarà  ancora 


9(1-/') -9(1) 


</ 


1    +     l 


3 


m  +  2       2(m  +  2)         2(w  +  2) 


Facendo  diminuire  //,  m  cresce  indefinitamente,  e  quindi  abbiamo 

4)  Procedendo  in  modo  analogo  per  la  funzione  f(x\  che  è  uguale 

a  —  per  —  ^Lx< —  (ni  =  2  , 3  ,  4  . . .),    ed  è  tfl  )  =  -—  , 

w  +  1  ni  —  m  —  1  .* 

/(0)=r(),  abbiamo 

.V 


/f(x)dx  = ; 
Jy               (ti  —  Dritti  +  1 


1 


n 


)«(«  +  !)  («  —  2)  («—])» 


1      •  • 


1 


1- 


(w  4-  l  )  ini  4-  2)  (/;;  4-  3)        w(w  +  1)  0»  +  2) 


_1 1       /  1  \ 

1)0» +  2)  ^m  +  1  V  m  / 


essendo  «  intero  positivo  e  >  ;;*,  e  — ^x  ^ ;  ossia 

ni  —     —  m  —  1 


f^*=lnl 


1 


-u-L). 


1 


4-  1         m(m  4-  1)   '    2   /  w(/w  4-  1)  tt(n  4-1)^ 


ed  al  limite,  per  ;/  crescente  indefinitamente, 


X 


J  w+l  2w(w+l)  ' 


(I 


4;  *9 


che  vale  per  —  ^  x  ^ 

//a  —     — 


1 


m  —  l 
Facendo  m  =  2,  x  =  1 ,  ricaviamo 

ì 


yfo&  =  I 


o 


5)  Come  vedremo  ancora  altrove,  può  darsi  che  riesca  agevole  il 
calcolo  dell9  integrale  definito  di  una  funzione,  cioè  il  limite  della 
somma  S,  non  per  qualunque  intervallo  nel  quale  la/(#)  sia  integra- 
bile, ma  solo  in  speciali  intervalli.  Sia,  ad  esempio,  la  funzione  di  #, 
log  (1  —  2a  cos  x  -h  a2).  Se  a  è  diverso  da  ±  1,  la  quantità  sotto  il  segno 
logaritmo,  cioè  la  quantità  1  —  2  a  cos  x  -f  a8  =:  (a  —  cos#)2  -f  sen2  #, 
è  sempre  positiva  qualunque  sia  #,  e  la  funzione  è  perciò  finita,  con- 
tinua, e  quindi  integrabile,  in  qualunque  intervallo  finito.  Ma  non 
sappiamo  calcolare  facilmente  che  Y  integrale  esteso  ad  alcuni  inter- 
valli, come  ad  es.  all'  intervallo  (0  ,  ir).  Per  questo,  dividendolo  in  n 


ir 


parti  uguali  a  —,  abbiamo 

ti 


T 


/  log(l  —  2*  cos  x  4-  <**)dx 


o 


lim  —  Jlog(l  —  2*  -f-  a»)  -f  log(l  —  2*  cos  —  -r  a2  ) 
»=*>  ti  f  ti  J 


-r  log(l  — 2a cos  —   r  a*)  +  . . .  +  logf  1  —  2 


*  COS 


(;/  —  \)r. 


-l)n    .      tV 


=  lim  —  log(l  —  a)2  -f  lim  —  log  }(  1  —  2*  cos  —  -f  a*  ) 
n  '  n  /\  n  f 


(  l  —  2*  cos  -"—  -f  a*  )  . . .  (ì  —  2* 


iti  —  Dir 


cos 


-fa' 


« 


)!• 


Osserviamo  ora  che  le  radici  della  equazione  in  *,  *?n  —  1  =  0, 
si  ottengono  dalla  espressione 


tu 


2kn        .         2£ir  kn  kr:  - 

cos     -  -  +  i  sen     v  -    =  cos    -     -f-  /seri  ,  (/  —  \    —  lj, 

•>*t  2w 


xn 


n 


ìi 


e--— 


attribuendo  a  k  i 
—  lei  valori  chi 


cos v  '  - 

attribuendo  in  esse 


a*»  —  ] 

(  1  —  2*  cos 

Quindi 


/ì°g< 


1  —  2*cos#-t 


se  |«J  >  1,  allora  lii 


lim  —  log  - 


e  quindi  lim  —  log 


a2"  — 1 


n=-r.  n  a*  —  ] 


=  loga?;  cosichè  abbiamo 
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ir 


/  log(l  —  2*  cos  x  +  v*)dx  =  0 


se  |a|<l, 


u 


n 


J  Iog(l  —  2a  cos  x  +  a2jd*  r=  ir  log 


a*     se    a  >  1. 


ii 


Esercizi 


1.  Sia  f(x)  =  (m  +  1  )  (m      2)   per       **  ,  ^  *  <  m*\,  dove  w 


prende  i  valori  0,1,2,3,,... 


m  -f  1  —  ;w  -f  2 


Allora,  se  x  <  1  e  -^—  ^*  ^  ffl  +  A  ,  è 

w  +  1   —     —   ai  +  2  ' 


J  f(x)dx  =  (m  +  1)  [(/»  +  2  )  *  —  m]. 


0 


2.  Sia  /(>r)  = 


2m 


1 

Per^f=X 


9m 


(w=0,l,2, )   e 


/(l)  =  l  ;  è 

.V 


Jfi**=£-T^Wv!*Té*4±,jA*)d*=l. 


<» 


0 


3.  Sia/(#)  = —  #  se 


1         •  1 


/(*)  =  * 


se 


22w+2  ~  22m"f1   ' 


1         ^  1 


dove  w  =  0,1,2,3....,  e/(0)  =  0,/(l)  =  l. 
Allora  è 


Jf(x}ix  =  - 


x*         1         1 


2        5    4*»'+ 


se 


1 


^  a:  </  —_---.- 


2?m-f2    —      —    2*m-rl    ' 
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1    /  .  .  1_ 


O 


/  fiXMiX  =      — - 


II 


4.  Sia  /(#)  uguale  alla  differenza  tra  *  ed  il  numero    intero  più 
vicino  ad  *•,  quando  x  non  è  della   forma  ;»  +  -,  dove  w  è  intero, 

zero  compreso,  e  sia /(/;/  —  -—]  =0;  allora  è 


se        (/«—  l)i-  —  ^*^w+— , 


(I 


qualunque  sia  l' intero  ;;/,  anche  zero. 


7t_ 


). 


/  log(l  —  2*  sen x  -r  x*)dx  = 


\ 


0 


se     ;<x  <1, 


7t 


^ ir  Ioga8    se     [«:>!. 


Per  provarlo  si  osservi  che  le  radici  complesse  della   equazione 
a4'"  —  1=0  si  ottengono  dalle  espressioni 


k*K  kit 

sen   _ f- 1  cos 


2/;/ 


2/// 


kit  to 

sen *  cos  — — 

2/w  2/« 


facendo  £  =  —  \m  —  1),  —  (/;/  —  2)  ,  . .  .  —  1  , 0  , 1  ,  2, . . .  m  —  1, 


<5. 


/'log  Se"—  dx  =  £  (1  —  log  ::), 


II 


sen  x 
dove  per  a:  =  0  si  intende  attribuito  a il  suo  valore  limite       ». 


x 
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Si  faccia  uso  della  formola 


«4-J- 


\/27r  e-n  nn\/  n  -^  1  .  2  .  3  . . .  n  <  \2ne  -7l  «n  Y», 

valevole  per  quanto  grande  sia  l'intero  positivo  n  (Vedi  ad  es  :  Serret, 
Cours  d*  Algebre  supèrieure.  Sezione  2a,  cap.  4°). 


Integrali  indefiniti  —  Metodi  di  integrazione. 

199.  Sia  f(x)  funzione  finita  e  continua  in  un  certo  intervallo,  a 
un  punto  fisso  qualunque  e  x  un  punto  generico  di  esso.  La  funzione 

X 

!  f(x)dx  -f  C        (C  costante) 

ci 

è  T  integrale  generale  o  completo  di  /(#),  ossia  quella   funzione,  la 
cui  derivata  è  /(#);  la  si  indica  col  simbolo   lf{x)dx,  preponendo  il 

segno    /  al  differenziale  f(x)dx:  cioè 

.V 

(1)  JhW*  —ff{*)dx  +  e, 

a 

e  si  chiama  anche  integrale  indefinito  o  semplicemente  integrale  della 
funzione  f{x)  o  del  differenziale  f(x)dx. 
Da  questa  posizione  risulta  subito  che 

dj/(x)dx=f{x)dx  ,     ddxJAx.dx  =f{x)  J<?\x)dx  ^Jdtfx)  =  *(*). 

La  formola  (1)  ci  dà  l' integrale  indefinito  mediante  un  integrale 
definito.  Notiamo  subito  che  se  si  trova  in  un  modo  qualunque  l' in- 
tegrale indefinito  lf(x)dx  —  y(x)  -f  C,  per  quanto  vedemmo  al  n.  18<>,  è 

X 

f/{x)dx  =  [?(*)  +  CJ  -  l<?(«7)  +  C|  =  <p(*l  -  t(a), 


a 
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formola  che  ci  insegna  a  calcolare  V  integrale  definito  mediante  l' in- 
definito. 


200.  Noi  diciamo  che  V  i/(x)dx  è  espresso  in  termini  finiti,  quando 

si  riesca  ad  esprimere  con  un  numero  finito  di  operazioni  analitiche, 
sopra  le  funzioni  elementari,  quella  funzione,  la  cui  derivata  è  /(*) 
nell'  intervallo  che  si  considera.  Ora  la  formola  (1)  del  n.  precedente 
ci  indica,  che  la  via  diretta  per  conseguire  P  integrale,  in  termini  fi- 

X 

niti,  sarebbe  il  calcolo,  in  termini  finiti,  dell*  /  f(x)dx}  cioè  del  li- 

a 

mite  della  somma  S  relativa  ad/(#)  ed  all'intervallo  generico  (a^x'i 
ma  tale  calcolo  riesce  solo  in  pochissimi  casi.  È  perciò  che  la  via 
diretta  non  viene  quasi  mai  battuta  pel  conseguimento  della  inte- 
grazione, e  si  cerca  invece,  data  la  funzione  /(or),  di  arrivare  indi- 
rettamente a  scoprire  una  funzione   q>(#),  espressa  in  termini    finiti, 

che,  derivata,  riproduca  f(x\  ed  allora  è  lf(x)dx  =  y(x)  +  C. 

Se  riconosciamo,  senz'  altro,  in  una  funzione  f(x)  la  derivata  di 
un  altra  funzione  <p(*),  la  integrazione  di  f(x)  è  immediata  ;  così  ab- 
biamo immediatamente  le  seguenti  formole  fondamentali: 


/• 


xm+l 


^=——      ,       (»>-l), 


;«-+-!      '     v     < 


ad  es.  :  jxdx  =  —     ,      I  x*dx  =  —  , 

f*,—  f—  3    —         <*       a_ 

J\/x*dx  =  Jx*  dx  =  —x*  =—x*\/x% 

i%  àx  .—      r  dx  \  _      r  Vy  .         x^  ^l 

/—==ZV*  ,  /-4— =4V*  '   I  *         dx  =  — , 

J\'x  J  y^  X        J  V3+1 
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fix 

#_  — log*, 

•  /      X 


lérdxz=:eTy  /< 

I  cos  xdx  =z  sen  x,  /e 


gtnor 

em*  dx  = 


ni    ' 


,          sen  nix 
cos  w#  dx  = , 


/sen  *<fc  =  -  cos  *,  fsen  mxdx  =  ~ 

I — ?—  =/(l  +  tg2  *)<b  =  tg  *,  /- 
*/   cos**      */  •/   < 


/« 


cos  w# 


?/i 


*/#  •  tg  wx 


cosz  mjf  ni 


/dx                                                  fa 
— o—  =  —  cot  x,  ! ; 

sen2*  •/  sen* 


dx  cot  mx 


sen2  mx  .  m      ' 


—      =  arc  sen  xì  I -=  —  are  «»n  — 

nelle  quali  formole  abbiamo  omesso,  per  brevità,  di   aggiungere    in 
ciascuna  la  costante  C. 

aox.  Per  conseguire  un  integrale  in  termini  finiti  non  possediamo 
una  via  sicura,  tranne  quella  del  calcolo  del  limite  della  somma  S, 
che  in  pratica  non  riesce;  vi  sono  però  degli  speciali  artifizii  e  dei 
metodi  o  processi  di  integrazione,  che,  abilmente  adoperati,  possono 
condurre  allo  scopo. 

Osserviamo  primieramente  che  una  costante  a  può  portarsi  fuori 

del  segno  /,  cioè 

faf(x)dx  =  a/j'(x)dx 
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a    meno    di    una    costante    addittiva    C,    giacché    le    due    funzioni 

/af(x)dx,  a  I  f(x)dx  hanno  la  stessa  derivata  af(x). 

Inoltre  l' integra  le  della  somma  di  un  numero  finito  di  funzioni 
è  uguale  alla  somma  degli  integrali  delle  funzioni,  cioè 

=  ffl(X¥X  *-/f*(*)<k  =•-  •  -  -  ^ffn(x)dx 

a  meno  d'una  costante  addittiva,  giacché  la  funzione  nel  primo  membro 
e  quella  nel  secondo  hanno  la  stessa  derivata  fx(x)  dtf2(x)  db  ...±fn\xi. 

202.  Ciò  premesso,  i  metodi  soliti  a  usarsi  per  la  integrazione 
di  un  differenziale  sono  i  seguenti. 

Integrazione  per  decomposizione.  —  Consiste  nel  decomporre  il 
differenziale  integrando  in  altri  il  cui  integrale  sia  noto,  o  facilmente 
determinabile. 


Esempi 


1)  Si  voglia  integrare  il  differenziale 


sen*  x  cos2  x 


;   osservando   che 


1 


sen2  x  cos2  *        cos2  x    '    sen2  x 


-f        9      ,  applicando  il  precedente  teorema  e 


rammentando  le  formole  fondamentali  testé  determinate,  è 

y»       dx               p   dx  p  dx  _   ,  _ 

— \ =—  =  / , h  / — -t —  =  tgx  —  cot*  +  C,  (C  costante). 
seir  x  cosz  x     J  cos*  x      J  sen*  x 


2)    /  cos2  x  dx  _=  /  —  (  1  4-  cos2  x)dx 

=  --  ! dx  +  -  fco>2xdx  —  ^- 


sen  2x 


+  c> 


/«,      ,          /»             „      ,         x        sen  2x       _ 
sen*  x  dx  =  /il  —  cos*x)dx  =  — -f  C. 
J                                2             ± 
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i  <  r  dx       r  dx  i 

2a  t*  /   a  —  a:       J  a  +  x  S 

=  —  )  —  \og{a  —  x)  -f  logia  +  #)  {  +  C 
Za  \  ) 

Za  a  —  a: 

a  -\-  x 

dove  si  suppone  >  0,   ed    eseguendo    il    calcolo   si   suppone 

a  —  x 

pure  a  +  x  >  0,  a  —  x  >  0.  Osserviamo   però,  a  proposito  di  questo 

integrale  e  per  altri   analoghi  che  si  presenteranno  nel  seguito  che: 

se  è  f{x)  ^  0  ,  essendo 

d   -       ~  /'(*) 

-log/^---- 

si  ha 

ff\x)dx 

7-^— ^ìog/M  +  C, 

e  se  è  /(*•)  <  0 ,  essendo 
si  ha 

In  ogni  caso  è  dunque 

//S"A=logi/(*)>c 


^ 
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Seguendo  I5  uso  comune  scriveremo  semplicemente 


y 


V^=log/w  +  c, 


sopprimendo  il  segno  di  assoluto  per  la  f(x)  sotto  il  segno  log,  ma 
però  sottointendendolo.  Applicando  al  nostro  caso,  avremo  dunque 


/ 


dx 


a*  —  x* 


1   ,       [  a  +  x 


a 


+  c, 


che,  seguendo  l'uso  comune,  scriveremo 


/dx             1            a  +  x 
— s r  =  —  log +  C. 
cr  —  x*         za          a  —  x 


dx 


//  i  -*-  r        C        1  ~*  ' x  r    dx  r   x  dx 

dx  V  T^  =J  dx  V^  =7  VT=^  V  VT^ 

=  are  sen  #  —  /  d\/  l  —  #2  =  are  sen  #  —  \/  1  —  *'  ■+■  C. 

203.    Integrazione  per   sostituzione.    —    Avendosi    da    calcolare 
l' integrale  /  f{x)  dx,  si   ponga  x  =.  y(y)  essendo  y(y)  funzione  uni- 
valente  che  ammetta  derivata  continua  y{y),  e  si  consideri  V  integrale 
I  fl<?(y)ì  9  00  4y  ottenuto  da    //(*)  dx  ponendo  <?(y)  in  luogo  di  x 
in  f(x)  e  <?'(y)dy  in  luogo  di  dx.  Sia 

J*fWy)\  Ì(y) fy  =  <IO)  ,       e  quindi        +'(7)  =  fWy)\  9'W- 

Dalla  #  =  <p(  v)  supponiamo  ricavato  y  per  a;,  cosicché  siano 
y  =z  9,(a;),  ^  =  y2(x) , . . .  i  diversi  rami  uni  valenti  della  funzione  1 
di  a:  definita  dalla  x  =  ?(^),  essendo  così  cpfcp,^)] —#,  9[92(a")]  —  *•••• 
Tra  essi  prendiamo  quello,  poniamo  sia  y  =  ^i(x),  che  si  suppone 
considerato  nelle  formole  precedenti,  cosicché  sia 

dy 

9'(>)  •£;  =  <?'(y)  9'iW  =  1, 

dovendo   perciò  supporre   $\(x)   sempre    diversa  da  zero 


K* 


n.    ,11 
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Allora  abbiamo  : 

e  quindi  +[9i(*)]  e  J f(x)dx  non  potranno  differire  altro   che   per  una 
costante,  sicché 

Jf(x)dx  =  ^ì(x)]  +  C. 

Da  quanto  precede  si  scorge  che,  l' integrazione  del  differenziale 
f(x)dx  è  ridotta  a  quella  del  differenziale  f[v(y)]  y(y)dy\  il  quale, 
presa  convenientemente  la  funzione  x—-y(y\  o  la  y  =  <p(x),  potrà 
riuscire  più  agevolmente  integrabile  del  differenziale  f(x)dx.  Non  vi 
sono  regole  che  indichino  in  ogni  caso  la  scelta  di  tali  opportune 
funzioni,  e  solo  la  pratica  e  Y  abilità  protranno  guidare  P  accorto 
analista.  Intanto  abbiamo  la  regola  seguente: 

Siano  x  =  <p(y),  y  =  ^(x)  funzioni  univalenti  e  che  ammettano 
derivata  e  sia  y(<?i(x)  )  =  xy  <p'(y)  ?'i(x)  =  1  ;  allora,  trasformato  il 
differenziale  f(x)dx  in  f(9(y)  )  <lp'(y)dy  mediante  le  posizioni  precedenti, 
se  si  trova 


yW)l  ?'(y)dy  =  +(y)> 

/f(x)dx  =  tf9l(x)]  +  e, 


e  scriveremo 


Ji{x)dx  =fwy)\  9'(y)dy  =  <Ky)  +  e  =  +[9l(x)|  +  e. 


Esempi 


/dx 
:  poniamo  x  =  \ogy,  e*  =y>  da 
e?*  4-  e — T 


dy 
cui  dx  =  —  ;  avremo 


f     **        =f—9 =  A^Lr=arctg,  +  C  =  arctg<"'  +  C. 

J<"^     ./^G  +  ì)    «''   +1 

29 


«  § 
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nella  quale  forinola  intendiamo  preso,  sotto  il  segno  logaritmo,  come 
abbiamo  fatto  notare  precedentemente,  il  valore  assoluto  di  f(x)  ; 


J 

f: 


df(x) 


Vi  -/(*)' 


=  are  sen/(#)  +  C, 


f(x)dx  1  f(x)        „ 

t--?--  =  —  are  tg  JK-    +  C,  etc. 

a*+f(x)*        a  a 


Ad  es.  : 


/ 


(Sa  V  +  A)rf* 

jV  +  £#  +  <; 


log(^V  +  to  +  e)  +  C, 


/#</,*     1     /»  2#<fa    1  #' 

^T74_  ~  "2  y  ~^h^  ~  ^arctg  ~* + C' 


2a5 


/  sen3  #  cosa:  </#  =   /sen3*  d  sen  a*  =  — -  sen4  x  -|-  C, 
f\/l-rxdx=iyi-rxd(l  +  *)  =  -|(l  +  *)"*"  +  C 


204.  Integrazione  per  parti.  Siano  «,  0  funzioni  univalenti  con- 
tìnue e  che  ammettano  derivata;  allora  dalla  formola 


d(uv)  =  u  dv  +  v  du 


abbiamo 


>ssia 


uv  =  fu  dv  4-  Ivdu 

I  udv  =z  uv  —  Ivdu, 

:he  riduce  la   integrazione   di   udv  a  quella  di  vdu,  ed   osservando 

;he  v  =  I dv,  possiamo  enunciare  la  regola  : 

L  integrale  del  prodotto  di  un  f attor  finito  u  per  un  fattore 
Uff cr enfiale  dv  è  uguale  al  f attor  finito  per   V  integrale  del  f attor 


li 


7$ 


:*3 


differenziale,  meno  V  integrale  delP  integrale  trovato  pel  differenziali 
del  /attor  finito. 

Per  applicare  questo  metodo,  detto  di  integrazione  per  parti,  si 
decomponga  il  differenziale  integrando  nel  prodotto  di  un  fattore 
finito  per  un  fattore  differenziale,  il  che  può  farsi  in  infiniti  modi, 
e  si  scelgano  in  guisa  che  del  fattore  differenziale  si  conosca,  o  si 
calcoli  facilmente,  l'integrale,  e  che  il  nuovo  integrale,  che  ancora  ri- 
mane da  calcolare,  sia  più  facilmente  calcolabile  del  proposto.  Sta 
all'abilità  del  calcolatore  il  trovare  convenientemente  questi  due 
fattori. 

Hsi:mpi 

1)  Prendendo  log*  per  fattore  finito  e  dx  per  fattore  differen- 
ziale abbiamo,  integrando  per  parti, 

/log  x  dx  —  x  log  x  — Jdx  —  *(log  x  —  1  )  +  C. 

2)  Cosi  pure  abbiamo,  seni;  — 1, 

//'           *•*+' 
x'"  \ogxdx  =  lìogxd-   —  — 


;hf' 


ìTrr" 


se  m=^ —  1,  abbiamo,  senz'altro, 

I  log  *  --  =  I  log  xd  log  *  =  —  (lg  x)*  t  C, 

■A)  jco%{\ogx)dx  =  jxcos(logx)  —  =.-  fxdsen(logx 

l'I)  =  *  sen  (log  x)  —Jsea  (log  x)dx, 

e,  analogamente, 
(■■ìlJsen(lQgx)dx=—Jxdcos(logx)  =  —xcos(\Qgx)-T-iJ'cos(\og  )à  j 
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cosichè  la  (1)  diviene 


/cos  (log  x)  dx  =  x  [sen  (log  x)  -;  cos  (log  x)]  —  /cos  (log  x)  dx 


da  cui 


/ 


1 


cos  (log  x)  dx  =  —  *[sen  (log  x)  +  cos  (log  #)J  -t-  C  ; 


e  dalla  (2),  ricaviamo 


/■ 


1 


sen(log  x)  dx  =  --  x[sen(log  x)  —  cos  (log  x)]  +  C. 


sm 


205.  Una  forinola,  che  contiene  come  caso  particolare  quella  della 
integrazione  per  parti,  e  che  può  riuscire  utile,  si  ottiene  nel  modo 
seguente. 

Indicando  con  u  ,  v  ,  w" ,  v", . . , .  le  derivate  di  u  ,  t»,  abbiamo   # 

juv(n)  dx  =/ud(v,n-]))  =  uv'n-^  — .  /f/'trf»— i)  <fc  ; 

applicando  F  integrazione  per  parti  all'integrale  dell'  ultimo  membro 
abbiamo  ancora 

/uvW  dx  =  uv<n—l)  —  tt'r1"-2»  -f   /«'i-i"--1  dx, 
e,  integrando  per  parti  l' integrale  del  secondo  membro, 

Jutf»)  dx  =  uvi"-1)  —  uW«-*i  +  u"v"— 3-  ■—/«"'  ^in""3)  <&? 
e,  così  di  seguito,  otteniamo  la  formola 

Juvn>  dx  =  iip"»— u  —  «V»--1  +  wVw-3'  —  . . .  -h  (—  l)"-1  w(M~l  i> 

-r  (—  \)nJu"*vdx. 


eax 


'il 


Cosi,  ad  esempio,  se  u  =/(*)  ,  r  = ,  dove  f(x)   è    un  po- 
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ed  allora 


C\!xdx  ffdy  fa+f-a  f  dy 


y 


X 


=  2y  —  2\/  a  are  tg  -<  -  =  2\/ x  —  2V  a  are  tg  \/- 

\/a  V  « 


e  quindi 


/• 


are  sen 


x                                        I  x  — — 

— - —  dx  =  (x  -f  a)  are  tg  \/ V  ax  +  C 

4  r  ir      — 

=  (x  +  a)  are  sen  \/  __y^+c. 


2)  Volendosi  V  integrale 


1 


/ 


dx 


ax2  -h  bx  +  e 


si    osservi  che  ax2  +  bx  +  c  =  a    (  x  -\ ) 


-+- 


4ac  —  *b2 
4a2 


,   cosichè 


1  = 


dx 


J  (*  +  2a) 


b  \2       4ac  —  b2  ' 

-f-  — — 


4*1 


Se  è  4ac  —  b2>  0,  poiché  dx=  di  x  -t  -}-  \  ,  l' integrale  del 


se- 


condo membro  è  della  forma  f — -^ —   e  quindi 

e/  y2  -f  A2        n 


1  — — 


1  1 


6 
^  2* 


-, -  •  are  tg r- 

«  J4ac—b2  .!  4ac-h2 


v 


4a2 


v 


4<r 


2  2^  •  A 

—  .-— --_  --  are  tg -_-  - 

y/4ac  —  b*  \4ac  —  P 


Se  è  Aac  —  A*  < 


\b> 

Se  Aac  — 

-«•=0 

1=4 

1(7, 

Cosichè  : 

riassum. 

[yS 

-7^-.  are  tg 

^*  + 

V 

Y4ac  — 

■4' 

A 

_)_ 

V*+c 

C         sete-  A*>0 


1  2a*+  *  —  V**— 4<K      ^        ,  ,.  ,. 

log --  l-C  »    Aac  —  òt<fl. 


;ya*-  te     2.j*+ è  +  v**— te 

In  particolare,  se  a  =  1,  e  —  1 ,  i  —  2  cos  f,  4ac  —  b*  =  4  sea*  *- 
abbiamo  la  formola 

/dx  1  x  +  cos  9 

1 -+- 2*  cos  <?  +  **         sentp  sen? 

3)       /L^+"?_i=M^       **  n/~        * 

./  a*1  +  è*  +  f  ./  a*1  +  bx  +  e  J    ox*  +  bx  +  e 

•Za,/  ax*  +  bx  +  e  J    ax1  ■+  bx  +  e 


4) 


_  M    f    2ax 
~  ~2aJ  ax*  -f 


+  b 


bx  -f  e 


dx  -f 


V  2a  )  J  , 


da: 


##*  +  bx  ■+■  £ 


M 


,  ,       /XT        bU\    C         dx 


/ 


<fo 


3 


(*  +  *#2)  2 


■/ 


*/# 


i 


-  =  -±f- 


bx  -f  e 
d(ax-*) 
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« 


1     (ax-*+b)    * 


2* 


1 


+  C  = 


# 


<*  V*  •+■  **s 


(ax-~*  +  b)  -' 


+  C. 


-•# 


.  ••  •**« 


■f 

>    ;1  i 


5) 


/•  <& _   /Vl+*  +  Vi—  a: 


_<& r 

x  —  V 1  —  *•     «^ 


y/i+x-  v 
!  ■+-  *     a# 


/I  +  *       a*  ri  — 


1  —  x        dx 


dx 


fyl  +  x     J       x     2\(\  —  x 
dove  supponiamo  x  diverso  da  zero  e  \x\  <L  ] . 


Osservando   che 


dx 


dx 


-  z=rd\/l  +*,  e  —  -    =  —  d\/\ 

2\/l  +  *  2\/\  —  x 


—  x1 


siamo    indotti   a    provare    le    sostituzioni    Vi    *  x  =y   nel   primo, 

\/l — #  =  {   nel  secondo   integrale  dell'ultimo  membro   della  for- 
inola precedente.  Ciò  facendo,  il  primo  integrale  diviene 


/V»  =  /y-i  +  i^=,+  l 

./  /— 1      J      f—  1        ^      ;T  2 


log 


v— 1 


y+  1 


ed  il  secondo 


e  perciò 


y 


dfc 


/!+*--  VI— ; 


:\/l+X  +  Vl-y+—  log- -L^-___~I  +  C. 


(Vl+*+l)(Vl-*-H) 


rjf**; 
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12-  Jt^=x-ìo^{^^ 


13 


/xA  dx    


X  X9 

a3  are  tg ( — ; a*x. 

a         8 


*/  #'  —  a*  2  *  +  a         3 

r  x  +  cos  a:    _  1  +  sen  # 

15.        / dx  =  x . 

J     1  —  sen  x  cos  x 


yx                            x         a 
are  tg  —  dx  =  x  are  tg log  (a*  +  #8). 
£                             a         2 


17. 


18. 


19. 


—    -5  arctg*  J*  =  a;-  — -  arctg  a:  are  tg#-log V 1  +  x*. 
i  ~'r  x  L        ^  J 


/ 


x  e*  dx  cx 

(\  +  x)%  ~    l+x 


dx                          x 
— —  = (n  qualunque  diverso  da  zero). 


(a  +  bxn)  n  a(a  +  bxn)  n 


/x                             x  

are  sen  —  dx  =  x  are  sen h  V  a*  —  x2 . 
a                             a 


21.  / 


x  are  sen 


99-      #  a:  are  tg  —  dx 


—  dx=—    (2*2  —  a2) 
a  4    l 


* 


are  sen ^-  #  V  a*  —  x% 

a 


1 

ax  I . 

«  J 


23. 


r      dx        

J  x\ 'x1  —  a* 


1  ci  „         1  (2 

—  are  sen h  C  =  —  are  cos hQ 

a  x  a  x 


i  \x*  —  a*     ^ 

=  —  are  tg  — h  C2. 

a  a 


1 

t 
»»  ■ 

ZA 


r 


./ 
./ 
./ 
J 
.1 

J 


Jj^Ti^  =  5TTÌJ7  l  TTii  ì     per  "  iua,,"K",e  di" 
f    a*         1  ,       * 

/tgM+]  * 
(lgn  a-  +  tg"+!  a:)  (/*  = —  per  w  qualunque   diverso 

;  se  «  =  —  1  è   /  |- — -  +  tg*  )  dx  —  log tg  x. 
Se  «  è  intero  positivo  si  ha 

f.  .      ?         *■-•*         tg*-8ar        tg"~^* 

I±     (-+(tgx  —  *)    se  »  è  pari 
/  ±  —  -  dtlogcos*    se  «  è  dispari. 
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33.  Se  f(x)  è  funzione  razionale  intera,  abbiamo 


//(*) 


cos  ax  dx  = 


senax 


cosax 


[m-q 


/'(*).  +jT(*i 


r  w 


+  ... 


_a         "T 


"«»       "'J' 

- .  •  •  I  • 


sen  a# 


[/•(*) -^ 


/••(*)  ,  /"•(*) 


34.  Se  f(x)  è  funzione  razionale  intera  di  grado  n  —  1 ,  abbiamo 

f—f®—  *  -  ±  _L_  \J?=DL  f(x)  _  <«-2>!  r(x) 


35. 


#  #  are  tg  y  — 


=  —-(**  —  «*)  are 


„^_^L  [>._.]. 


.A 


are 


tgy 


a; 


*/# 


1  I     1      .  * 

—  #* <**  +  a" 

5         a 


]■ 


/*"  are  tg  U  —  <fc  = #"4  >  +  (_!)»  a" 
V    tf                  »  +  1     L 


+  » 


are  tg 


te 


«  +  i    I  2«  +  1   *         2»  —  1 


a**-1  +  - 


1 


2»  —  3 


a*  *»-* 


I 
2«  — 5 


a3*" 


-3  +  . . .  +  (—  l)"-1  —  a"-1  x  +  (—  1)-  ««  1  . 


classi  di 
Le  fi 


Rr) 
208.  Passando    alle    funzioni   razionali    fatte  — ; —  ,   dove    Feo 

sono  funzioni  intere,  se  il  grado  di  F(x)  supera  o  uguaglia  quello 
di  <p(x)  è  opportuno  eseguire  la  divisione  di  F(#)  per  9(*)  ottenendo 
cosi 

dove  Q(x)  è  funzione  intera  ed  il  grado  di  f{x)  è  minore  di  quello 
di  y(x)  ;  allora,  poiché 

J    f{x)  «/  •/    9(jrJ 

il  problema  è  ridotto  alla  integrazione  della  frazione  più   semplice 

La  integrazione  di  questa  si  opera  integrando  altre  frazioni  più 
semplici,    corrispondenti   alle  radici    della   equazione   ?(*):=  0,  nella 

/w 

'  <pW  ' 

S^  a  ^  r^AVi'  ifc//a  equazione  y(x)  =  0,  r  il  suo  grado  di  moltt- 
plicità,  cotiche  sia  ?ix)--:(x —  a)r  <pi(x),  <j//or<;  esistono  delle  costanti 
A,.  A,-., ...A.  fti/i  rA* 


"            5(xi         (x--l)' 

A—,                           A,           £4x1 
(x— a)"—  '       -""r  x  — a  T  9l(M 

ifow  f,{x)  indica  funzione 

ragionale  intera. 

Cominciamo  dal  prov 

are    che  si    può    determinare  A,    in    gin 
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che  risulti 


(2) 


m_  = m_  _ 


/.(*) 


— (.- — ~ 


(x  —  ay        (*  -  a)'-*  ^(x) 


dove  f\(x)  è  funzione  intera. 

Invero,  abbiamo  identicamente 


+ 


A*) 


J\X)     _  Ar_ 

<p(*)~  ~  (x  —  *)r     '    (*  —  a)r  yx(x)  (x  —  a)1 


Kr 


^  + 


f(x)  —  Ar  yx(x) 


{x  —  ày  ^  (x-ay^x)  ' 

f(a) 
che  diviene  la  (2)  se  assumiamo  Ar  =       '  ,  dove  /(a)  e  9j(tf)  sono 

certamente  entrambe  diverse  da  zero  per  le  ipotesi  fatte,  poiché  allora 
f{x)  —  Ar  9i(#)  risulta  divisibile  per  x  —  a,  e  possiamo  porre 

—J\\xh 


x  —  a 


x      a 


essendo  così  fx(x)  funzione  intera. 


/>(*) 


Applicando  lo  stesso  procedimento  alla  frazioue  -  x  , 

ed  alle  analoghe  che  successivamente  si  presentano,  si  arriva  eviden- 
temente alla  formola  (1). 

La  determinazione  effettiva  delle  costanti  A  è  riassunta  nelle  for- 
inole seguenti: 

*•  =  $    ■  m  =  **-:±r-' 

,  a        _  fi(a)  s  M  _  /iW  —  Ar   ,9i(^) 

9i\a)  x  —  a 


(3) 


I 


9i(*) 


Ar— 2  "_    ,  _x  ,       J3\X)  „  _  "    ~) 


/?(*)  —  Ar_,9l'^ 

*  —  a 


wl  è  a  notare  che  le  operazioni  indicate  sì  eseguiscono  con  relativa 
celerità,  giacché  i  quozienti  delle  divisioni  per  *  —  u  si  ottengono 
subito  colla  tavola  del  Raffini,  e  si  ha  anche  il  vantaggio  di  avere 
un  controllo  della  esattezza  dei  valori  delle  A  nel  fatto,  che  se  qualche 
valore  non  è  ben  calcolato,  la  successiva  divisione  per  x — a  non  dà 
più  zero  per  resto. 

Osserviamo  ancora  che  se  y^x)  fosse  una  costante,  sarebbe  allor 
f(x)  di  grado  al  più  /- —  1,  la  ft(x)  di  grado  al  più  r  —  2,  ecc.  co 
siche,  la  /,_,(*)  riducendosi  ad  una  costante,  la  fjx)  sarebbe  zero. 

Se  poi  b,..c  sono  le  altre  radici  della  equazione  9(*)  =  f 
j,..A  ì  loro  gradi  di  molteplicità,  poiché  esse  sono  radici,  colli 
stesso  grado  di  moltiplicata,  della  $,(*)=  0.  si  vede  che,  applicand< 

fr(x) 

alla  — - —  lo  stesso  procedimento,  e  tenendo  presente  l'ultima  osser- 
vazione, si  giunge  alla  formula 

f{x)    _       Ar  Ar-t  A, 

>(*)"  ~~   (x  —  ay       Jx  —  a)*-'        "  "       x  -   a 

B,  Bv-i  B, 


flx) 
ed  otteniamo  così  la  decomposizione  della  —j-r  >n  frazioni  semplici. 

2og.  La  frazione  — —  non  può  decomporsi  in  frazioni  semplici 

della  precedente  forma  che  in  un  sol  modo. 

Invero,  se  con  un  altro  procedimento  si  trovasse 


M 

AV                AV'-i 

j-  +  .. 

-<^V 

*<x) 

[x-af  '    {x-aV- 

,-rebbe 

Ar 

AV' 

,**ì 
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per  tutti  i  valori  di  x  diversi  da  a  ,  b. . . .  ma  pur  prossimi  quanto  si 
vuole  ad  a  ,  b} . . . 

Dico  primieramente   che  r  =  r']  giacché  se  fosse   r>r\  rica- 

vando  dalla  formola  precedente  il  valore  di  ^-r—  e  riducendo 

r  (x  —  a)r 

il  secondo  membro  al   denominatore  comune  (x  —  a)r— l  <|>(#),   dove 

<K#)  non  si  annulla  per  x  =  a,  avremmo 


Ar —  +i(*) 


(x  —  ay         (x  —  a)r~l  <\>(x) 


da  cui  IAJ  =  \x 


♦ito 


Prendendo  x  convenientemente  vicino  ad  a  possiamo  rendere  il 
secondo  membro  minore  di  qualunque  quantità  prefissata  positiva  a, 
e  quindi  la  costante  Ar  deve  essere  zero;  e  così  pure  si  vedrebbe 
che  devono  essere  zero  le  costanti  Ar_x ,  Ar— t , . . .  Ar'-j-i. 

Dimostrato  così  che  r  =z  r\  la  formola 


(i) 


ci  dà 


A', 


(x  —  a) 


r       ' 


(* — «r 


-  +  ... 


Ar . —  A  , 

(x  —  ay 


<W*) 


(*  -  ")r-'  <M«)  ' 


dove  <j»s(*)  non  è  annullata  da  x  =  a,  da  cui 

|Ar-AV|  =  !,-.|||^l, 

e  qui  pure  si  vedrebbe,  come  precedentemente,   che  Ar  —  A'r  =  0, 
ossia  Ar  =  A'r. 

Sopprimendo  allora  dalla  (1)  i  due  termini  uguali  nei  due  mem-# 
bri,  si  dimostra,  nello  stesso   modo,  che  Ar_ j  —  A', — i   etc.  :   e  poi 
che  s'  =  s}  Bs  =  B'tJ  B,__ i=B',-i,  etc. 

f(x) 
210.  Decomposta  la   frazione  -     -  in  frazioni  semplici,  la  inte- 

fa) 
grazione  del  differenziale  -    --  dx  è  immediatamente  eseguita,  giacché 

30 


•*  ; 


>5t 


1 


4<><> 

abbiamo,  supposte  reali  le  a  ,  £, . . . , 


Y  <P(*)  (r-l)(x-a)r-* 


A, — !  A2 


i)>'-\      (r^2)(x-a)r'x  x-a 

(1)  \  B*  B*_i  Bt 


4-  At  log(*-a) 


i-  Blìog(x-b) 


Se  *  è  radice  semplice,  la  parte  di  integrale  che  da  essa  proviene 

è  solamente  Ax  log(#  —  a),  dove  Ax  =  ^~  .  Osservando    che    dalla 

9i(a) 
eguaglianza  <tfx)  =  (x  —  a)  y^x)  si  ricava  o(x)  =  <pj(*)  4-  (* —  *)  ?VX* 

e  quindi  <p'(j)  =  yx{a\  abbiamo  ancora  A,  —  ^-—  :  e  così  pure  se* 

fosse  radice  semplice  si  avrebbe  Bj  =  -^77^  ecc.  Se  le    radici    della 

q>(#)  =  0  sono  tutte  semplici,  gioverà,    per  determinare  i  coeffìcenti 
corrispondenti  A,,  B! . . . . ,  far  uso  di  queste  formole. 

2n.  La  decomposizione  precedente   in   frazioni   semplici   vale  in 
ogni  caso,  anche  se  la  y(x)  =  0  ha  delle  radici  complesse. 

Ma  noi,  almeno  per  ora,  cioè  fino  a  che  non  siano  trattate  con- 
venientemente le  funzioni  di  variabili  complesse,  non  possiamo  ese- 
guire la  integrazione,  a  meno  che  non  si  possa  liberare  dagli  imma- 

flx) 
ginari  il  secondo  membro  dello  sviluppo  di  ^Vr  •  Ciò  riesce  facil- 

mente  se  i  coefficienti  di  f{x)  e  y(x)  sono  reali.  Allora  le  radici  com- 
plesse di  y(x)  =  0  sono  coniugate. 

Supponendo  a  e  b  radici  semplici  complesse  coniugate,  a  =  |i  -r  rv, 

b  =  fi  —  iv  (1  =  y_  l  ),  abbiamo 

A,  =  §±?\  =  G  +  /H,         B1  =  ^4  =  G-.H, 

9  (|A  +  IV)  '  9'(JJL  ~  IV)  ' 

e  la  parte 1 *—  dello  sviluppo  di  ^-^.  che  da  esse  prò 

x  —  a        x  —  b  rr  9(#)'  r 

viene,  riducesi  a 

G  +  «  H      t     G  — iH     _  2G(*  —  fi)  —  2Hv 


x  —  fji  —  iv        a;  —  fi.  +  iv  (x  —  fi)*  +  v*        * 


7W 


•i 


'•"*; 
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che  è  scevra  da  immaginari;  e   la  corrispondente  parte  di  integrale 


di  M&  è 


¥,*) 


S- 


2G(*  —  ù  —  2Hv 


=«/; 


2(x  -  pt) 


dx  =  Gl  .-!!_>*>      dx  —  2Hv  /* & 

(^  —  pi)2  +  v2  J   {x  —  \t.f  +  v2  «/  te  _ 


(*  —  I*)*  +  v? 


=  G  log[(*  —  pi)2  -f  v2J  —  2H  are  tg 


x  —  pi 


212.  Supponiamo  ora  *  =  p  +  tv,  6  =  ji-- *v  radici  coniugate, 
il  cui  grado  di  moltiplica  sia  r,  cosichè  <p(*)  =  p7*^*),  a.vendo  posto, 
per  brevità,  p  —  (x  —  ja)2  -h  v2.  Dico  che  allora  15*5/0*0  delle  costanti 
reali  Pr,  Qr,  p^,  Q^  ? ...  to//  ^ 


V l  /    ~TFZ\  — Z » —- , H 


q>(*) 


?r 


,r—l 


plX  +  Q,    Mx) 

"  H H — r~\  > 


*w^  /r(#)  *  funzione  intera. 
Infatti  avremo 


(2) 


-i-  — 


/ito 


p"         pr-'  ?iM  ' 

dove  /,(*)  è  funzione  intera,  poiché,  se  nella  identità 

<p(*)     "     f    "    >?»  r 

_  P^r  +  Q,.       /(*)  —  (P^  +  Q„)  9lfr) 
Pr  Pr9i(«) 

determiniamo  P,.  e  Q.r  mediante  la  equazione 


(3) 


ffr  +   »)  ~  [P^  +  #V)    +   Qr]  9.(1*  +   *)  =  0, 


risulterà  f(x)  —  (Pr*  -f  Qr)  divisibile  per  a:  —  \x  —  <" v  e  per  #  —  pi  4-  /v, 
e  quindi  per  p,  ed  essa  diverrà  appunto  la  (2).  Colla  (3)  si  possono 
effettivamente  determinare  le  quantità  reali  Pr  e  Qr,  giacché  la  (3) 
è  della  forma 

Pr(f*  +  »)  +  Qr  =    J       -  ,  ~~    =  Gr    -     iHr, 


\1 


•  V. 
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dalla  quale  Prn  +  Q.r  =  Gr,  Pr«  =  Hr  e  da  queste 


Pr  = 


H. 


,    Q. 


Grv  —  Hrpi 


Operando  allo  stesso  modo  sulla  frazione 


/i(*> 


e  sulle  ana- 


loghe  che  successivamente  si  presentano,  si  giunge  alla  forinola  (Il 
La  determinazione  delle  costanti  P  ,  Q.  è  riassunta  nelle  forinole 
seguenti  : 


^+"l=a+,u„ 


<Pi(l*  +  *0 


< 


Hr 


Grv  —  Hrji 


fl{x)  =  M -(***+ Orbiti  . 


Mv-  +  fr)  _  ^      ,  „ 

- — 7 TT- Vjr—i  -f  irlr—  x  , 


(4) 


Q.~-x= 


Gr_,V— H^.,n 


,  ,  .  _  /1(^)-(P.-,^+Q^_1)91(x) 


=  G,  +  iH„ 


Pi  = 


/*.= 


H, 


G,v  —  H,|i 


M»)  =  ^ 


/„_,(*)  -  (P,*  +  <!,>?,(*) 


Anche  qui  può  essere  opportuno,  per  eseguire    le  divisioni 
p,  cioè  per  dividere  successivamente  per  *  —  fi  —  *v  e  per  .r  —  n  -■ 


e: 

l'v, 
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di   far  uso  della  tavola  di  Raffini]  e  si  osservi  anche  qui  che,  ove 
yx{x)  fosse  una  costante,  fr{x)  risulterebbe  zero. 

f(x) 
213.  La  funzione  -~-r  non  può  decomporsi  che  in  un  sol  modo  in 

fratoni  semplici  della  forma 
Infatti  se 

A*)  _       B, 


(1) 


A 

Px  +  Q. 

(x- 

—  by 

'     r    ' 

+ 

4- 

pr 

PV*+Q^ 

qp(#)        (x  —  by 
B  s' 

si  dimostrerebbe,  come  al  n.  209,  l'identità  delle  parti  dei  due  mem- 

bri  che  contengono  frazioni  della  forma rr-  .  Per  dimostrare  an- 

(x  —  by 

cora   l' identità   delle    parti    restanti,   cominciamo   dal    provare    che 

r  =  r\  Invero,  se  fosse  r  >  r',  ricaveremmo  dalla  forinola  precedente 

= \  ;      ossia 

(2)  P^  +  Qr  =  p_^|_, 

dove  ty(x)  non  si  annulla  per  x  =  ix±  iv.  L'  ultima  formola  vale  per 
valori  di  x  reali,  o  complessi  diversi,  ma  pur  quanto  poco  si  voglia, 
da  jidb/v.  Posto  x  =zy  + 1{,  abbiamo  p=  [Cy-lA)+*({-v)]  [Oh*)  +  '({+v)]7 
e  la  (2)  si  può  ridurre  alla  forma 

PrO-  +  «<)  +  Q,  =  [0  -  *)  +  '(?  -  «)]  (A  +  »B) 

dove  A,  B  indicano  funzioni  reali  continue,  delle  variabili  reali  y ,  {. 
Sarà  perciò 

PrJy+Q_r  =  (jy-p)A  —  (t— v)B    ,     P*  =  (7  —  p)  B  +  ft  —  v)A, 
che  possiamo  anche  scrivere  cosi: 

Prf»  +  Qr  =  0  — |i)(A  — Pr)  — ft  — v)B, 
Prv  =  (/-^)B  +  ({-v)(A-Pr). 
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Ma  le  funzioni  di  y ,  i  che  compariscono  nei  secondi  membri 
sono  funzioni  continue  di  y ,  {  e  si  annullano  per  y  =  fi,  ^  =  v,  cosi 
che,  dato  a,  esisterà,  nel  piano  rappresentativo  delle  variabili /,  {, 
un  intorno  del  punto  (fi  ,  v)  per  tutti  i  punti  (y ,  {)  del  quale  i  valori 
assoluti  di  quei  secondi  membri  si  manterranno  minori  di  cr?  ed  avremo 
perciò 

|Prfx+Qr|<*        ,         |Prv|<a, 


ed  in  conseguenza  Pr  ja  +  Qr  =  0,  Pr  v  —  0,  e  poiché  v  è  diverso  da 
zero,  avremo  Pr  =  0  e  quindi  anche  Qr  =  0.  Allo  stesso  modo  si 
dimostrerebbe  che  Pr_,  z=0,  Q.r— 1=0,...  Pr'+t  =0,  Q.r'+i=0,  e 
perciò  r  =  r\  Ciò  posto,  dalla  (1)  ricaviamo 

(Pr  -  PV^+Qr  -  Q.'r  <|/,(*)  f  fcl*) 

e  da  questa,  come  precedentemente,  Pr  —  P'r  =  0,  Q.r  —  Q'r  =  0. 
Tolti  dalla  (1)  i  termini  uguali,  si  dimostra,  al  modo  stesso,  che 

Pr— i   —  P'r— i,    Q.r—i  =  Q'r— 1,    e    poi    che    Pr_2  =  P'r— j,    CCC. 

f(x) 
214.  La  parte  dell'integrale  di  ^7-r  dx  che  proviene   dalle  ra- 

dici  a  =t  iv,  il  cui  grado  di  molteplicità  è  r,  è  composta,  in  seguito 

f       P^  +  Q. 

alla  (1)  n.  212,  di  integrali  della  forma  /  — x9  t     n     dx.  dove 

v  '  '  °  «/    [(*  —  fi)'  -f  v*]« 

/w  è  intero  positivo,  il  cui  calcolo  si  effettua  nel  modo  seguente. 
Se  w=l  abbiamo 

C    P*      Q.      j         P   f%{x  —  v)dx    .  ,^      n  x  /*  <& 

Se  m  è  diverso  dall'  unità,  abbiamo 
P       Fx  +  Q.  _  P  /•    2(*  — fi)dk  /»  ir 

P  dx 

e  rimane  così  da  calcolare  l'ultimo  integrale  1  =  /r? rs —     ■• 

**]&*  —  V)  + 


i* 
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A  tale  scopo  pongasi  x  —  jjl  =  y^  ed  allora 


(1  +/)' 

ma 

,n        f     dy       =fl+S-fdv  =  f       ày  f    fdy 

'     J(l+yi)'n    J  (1     y)m  y    J  (1  +  y*)"'-1      J  (1  +/)"'  ' 


f_fdy_^f  J =Li \ 

da  cui.  integrando  per  parti, 

P     ydy_ y 1  f      dy 

J  (i  +y)m  2(m  —  1)  (1  +  y)*-1        2m  —  \)J  (Ì+/)"1-1  ' 

e  la  (l)  diviene 

y'^V__        I  y  2m  —  òrdy 

(l+/)m—  2w—  2  (T+  /)^f  +  2w  —  2^  "(T  +"/)*-' ~l  ' 

formola  di  riduzione,  colla  anale  il  calcolo  di    I -jz— — «t —  è  ridotto 

7  n  e/    (1  -f  r)w 

a  quello  di    /  — - — —  .  Applicando  la  stessa  formola,    il    calcolo 

di  questo  si  riduce   a  quello   di    /  — - ---$* -_-j  e  così  di  seguito,  fin- 

■ -2-  =  are  tgy. 

Così  si  verificherà  subito  che 

p    dy  1        v  1 

y%     dy  1  v  3        y       ,    3 

(1  +  /)*  ~~  4    (i  +  /)3       8     1  +/        8  ** 

<    in  generale 
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/dy        _        1  y 2m  —  3 y 

(1  +/)m"  ""  2/w  — 2  (1  +/y^      (2m  —  2)  (2/w  —  4)  (1  +/)*-* 

(2w  —  3)  (2m  —  5) y_ 

+  (2w  —  2)  (2m  —  4)  (2w  —  6)  (1  +/)m"jr     "  " 

(2w-3)(2»*-5)...3.1    /      jr  \ 

T  (2w  —  2)(2m  —  4). ..4.2  V  1+/    T         ^Z 

Ti «v*"'  e 

quindi  l'integrale  I. 

Trascriviamo  qui,  per  comodo  del  lettore,  le  parti  di  I  - — -dxche 

nascono  dalle  radici  jAzt/v,  quando  il  grado  di  moltiplicirà  sia  2  o 
3.  Nel  primo  caso  esse  danno  origine  alla  espressione 


2v«  (*  —  fi)*  +  v* 

+  -7KQ1  +  P.rt  +  ^(Qt  +  P,n)]arctg^^  , 
e  nel  secondo  a  questa  stessa  espressione  cui  si  aggiunga  la 

4v*  "    L(#  —  PO* -f  v*]2 

^     3    zn     LD.J      V(*-J*) 


8v* 


«•+'-»[A^+-*^]. 


nelle  quali  i  valori  delle  P  e  Q.  sono  quelli  che  competono  a  ciascun 
caso,  e  che  abbiamo  imparato  a  determinare. 

215.  Da  tutti  gli  sviluppi  fatti  fin  qui  si  deduce  infine  che: 

L  integrale  d'  un  differenziale  ragionale  è  esprimibile  in  termini 
finiti  mediante  funzioni  ragionali,  circolari  e  logaritmiche. 

216.  Diamo  ora  alcuni 

Esempi 

1)  Sia  da  calcolare  1  =  / — - dx. 

Abbiamo  f(x)  =  2x  -f  1  ,  9(x)  =  x?  —  6#2  +  11  x  —  6. 


Si  riconosce  subito  che  1  è  radice  della  f(x)  =0,  e  q 
le  altre  due  radici  sono  quelle  della  x1  —  5*  +  6  ~  0 ,  cioè  2 
perciò 

?(*)  =  (*- 1)  (*- 2)  (*- 3) 

9*(*)  =  (*-2)(*-3)  +  (*  -l)(*-3)  +  (*-  ì)(x-2). 

Cosicché  avremo  (caso  delle  radici  della  tp(x)  =  0  semplici 

1  =  A  log{*—  1)  +  B  log(«  — 2)+  Clog(*  -3)  +  C,, 

dove  C,  è  una  costante  arbitraria  e 

-»(l)-8'      -9'(2)-      "'' »(3)-2' 


/*         2»  + 


2) 


/(»)  =  3r  +  2  , 
,<»)  =  *■-*• +  *-1=(»-  1)  (*-0(»  *>}=(*-  1)(*M 
.»  =  *'+!  +2«(»-l), 
per  cui 

I=Alog(*— 1)  +  G  log (*•+!)  — 2H are tg*  +  C 
dove 

4_/<ìl-A     G   ,  ,.H_/M_     »j+j     _     2  +  3.' 
A-f(l)^"3'  r'(0        S.(.-l)--8-i 

_  (2  +  3Q(— 2  +  2.)  5 
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e  perciò 

1  = 

-  J  io8  (* 

-D- 

r> 

*—  1 

Si  giunge  allo  stesso  risultato,  forse  più  presto,  osservando  che 
(vedi  n.  208)  <?t(x)  =  x*  +  1,  e  quindi  ft(x)  =  ~  °*  ^  ,  e 
perciò 

-5*+  1     , 


I  5    I        y  11  ]      /*  — ^*  + 


-  log  (*  -  I  )  -  —  log  (**  +  1)  +  --  are  tg  x  +  C. 
*  a3  —  5»*  +  x  —  1 


3)  f  *-&  +  *-! 


rf*. 


Essendo  «p(a-)  —  {#  --  1)*(^  +  1),  abbiamo  la  radice  1,  il  cui 
grado  di  moltìplicità  è  '.i.  Ponendo,  nelle  formole  (3)  del  d.  318, 
r  =  S,  a  =  l,  ipif*)^**  +  1 ,  f{x)  =  x* —  5**  +  * — 1,   otteniamo 

successivamente  : 

A,  =  —  2,  /,(*)  =  xt  —  2x—l,  A,  =  —  1,  /.(*)  =  2x, 
e  quindi 


(«• 

-1)' 

'>TJ 

.'  +  1      " 

V 

1 

-1)' 

1 
-  +  

—  4-log  («-!)  — 

2  IoS<"' 

+  1) 

+  arctg*T 

-if 

+  log 

*— 1 

+  are  tg  a 

+  C. 

(« 

y*'+T 

-/!== 

*+ 1 

3* +  2)" 

dx. 
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Abbiamo  una  radice,  1,  e  due  radici,  1  ±/,  complesse  coniugate, 
il  cui  grado  di  moltiplicita  è  3  per  tutte. 
Ponendo 

l*=  1,  v=  1,  r  =  3,/vjr)  =  jt  -H  1,  <Pi(*)=(*  —  lf  =  x*  —  Sx*  +  3*  —  1 

nelle  forinole  (4)  del  n.  212,  otteniamo  successivamente 

G3  =  — 1,  H3=2,  P3  =  2,  Q3  =  —  3, /i(*)  =  —  2*»  +  5*-l, 

Gt  =  —  1,  H2  =  4,  P2  =  4,  Qt  =  — 5,/2(*)  =  -4**  +  9*  —  3, 

G1  =  — 1,  H,=6,  Pl=Qì  <*!  =  — 7, /,(*)  =  —  6**  +  13*  — 5, 

ed  allora  rimane  da  calcolare  l' integrale  / r dx  , 

°  e/  (#  —  1)-* 

pel    calcolo  del    quale,    ponendo   a  —  1 ,  r  =  3,  91(*)  =  1, 

/(*)  =  —  6x*  +  13*  —  5  nelle   formole  (3)   del   n.   208,  otteniamo 

successivamente 

A,  =  2,  fl(x)=-0x+  7,  A,  =  1,  fjz)=  -0,  A,  =  -6,  /,(*)  =  Oj 

per  cui  sostituendo  questi  valori  delle  A  nella  forinola  (1)  del  n.  210, 
e  i  precedenti  valori  delle  P  e  delle  Q.  nelle  formole  trovate  in  fine 
del  n.  214,  abbiamo  : 

t  l  l  *i      /         n        l     —  (*  — 1)  — 4 

3 

4-  3  log  (x*  —  2x  +  2)  —  —  are  tg  (x  —  1) 


9 


1    -   (x  —  1)  —  2 


|[^-2^  +  "c*<*-1)]  +  C 


4    {xt  —  2x -+ 2)* 

x  1  *  +  1  7jf  -f-  9 


(*  —  l)8        4    (**  —  2*  +  2)2        *2  — 2#  +  2 

rtl       a:2  —  2#-*-2         15  ,         ,x       - 

+  3  log      fa  — ty g-arctg(*  —  1)  +  C. 

5).  Trattandosi  di  integrali  semplici,  si  può  alcune  volte  procedere 
per  mezzo  di  speciali  ripieghi,  suggeriti  dalla  pratica.  Così  volendosi 

/'    dx 
— — —  ,  si  osservi  che 
x3  —  1 

x3  —  1  =  (x  —  1)  (*•  +  *  +  1), 
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e  poi  mediante  seraplicis 


P     dx 

J  *•  — 1  " 

_  1 

=  3 

e  ricorrendo  alla  forinola 

P     dx 
J    x3  -  1  = 

1 

V 

Così  pure  si  vede 

st 

P    dx 

r= 

_  1 

loj 

f       dx       _    I 

/■__* =  . 

/" * = 

r & 


/"        (&»'  +  3»K» 
'  7  x>+  ll**4-38*4 

=4- 


a**  — 3*  — 4 


log{»-l) 


12(*-1)> 
log(»  +  1)  —  — log  (**  —  *+  I). 

40 
-i- log  («4- 2|-10  log  (*  +  4)  +  -25-log(*  +  ó> 


-TJ-log^  +  i 


„       A4*3  —  63*1  +  338*  —  H19W*         3*  —  16        , ,      , 

9-  7 F-lFi? =  l*=3jr +  "<*<*- 

" */    **  +  *'  —  **  —  .** 

—  5**  —  2*  +  2      .      x  +  1       1  .      **  —  1        1 

/(3**  +  IO*3  4-  y*5  +  3*  +  4)dx  _  f(:jX,  +  10x>  +  9xt+3x- 
(T-"-*"*"  — 2Vi'  J       (l-2*)'(H-*4-; 


2(1-2»)        3(1  H 


<■) 


:<y:. 


ctg 


V  3 


12.   Se  m   è   intero   positivo  o  lo   zero,  «  è  intero   positivo 
m  <  «,  posto 

». «<»'  + 'J-L  ■  -/  •     -—-'*' 


^!og(- 


-') 


2i« 
cos 

Ìkr7  "  ' 


/'x"dx        1  ,     ,        ,      (- 
se  «  è  pari, 

e  posto 

(2*+l)(m  +  l)it 


/v  dx  _  i    ^ 


Se  «  è  intero  positivo,  t. 
emo  porre  sotto  la  forma 
0,1,2,3,...  ed  s  uno 

/•_*-  = !___,... 


13.  Se  «  è  intero  positivo,  m 
potremo  porre  sotto  la  forma  m  =  rn  +  s,  dove  r  avrà  uno  dei  va- 
lori 0,1,2,3,...  ed  s  uno  dei  valori  1  , 2 , . .  «,  abbiamo 


'(»_ 2»  _!>»-!.->       '-+(m 


,  _  !)» 1 


/dx  _ 

xm(x»  +  1  )  "" 


/ 
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1 


%(x»  +  1  ) 
1 


—  1  V*"»— l 


(m  — \)x 


r  + 


r 


(m  —  2»  —  1)* 


— - — .  4-  .  .•  +  (—  1) 


(#f  —  «  —  1) 


r— 1 


^m — n — 1 


1 


(m  —  rn  —  \)xm— m— x 


/        ni,    fx"-*dx 

+ (- 1)r+  J  i^TT  ; 


se  m 


/dx  P  x*— l 

_^_^=_iog,+y__^ 


*J     x\ 


(X*  -  1) 

dx 


(*"  +  1) 


=  »**Vl?TT*- 


14.  /  — — 


log ^ r  +  — ^z:  are  tg  -i— -, 


4\/2  1-V"2*  +  ^        2V2 

1   t        1— a:        1 

Tlog7T7  +  2arctg*' 


2    ' 


lo.   /  — = 

le  f  dx  =  ]  i   r/'-gyi -*  +  «*• 

mJ  *  —  1        I2°gL\l4-Ar/    l  +  *4-*\ 


—  arctg 


«  * 


2\/3         "!-* 
17.  Se  /(*•)  è  funzione  razionale  intera  di  a*,  di  grado  minore  di  «,  è 


J  {x  —  a)n  (« 


1)  (*  -  a) 


n—l 


f» 


(n  —  2)  (*  —  «> 


n_2 


(*— 2)2l(*  —  a) 


n — 3 


/'*-*<*) 


(«  —  2)1  (a?—  *)         (»— 1)! 


(»  —  r  —  1)  r  !  (a*  —  a)n-r-1 
+  A Vr  log  (*-*). 


18.   /^ 


#5*/# 


-   f       a:2  — 1 

=  T^  log  -rr-  + 


a*  +  a:4  —  2         12      °  a;2  4-1 


1  a:2 

L-  are  tg  — z- 

3  \/  2  V  2 


(giova  porre  x*=y). 
(òx*  —  2x)  dx 


-ZI 


5 


4-  6**  4- 13 


17  #*  4.  3 

log  (a4  +  ùx*  4  13)—       arctg  —  -- 

4  4  46 


=  -ì-log(,>' 

22,  Se  m  è  intero  posi 

i=£^  +  —  log{\  +  x*)^  se  «è  pari, 
/  ±  *■  =p  are  tg  x\  se  »i  è  dispari. 

23.  Si  dimostrino  le  forinole 

/dx  _ 

{a  +  t&r  — 

(«  +  bx-r  - 

«(«  —  "1)7    f  (a  +  A*'")"-™  "^  LW(W_  '  _ ^~    ]</  (a  +  è*")"-1  \  ' 
nelle  quali  supponiamo  «  diverso  da  «mg.  Se  n  è  intero  positivo,  I» 

prima  riduce  il  calcolo  di  / -, a  quello  di  / 7 ,  chi 

r  «/  (a  +  bxm)n       n  «/   a  +  *at" 

si  ricava  facilmente  dalle  formole  dell'  esercìzio  12,  se  wi  è  intero  posi- 
P    xfdx  P  xfd~ 

tivo;  la  seconda  riduce  il  calcolo  di  /; , — r  a  quello  di  / -.    - 

«/  (a  +  bx"Y    n  **  *-*-l    ' 

che  si  ricava  dalle  formole  degli  esercizi  12  e  13,  se,  essendo  »    *■ 
tero  positivo  e  p  intero,  è  p<.m. 


tt'-l 
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Integrazione  di  alcune  funzioni  irrazionali. 

217.  I  differenziali  irrazionali  della  forma 

/L*'U+^/n  •  v«+**/  '"J  ' 

dove  y  è  simbolo  di  funzione  razionale  ed  « ,  m  , . .  sono  numeri  in- 
teri, si  riducono  razionali,  e  quindi  si  sanno   integrare,   mediante  la 

a  -f-  bx 

sostituzione  ==>^i  dove  >fc  indica  il  minimo  multiplo  comune 

c  +  £•* 

ai  numeri  ih  ,*,...  ;  giacché,  essendo 


# 


cyk  —  a  k(cb  —  ag)yK—ldy 


il  differenziale  proposto  diviene 


*>— &(£=£>  r\r\..)^ 


dy 


à\«  > 


uh 

dove  0*' ,»',.. .  sono  numeri  interi. 

Si  noti  che   il    caso    cb  —  ag  =  0   non   può    presentarsi,    perchè 

a  -f-  bx 

allora  sarebbe  una  costante. 

c  +  gx 


M 


Esempi 


1  __ 


i) 


J  1  +  v  * 


Posto  x=y*,  abbiamo 


=  4[— ^+"|-+>-arctg7-^-log(H-yl)  1  +  C 

4     JL  1 1 

=  — — *  '  +  2Y*  +  4\/ #-4arctgV*  -21og(l  +  \/ x)  +  C. 

31 
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[(2  +  3x)  3  -  x\dx 


3 


6 


2)       1  = 

J  (V2  +  Sx—  2  V2  4-  3*  —  V2  +  3*  +  2)  (3*  +  2) 

Posto  2  +  3*  =y*i  abbiamo 

/.       3^-^  +  2 
^  ^(jf3  —  2/  — ^  +  2)    ^ 

/To  4      ,.  ,  ,  .-  «     ™        ,a      ll6y3  +  2y*— 116y-f  2"!  , 
=  — jr  +  --y*  +  -  - y  +  I  Ay1  +  58?  +  log^ 

O  «j  o 

-  2  logOr  -  1)-  ■=-  l0g(jV  tlj+y  iQgCf  -  2)  +  C, 

ed  otteniamo   il  valore  di  I   espresso  per  x,  ponendo,  nell'ultimo 


o 


membro,^  =  \/2  +  3x. 


3) 


J    V  e  +  * 


Posto  =y»  abbiamo 


I 


*-*>/^=«-.  1/,^-y:^] 


V  '1.2      8   l+>  +./(l 

=  (<— >[ylog4 


(1^7-«ctg^  + 


— y  .  i     jv 


i  . 

+  —  log 


i  +.? 


+ 


+y        2    1  — /  ■    4  "°    1  — > 
•f+y  +  2  arC *'J  +  C 


—  are  tg/ 


2    1  +/ 
£  —  a  [  1  1  —  y  2y 

=  -2-L2logTT7+-rr7-arct^l  +  c' 


che  esprimeremo  per  x  ponendo  y  = 


a  +  x 
e  +  x 


ai8.  Consideriamo  ora  i  differenziali  della  forma  /(; 
dove  R(*)  =  R  =  a  +  Hbx  +  ex*,  e  dove  /  è  simbolo  di  fui 
zìonale. 

1)  Se  e>0  poniamo 


«ftV  «  +  ») 


•-*   V* 


sftV  «  +  »)■  2ftV  *  h  ») 

e  il  differenziale  f(x ,  \/R)dx  diviene  razionale  in  ^. 
2)  Se  e  <  0,  a  >  0,  poniamo 

V«  +  2**  -r  «*"=  Y~a  +  ix, 

da  cui 

'  —  ;'     ' 
(c-fy  c—i* 

ed  otteniamo  lo  stesso  scopo. 

Questa  trasformazione  vale  anche  se  e  >  0,  a  >  0. 

3)Seir<0,3<0,  eie  radici o, p  della  equazione  a  +  2A* 
sono  complesse,  allora  il  trinomio  a -t- 2i*  +  e*'  è  sempre 
per  qualunque  valore  di  x;  in  tal  caso  è  inevitabile  la  cons 
di  quantità  immaginarie;  ma  posto  VR  — »V  —  R  nca< 
primo  caso. 

Supponendo  dunque  «,S  reali,  poniamo 

V  7+2JÌ  +  CJ  =  V  4*  -  «)> -^)  =  (*  -  «)t, 


Notiamo  che  questa  trasformazione,  quando  a ,  £  sono  reali,  può 
warsi  per  rendere  razionale  in  j  il  differenziale  f(x  r\/R)dx, 
unque  siano  a  e  e. 

219.  Per  integrare  il  differenziale  f\x  .  \f  Rfiìx  è  quasi  sempre 
icamente   utile,   ed  anche  teoricamente   opportuno   come  primo 
3  a  ulteriori  ricerche,  procedere  nel  modo  seguente. 
Si  osservi  che  alla  funzione  /(*■  ,  V  &)>  razionale   in  *  e  \/  R , 

10  dare  la  forma 

?i(*)  +  t.(*)VR 

le  ?  indicano  funzioni  razionali  intere;  moltiplicando  nuine- 
e  e  denominatore  per  <?3(x)  —  9^x)V  R>  Puo  scriversi 

?<*) + <k*)V  r; 

<p(x),  +(*)  sono  razionali  in  x;  e  quindi 

J'f(x,\'~K)dx  ~J't{x)dx  +J''i>(x)\/Rdx, 

questione  è  ridotta   a  calcolare  ftyxWTdx  —  f?—L-  dx,   il 

J  J    \/R 

ilcolo,  dopo  aver  decomposto  la  funzione  razionale  ^(*)R  nella 
■arte  intera  ed  in  frazioni  semplici,  è  ridotto  a  quello  di  inte- 
da.Ua  forma 

y**"dx       r dx r         kx  +  B 
\/i"  'J  (x~*yyR  \f[(x -w  +  tffyit  *' 

v  è  intero  positivo,  o  zero. 

1  primo  integrale    /  - — -~  si  riduce  a  una  parte  finita  e  all' 
J    VR 


rdx  . 
-  /  — .  ;  1 
J\'R 


1  abbiamo 
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/xHdx         1     r     ,    ex  +  b  —  b    , 
_  =  —  /*»-' — - dx 
VR        c  J              VR 

=  _  A  /*»-!  JfL  + 1  fx»-  dVR 

CJ         VR       c  J 

=  _A  /* *"^  <fa  +  -L «— i VR"  —  -^A /*"-* VR" ^ 
'J  VR  c  c  J 

—  _  L  rj^zL  jx  +  l.  x„-\  yr- 
eJ 


VR 


-^v- 


*»-?  («  +  2bx  +  ex*) 


VR 

da  cui  si  trae  la  formola  di  riduzione 

xn  dx 


dx, 


f 


VR 


IT       .    ,^z-                    -rx"—'dx                       rx'—'dxl 
=  _L_L»-iVR-(2k-1)* 7- —-(n-l)a   / — 

nc  L  ./    \/r  J    vr    J 

dalla  quale,  ponendo  «  =  1,2,3,...,  si  ha  successivamente  : 
/     rxd*_  =  j_  f    r  _  b   rdxl 

J  \/R       <L  ^/VrJ 

r**_  =  _i_ r     r _ ^  /•  *&  _ ,  /^i 
J  VR"       ^  L  «/  VR        '  VR  J 

/  *        3b\  , /5-       /3£*        «\     r<** 

(i) \  =  (  *  " *)  V    +  F' ~  *)Jvt ' 

J  VR       34  ./  VR"         '  VR  J 


_  fx%        5*  lób*  —  4ac  \  ,  ,^-      /S*3       3a*  \     /**fo- 

—  l"3?        6V 


13**  —  4*c  \  ,  /iT-       Z5*3       3a*\     rdx 

v_        *-*  +  — i?- )V«-(i?-i?r)/yT. 
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/dx 
—   si    riduce    a    quella    di 
(*_-a)»\/R 
dx 


I 


(X  —  «)\/R 
Infatti,  partiamoci  dalla  forinola 


4-v*_]=- <- l)VR  A^-g+^A 

__         (»  —  1)  (d+  2bx  +  e***)  g*  +  £  , 

""  (*  —  «)"  VR"  (x—ay—ìVR 

la  quale,  osservando  che 

a  +  2bx+cxl  =  R(x)  .=  R(«)  +  R'(«)  (*  —  «)+  — ^-  (*—  «F, 

R'(*)        R'(«)  ^  R"(«)  ,  . 

£#  +  0  =  = [X  OLÌ 

mt  •*/  *+> 

può  scriversi  così  : 

\)dx       (2«  — 3)R'(«)&f 


(2) 


rf  [  VR    1  =  (»  -  *)  R(» 


(x  -  a)»  VR  2(#  —  a)"-1  V'R 

(n  -2)R"(*)dx 

2(x  —  «)«-«  V*" 

dalla  quale,  se  R(a)  è  diverso  da  zero,  otteniamo,  integrando, 
r       dx 1_    _     \/R (2i»-3)R'(«)  f  ** 

(*  —  2)  R»     /»  dx   

r 

(#  —  a)*  " 
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espresso  mediante     / =^ ,  potremo  ottenere,  usandola  ripe- 

J  (*  — «)VR 

/dx                                              /^        dx 
zzr  espresso  mediante    / —  . 
(*-«)nVR                                     J  (*  —  a)VR 

Se  poi  R(a)  =  0,  cioè  se  a  è   radice  della  a  -f  2bx  -f  ex2  =  0  , 
allora  la  (2)  diviene 

^  \      V^       1  _  _  (2n  —  3)  R'(*K*  _  (*-2)R"(«)i* 
L  (*  ~  a)n"1  J  ~*       2(x  -  «)—i  V R         2(x  -  «)«•-*  \/R  ' 

da  cui,  cambiando  «  in  n  -f  1  ed  integrando,  otteniamo 


(3) 


*/  (x  —  a 


rf*  2  VR 


(«  —  l)R"(a)     r  dx 


1)R'(*>J  (x -*)»-- 


—    ? 


(2«  —  1)  R  (*  )  J  (x  __  a)«- 1  y  r 

dalla  quale,  poiché  facendo  n  —  1  ricaviamo  / —   in   ter- 

mini  finiti,  possiamo,  adoperandola  ripetutamente,  ottenere  subito  il 
valore  di    / —  in  termini  finiti. 

In  quanto  agli  integrali 

r  x  dx  r  dx 

J  [(*  _  pt)*  +  v*l»  VR"  '  •/  [(*  —  p.)*  -i-  v*]»  \/R"  ' 

che  provengono  dal  supporre  che  il  denominatore  di  ty(x)  R,  ugua- 
gliato  a  zero,   abbia  delle  radici  complesse,  essi   si   riducono   agli 

/'  x  dx         /*  dx  /*  dx 
—  ,    / _: ,    /-  -  -  ,  avendo  posto  p  =(^- — M-)2  f-  v*. 
P\/R    •/ pVR    «'A'R 

1  p  formole  che  servono  a  tale  riduzione  sono  piuttosto  complicate,, 
t  in  pratica,  supposti  noti  gli  elementi  delle  funzioni  di  variabili 
<    mplesse,  non  sarebbe  opportuno  servirsi  di  esse,  poiché  si  potrebbe 

2  iora  supporre  «  numero  complesso  nell'integrale    /-    -  , 

,/  (x  -otj»\/R 


r! 
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Accennerò  dunque  solamente  al  modo  con  cui  si  giunge  ad  ese- 
guire la  detta  riduzione,  lasciando  al  lettore  la  cura  di  esercitarsi 
ad  effettuarla. 

Si  calcoli  il  differenziale  d  \-—_^-\  ,  procedendo  come  pre- 
cedentemente e   poi    si   integri  ;    si   troverà   così    una    forinola    che 

/*  x  dx                   /*    dx 
zz  +    N  / —    mediante 
,     p"\/R            o/p»\/R 

/"     xdx             r      dx                                                 ((x  —  pJVR^i 
_zz-  e   / ;  si  calcoli  il  differenziale  d\  - ; 1 
.     p"-^\/R       ./  p-*\'R                                          ^        p  ' 
e  poi  si  integri,  e  si  avrà  una  formola  che  esprime  un'altra  somma 

Mi  /         -_  +  Nj  f- — ^—z.  mediante  f- — - — — ,   f- — , 

J  p»\''R         J  p-  VR  */  p"-1  VR    J  p"-!YR 

zz  ;    da    queste    due    formole    si    ricavano    i    valori   di 

p—*VR 

7*  xdx            r    dx                                                 yC     x dx 
—  zzr  ?     / __- ,  ciascuno    espresso    mediante     / —j 
p"Y'R       ./  PWVR                                                        Jp-'VR 

zzr ,    / —  _- ,  e  poiché  in  queste   formole  così   otte- 

Pw-1\/R     ./  p»— ^/R 

nute  si  può  fare  n  •==.  2,  si  vede  come  in  ultimo  quei  valori  possano 

/*  x  dx         /*    dx  p  dx 
zzr  ,    / zzr-»    / — zzr- 
p\/R    J  pVR    •/ VR 

Cosicché,  da  quanto  abbiamo  esposto,  si  vede  come  l'integra- 
zione del  differenziale  /(a-,  \  K  )dx  sia  ridotta  al  calcolo  degli  in- 
tegrali 

/*  dx         r        dx  r  xdx         r    dx 

\k\/(x--ol)\/R}Jp\/KJp\/R 

dei   quali,    per   le  ragioni  precedentemente   accennate,  i  più  impor- 
tanti, e  da  considerarsi  veramente  come  tipici,  sono  i  due  primi. 

220.  Diamo  ora  alcuni 

E s KM  PI 

Cominceremo   dal    calcolare   i   due   integrali    tipici    trovati 

numero  precedente. 


fiat. 


T. 
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1) 


\=  f  dX 

J   Va  +  2bx 


y/a  -f  2bx  +  ex1 

m 

Se  £>0,  facendo  uso  delle  forinole  1)  dei  n.  218  abbiamo 


i=  f   1  -=-4= 

JfVc  +  A       Ve 


?V<  + 


V 


log(*-«-tV«)  +  C 


ì 


=     _ log (*  +  e x •+  V f  V «  +  2**4or,)+C 


In  particolare 


f—J?L—  ____  log(*  +  y  «  +  **)  +  C. 


Se  £<0,  *>0,  usando  le  forinole  2)  n.  218  abbiamo 
dì     —  __2    f         ** 


1=2  f^=-2   f—=Z- 


2  * 

— = —  are  tg  — - h  C 

*         V-*         V-* 


2                   V  a  +  2bx  +  r*«  —  \/  a         _ 
= —  are  tg  — =--_: V  C. 

V— ^  *V— * 

Se^<'0,a<0eie   radici  *  ,  9  della   a  +  2i#  -f  <:#*-_  0  sono 
reali,  usando  le  formole  8)  del  n.  218,  otteniamo 


V- 


2                   Va      2bx  +  cx* 
_____  arc  tg  __ _____ ^  (_# 


(*  —  «)V— C 


Però,  quando  e  <  0,  giova  calcolare  il  nostro  integrale  senza 
fare  uso  delle  formole  precedenti,  ma  semplicemente  osservando 
che 


I  — 


1 


dx 


V 


HH;ti)vl- 


-  +  c 


ac 


b 

1  c        _.   n 

—  arc  sen -- —  +  C 

V—  e  ^  /  b%  —  ac_ 


<■(* 


y-i\ 


L.  ■'■ 
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ossia 


ex  f  b 


T  1  C 

I  — are  sen 


\/-c 


\/b*  —  ac 


+  C 


V-c 


are  sen 


ex  +  b 


V**  —  ac 


+  C, 


dove  è  b*  —  ac  >  0,  altrimenti   le  radici  a  ,  0  essendo  complesse,   si 

i    /"•     dx 

avrebbe  da  integrare  _L  /  —  ,  che  appartiene  al   primo   caso   in 

iJ  y—  r 

cui  è  c>0, 


2) 


dx 


J  (x  —  <*)Va  +  2t 


(x  —  <*)V  a  -h  2bx  +  ex1 
Per  integrare  giova  scrivere  così: 

dx 


l=f 

J    (x  —  <? 


(x  —  a)\/R(7)  +  R'(ot)  (*—«)  +  c(x  —  *)' 
còsiché,  posto  x  —  a  =jy,  è 

dy 


i  =  /• » 

J  /\/R(«)  +  R'(»)/  +  «r* 


Se  <:>0,  la  sostituzione  1)  n.  218  ci  dà 


1  =  2 


/; 


1       log<--V?^        se        R(«)>0 


di       \  VR(*)      { +  VW«) 


?!-R(») 


are  tg 


\  V-R(«)         V-R(«) 


se        R(«)  <  0, 


e  perciò 


/      1 


logv- — ^_vj_:_v  -      v  -y-,  +  e  se  R(a>*-rt 


(*— *)V<  +  V'R— V*(«) 

i — ~ — lug zzr —  ~ zzzz: 

.  r  _dx_  _ _]VRW     <*-*)V*  +  VR + VR(«) 
./(*-«)VR     j__2_    _(*-«)V^+VR~ 


W-R(«) 


are  tg  - 


V-R  (*) 


+  C      se  R(«1 


>0,  la  sostituzione   2)   n.   218   ci   dà,    in  modo 
analogo, 


che  vale  anche  se  e  >  0. 

Se  c<0,  R(»)<0,    indicando   con   r,**   'e   radici    reali    della 
R(«)  +  R'(«X>F  +  <&*  =  0,  ricordando  che  y  =  x  —  a  e  quindi 
1=   f  d? 

J jyVW"i+RX*)J^y*'  U  sostituzione  3)  »•  21«  <=i  dà 

e,   poiché  y  e  5  devono  avere  lo  stesso  segno  e  e  <  0,  avremo 


'«"V-'s  +c 


V-qr» 

Se,  infine,  R(«)  — 0.  la  forinola  (3)  n.  519  posto  n  =  1,  ci  dà 

'-        R-(.)(»-.)+l- 
:t)  I  =y V«  +  2*»  +  <st*  &  i 

osservando  che  I  =/--  —  - rf*.  e  adoperando  le  forinole  (1) 

del  n.  219,  abbiamo  subito: 


i  =  -L  (o  +  »)\/R  +  i(«  -  *■)  /"■ 
&  -<  J  ■ 


\'R 


fr. 


te 


e* 


iu: 


■■* , 


r." 
..l 


■^WT^™ 
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j  _   /»         (3*3  —  *'  —  9*  +  6)dx 

J     f*4  — 


Giova  adoperare    il    metodo    indicato    al    n.  219.    Ciò    facendo 
avremo,  posto  R  =  #*  +  2x  -t-  2, 


fe'  ,_x  T      _    /*    dx  r        dx  r         dx 

\t  U)  1  =  3/ =  +/ _+2 — 

J    a8VR     J  (x  —  1  )VR       */  (*  —  2ÌVR 


g£..  La  formola  che  segue  alla  (2)    n.    219,-  facendo    in   essa  «=0, 

gf  *  =  2,  R=*«  +  2*  +  2,  dà 


£••  /*_^*  _ -- __  _V?_  _  JL /*   dx 

t  J  **\/R~  ~         **~~\l  *\/R  ' 

*."•  che  in  virtù  delle  formole  dell'  esempio  2)  diviene  : 

dx  \/R  1  *  +  V  R  —  \/2 


—     —  = 0 =  log 

«n/R  2*         2V2 


*?\/R  ^         2\/2         x+\'R      \/2 

ed  abbiamo  analogamente,  osservando  che  R(l)  =  5,  R(2)=  IO, 


dx  1     f       x  4-  V  R  -  A/5 
=       -log 


(at-I)VR        \/5  «  +  VR  +  V5 

dx  1     ,       A--4-VR  —  V«o 

-     -  =  -  _z:  log v—= — -  —  ; 

(x  -  2)\/R       V10  *  +  VR  +  V  10 


sostituendo  i  valori  di  questi  integrali  nella  (1)  otteniamo    il  valore 
di  I. 

221.  Dopo  avere  studiato  gli   integrali   //#,  VR)<fr,  dove  ^* 

un  polinomio  di  secondo  grado  ed /è  simbolo  di  funzione  razionale, 
si  presentano  naturalmente  gli  integrali  della  stessa  forma,  dove  R 
è  un  polinomio  di  grado  qualunque.  Senza  entrare  in  proposito  in 
particolari,  accenneremo  solo  che  quelli  fra  essi,  pei  quali  R  *  ài 
terzo  o  quarto  grado,  diconsi  integrali  ellittici,  e  integrali  iper  li- 
tici di  p —  1  ordine  quelli  nei  quali  R  è  di  grado  2p  -f  1  o  2p  2 
In  particolare  gli  integrali  ellittici,  pei  quali  R  è  di  quarto  grad  si 
riducono  a  quelli  pei  quali  R  è  di  terzo  grado,  e  questi,  proced    do 
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in  modo  completamente  analogo  a  quello  sviluppato  nel  n.  219,  si 
riducono  a  funzioni  algebriche  e  logaritmiche,  ed  e  ai  tre  integrali 
fondamentali  o  tipici 

dx  r  xdx  r         dx 


/*  dx  r  xdx  r         < 

VR~     '    J  VR       '    J   (x  - 


VR  J  yR  J    (x  -  *)VR 

che  diconsi  integrali  ellittici  di  prima,  seconda  e  ter^a  specie.  Questi 
integrali  non  si  sanno  conseguire  in  termini  finiti,  ma,  poiché  altri 
integrali,  cui  essi  si  riducono,  e  che  si  considerano  come  normali^ 
sono  stati  introdotti  in  analisi  come  nuove  trascendenti  e  largamente 
studiati,  un  problema  suole  considerarsi  come  risoluto,  allorché  è  ri- 
dotto agli  integrali  ellittici. 

Qualunque    integrale  a  differenziale  algebrico  è  poi   compreso 

come  caso  particolare  nell' //(#  ,y)dx,  dove  y  è  funzione  algebrica  di  x 

definita  dalla  equazione  F(x  ,y)=0,  essendo/  simbolo  di  funzione 
razionale  e  F  di  funzione  razionale  intera.  Così,  ad  esempio,  gli  in- 
tegrali jf(x ,  \/R)dx  sono    della  forma  lf(x,y)dx,  dove  la  F(#  ,y)~0 

è  la  f  —  R  =  0. 

Questi  ultimi  integrali  generali  chiamansi  anche  integrali  Abe- 
liani,  dal  nome  dei  sommo  geometra  norvegiano  Abel  (nato  nel 
1802,  morto  nel  1829)  che  arricchì  la  loro  teoria  delle  più  impor- 
tanti scoperte. 

222.  Proseguendo  lo  studio  di  alcuni  integrali  a  differenziale  ir- 
razionale ci  occuperemo  ora  dei  differenziali  binomi,  che  sono  della 
forma 

d\  —xm(a-\-bxn)pdx} 

dove  uno  almeno  dei  numeri  in  ,n  ,p  è  a  supporsi  frazionario,  altri- 
menti esso  apparterrebbe  ai  differenziali  razionali. 

Il  numero  n  può  supporsi  positivo,  giacché  possiamo  scrivere, 
ove  n  fosse  negativo. 

d\  =  *'»4  nP(b  +  ax-")p  dx, 

che  è  della  stessa  forma,  e  l'esponente  di  x  entro  la  parentesi  è  po- 
sitivo. 
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Gli  esponenti  m  ed  n  possono  anche  supporsi  interi,  poiché  se 
fosse 

basterebbe  porre  x=i{m"n"  per  ottenere 

dì  =  m'aY'*'**"*'-^*  +  bf'my*{, 

che  è  pure  un  differenziale  binomio,  ma  nel  quale  gli   esponenti  di 
{  fuori  e  dentro  la  parentesi  sono  numeri  interi. 

Può  essere  opportuno  eseguire,  prima  di  accingersi  alla  integra- 
zione, le  precedenti  riduzioni,  ma  noi  possiamo  considerare  ora  il 
caso  generale. 

Posto  p=—-  (il  caso  di  p  intero  rientra   in   quello    studiato  al 

n.  217)  per  integrare  il  differenziale 

dl  =  xm(a  +  bxn)  r  dx} 
cominciamo  dal  tentare  la  sostituzione 

a  -+-  bxn  =yr, 


la  quale,  dandoci 


r  .      .  2±!-i 


d\  =  _-_^+r-l(^  -  d)    «  dy, 

nb    n 
riesce  a  rendere  dì  razionale  in  y  nel  caso  che  i  numeri  m  ed  n  siano 

tali  che  risulti  un  numero  intero. 

n 

È  questo  il  primo  caso  di  riducibilità  a  forma  razionale. 

Se    non  è  numero  intero,  si  provi  la  sostituzione 

n 

ax~n  +  b  =yr        ossia         a  -f  bxn  =  xHyrì 
la  quale,  dandoci 

ra   n           r                    yl+r—1 
dì  = , dy} 

(y  —  b)  »     +   '  + 
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riesce  a  rendere  di  razionale  in  v,  se  -f  —  è  un  numero  in- 

n  r 

tero.  È  questo  il  secondo  caso  di  riducibilità  a  forma  razionale,  che 
può  presentarsi  se  non  è  verificato  il  primo. 

223.  Diamo  ora  delle  formole  di  riduzione,  che  servono  a  ri- 
durre la  integrazione  d'  un  differenziale  binomio  alla  integrazione  di 
altri  più  semplici,  che  potremo  ottenere  in  termini  finiti,  colle  indi- 
cate sostituzioni,  quando  il  primitivo  differenziale  binomio  soddi- 
sfaccia ad  una  delle  condizioni  di  riducibilità  a  forma  razionale. 

a 
Posto  nuovamente  —  =p}  abbiamo,  integrando  per  parti, 

(1)  Jxm(a  +  bx»)*dx  ==/#>*--«+ l  x»-\a  -r  bxn)pdx 

n(p  -f  1)*  (p  +  \)nb   J  K    +       '  ' 

(2)  Jxm(a  +  bx*y  dx 

xm+x(a      bxn)p  pnb      P      ,    ,         ,     ,         T 

= - — r —    /  xm+n  (a  +  bxn)F->  dx , 

m  +  1  m  •  1  e/ 

le  quali  formole,  valevoli  sempre,  eccetto  il  caso  w  =  —  1  per  la 
seconda,  opereranno  una  utile  riduzione  se  nella  prima  è  \m  —  n\<  |w|, 
\p+  l\  <  \PU  o  nella  seconda  \m  +  «|  <  |w|,  |/>  —  1|  </>. 

Ma  si  ottengono  formole  giovevoli  in  ogni  caso  nel  seguente 
modo. 

Nel  secondo  membro  della  (1)  poniamo 

aj xm~n(a  -f  bxnydx  +  bjxm(a  -f  bxn)r  dx 
in  luogo  di   /  xn^n(a  +  bx")1'-* l  dx  ,  e  nel  secondo  membro  della  (2) 


t  S *m^a + bxnydx — ~h  j*m(a + **n)P_1 


</# 


in  luogo  di    /  jrm-f-H  (tf  +  fel,)J>-*1  &,  e,    fatto   ciò,   risolviamo  le  (1), 


.4» 


V. 


1 
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(2)  rapporto  a   /  xm(a  +  fo")^.*;  otteniamo 
(3)  Jxm(a  +  bx»ydx 

(m  +  1  +  np)b  (m  +  1  +  «/>)£  e/  v  ' 

J  x^ia  +  bxnydx 


(4) 


Xm+\a  -f-  £#*)* 

/»  +  1  4-  np 


Cambiando  poi    m   in  m  +  «  nella  (3),  e  ^  in  p  +  1  nella  (4), 
abbiamo 


(5) 


/  #m(tf  +  bx»ydx 


(ni  4-  ÌU  r>«4-   lb  e/  V  ' 


(wi  +  l)tf 


(w  4-  1)* 


(0) 


J  xm(a  +  bx*ydx 


xmJrl(a  +  £*")'' 
//(/>+  1)* 


:  1 


~ + 


/w  -+■  1  -f  n  4  np 


"(/>  +  1 


—   /  xHa 


+  fcr*)*-*-1*/*. 


Queste   formole   valgono   in   ogni  caso,  solamente   le   (3)   e  \4) 


non  valgono  quando  m  +  1  -f-  np  =  0  ossia 


w  +  1 


« 


4-^zzzO,  ma  al 


lora  siamo  nel  secondo  caso  di  riducibilità  a  forma  razionale,  e  la 
(5)  non  vale  quando  m  +  1=0,  ma  allora  siamo  nel  primo  caso  di 
riducibilità  a  forma  razionale. 

Ora  ecco  come  queste  formole  possono  utilmente  servire. 

%&9  I  I 

1)  Sia       -  — -—  h,  h  numero  mtero  e  sia  ;«>0;  allora  è  anche 


// 


//  positivo,  qualora  n  si  supponga  positivo.  La  formola  (3),  appli 
successivamente,  riduce  il  nostro  integrale  ad  altri  della  stessa  foi 
nei  quali  l' esponente  di  x  fuori  della  parentesi  è  successi vam( 
m  —  n  ,   m  —  2«  ,   ni  —  3n  , . . . .   m  —  (h  —  1)«,   1'  ultimo   dei   qi 
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\)tt   in  luogo  dì   m  ed  osservando   che 

ed  otteniamo  cosi  il  nostro  integrale  in  termini  finiti  algebrici. 

Esempio.  —  J  x'*(a  +  bxsydx\  qui  abbiamo  m  =  14,  n  —  5, /r=3 
per  cui  applicando  la  (3)  otteniamo 


5(3  +p)b  (3+ Ai*  * 

lt>(a  +  fcr'JH-1      2ax'(a  +  ex1)"*1 


J'x4(a+bx>yJx 


5(3+P)b  Bp+/)(S+/)*,T(8+*)<S+/)ff 

5(3 +fl*  5{3+A>(2  +  ^  +  5(3  +  ^(2  +  0(1+/)*»  +  C" 

)  Sia  m  <  0,  ed  =  —  fi,  h  intero  positivo  ;  la  ibrmola 

petutamente  adoperata  riduce  il  calcolo  dell'integrale  proposto 
sivamente  a  quello  dì  integrali  della  stessa  forma,  nei  quali 
mente  di  x  fuori  della  parentisi  è  successivamente  m  +  tt, 
!«,  ...  m  +  tthì  però  all'ultimo  non  possiamo  più  applicare 
mola  (5),  perchè  m  +  nh  +  1  =  0,  e  lo  si  dovrà  perciò  inte- 
mediante  la  sostituzione  relativa  al  primo  caso  di  riducibilità 
na  razionale. 


yv»(i  h 


1  +  fa')    >rf* 
"(1  +  fa')~        13* 


--=■/— (i  +  «o-** 


V70  ^/-»<l+faV* 


-"(1  +  fa')  5        18fa-1B(l  +  fa1)  *       52*' 

27  +  270  h   75  ' 

—  X 

r-"(l  +  fa')'         ISfa-"(l  +  fa')  >    _  r.2y«-»(]  +  fa')" 

27  270  075 

52W     />  _1 

_— _/«-■(!+ fa.)    i*. 


Per   calcolare    l'ultim 

»         «  '  "       ' 

sostituzione  relative  al  pri 
ed  avremo 

oppure  poniamo  q  =  —  3, 

,/V-'(H 

che  (vedi  eserc.  12  a  pag. 

— J]ni»fir_11_ 


che,  ponendo   per  cos  —,  cos  — ,...   i  loro  valori  -r-(l  +  V  • 


-j  iog(^  - 1)  -  -  ìogty  +y  +/  +.?  + 1) 

+  yJ.  l0g  g/+Xl  +  V6Ì+2 

1/10  +  2V5' 

1/10-2V5S 


1  +  òx*)  » ,  è  il  valore  del  nostro 

3)  Se  ~~ ^ h^  =  —  A,  A  intero  positivo,  ossia  «  + 1  +  «^  ■  nh  =  0J 

mola  (5)  successivamente  adoperata  riduce  il  calcolo  del  nostro 
ale  successivamente  a  quello  di  integrali  della  stessa  forma,  e 
ali  gli  esponenti  di  x  fuori  della  parentesi  sono  m  -f  «,  m  +  2»,... 
4  — l)w,  l'ultimo  dei  quali,  in  virtù  della  stessa  (5),  diviene 

è  otteniamo  il  nostro  integrale  in  termini  finiti  ed  algebrica- 
te  per  x. 

io 
*(*  +  &(•)"»  dx,  pel  quale  è  «=I,  «  =  6,^  =  —  —, 

■+  p  —  —  3  ;  avremo 

_  »■(«  j-  fa-)"       ,'fc-(,  +  fa')~T     .,j.   /•  » 

_  *V  +  fa*P»       3&u'ffl  +  4**)~~3      OJV'fa  4-  fa-)~ 


>y  ■+  fa-) 


[-^^;-h. 


4)  Se  - — —  +  P  —  h,   h  intero  positivo,  la   formola  (:ì)   riduce 

'  integrale  proposto  al  calcolo  di  integrali  della  stessa  forma,  nei 
[Uali  1*  esponente  di  x  fuori  della  parentesi  è  successivamente 
» —  »,  m  —  2nt...m  —  hn,  ma  all'ultimo  di  questi  non  é  più   ap- 
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plicabile  la  forinola  (3),  perchè  m  —  hn  4- 1  +  np  =  0,  e  bisogna  inte- 
grarlo colle  forinole  del  secondo  caso  di  riducibilità  a  forma  razionale. 
Esempio. 

Jlc*(a  —  x*)~  dx 

—  S-,  A 


+  -^-A(*— '*v  & 


6  3.7  '  6  9* 

.2  » 


"9 


■f^-^u. 


e  per  calcolaci  l'ultimo   integrale   usiamo    le    formole   del    secondo 
caso  di    riducibilità   a    forma    razionale,  le   quali,    ponendo    in  esse 

«  =  -2>«  =  3lj=l,  r  =  3,  A=-l,?i±i  +  l.=0l?^=yf 

»  r  x3 

ci  danno 

=   v+  ]  f  dy       l  A?-2^ 

y       3<Sy+l         \\J y1—  y+  1 

1  1  1  2  v  —  1 

=  —  ^  +  ir  log(>'  +  1)  -  -r  log(/— ^  +  1)  +  -—  are  tg       ,_    , 

3  6  \/3  ys 

i 

(*  —  **)3 
che  otteniamo  espresso  per  x  ponendo  y  =  - . 

x 

5)  In  ultimo,  se  non  è  verificata  alcuna  delle  condizioni  di  ri- 
ducibilità a  forma  razionale,  le  formole  (3)  o  (4)  adoperate  h  volte 
di  seguito  riducono  l'integrale  proposto  ad  un  altro  nel  quale  l'e- 
sponente di  x  entro  la  parentesi  è  ni  —  A*/,  o  m  +  htt,  cosichè,  se 
\m\  >  «,  potremo  prendere  h  in  guisa  che  risulti  \m  db  hn\  <  nm  Fatto 
ciò,  le  formole  (4)  o  (6)  adoperate  //'  volte  di  seguito  riducono  P  in- 
tegrale ad  un  altro  nel  quale  P  esponente  della  parentesi  è  p  —  h' 
oppure  p  +  h'  e  quindi  potremo  prendere  h'  in  modo  che  risulti 
|/>db  Zt'l  <  1.  Avremo  cosi  ridotto  l'integrale  proposto  ad  un  v 
della  stessa  forma,  ma  più  semplice,  che  però,  generalmente,  ai 
sapremo  conseguire  in  termini  finiti. 

Ad  esempio,    colla    formola   (3)    riduciamo    la    integrazio»      li 


501 

**,T(«  +  òx*)~dx  a  quella  di  /x\a  +  bx'p'dx,  e  colla  formola  (4) 

iella  di   questo  integrale  alla  integrazione  di  ix\o-*-  far*)* dx. 

Cosi   ancora   colle   forinole   (5),   (6)   il   calcolo   dell'  integrale 
x—u{a  +  far*)    *dx  si  riduce  a  quello  di  f- j-  , 

234.  Il  differenziale 

*"•(***  +  bxtpdx, 
ritto  nella  forma  *""+v(a  +  fa:*— *)*<&,  diventa  un  differenziale  bi- 
imio,  e  si  integra  coi  metodi  precedenti. 

Esercizi 


f       *V*  3    ,K    » 


/^T 


*«)Vi  +  *' 
jjjyT+g  -  Vg  +  gì  +  "(» + fa) 


V7+4*    "  »(«  +  *«) 

>.  /" * 

J  (a  +  faiyi  —  *« 

JV«"— *'         V(«— ')(!-*) 

/      1      ,     v»5=«WiTr*'-V**7r«')-<'('>+**) 

(_i>/IEZ 


'■  «  i*i>|.|, 
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/dx  1 

(«*  +  *')\/i~  *« =  ~  a\/TTJ  arc  tg  ^yf^f 

(Giova  eseguire  una  prima  sostituzione  x%  =jy). 

dx 


t 


a* 


5. 


/dx 
{a*  +  **)V  lT^ 


1  ,       **  +  **+  *Vl  +  **— *V*2— ] 

log se        *  >  1 


2a\/a*  —  l  #*  +  **  +  *Vl  4-  **  +  a\fa%—\ 


1                      **  +  a*  +  atVI  +  *' 
— — — —  arctg === se        *<1. 

*yi  —  **  «Vi—  «* 

6.  Posto  R  =  a  +  2fo  -f  ex*  è 

/-i  /5-j         Zac—St*  -f  £<:#  4-  2*V  n  /5-      *(*£  —  a*)  r  dx 
*V**= VR 2*-Jy^ 

«/*  V  R^= : 24^ V 


8 


L/ 


VR 


y\/R  <**  _        a  +  bx       —     ac  —  b*  f_d*__ 
x3      ~~  2ax%  2a    J  #yR~  ' 

/dx  _      b  +  cx  rx*dx_ab+(2b*—ac)x       \    f  **__ 

yf*~~ (<*c-b*)\/R  \J  V^"~  (ac-b*)c\/R*TJ  VR 

/•*«<&  _  1  f(tfg  +  *«)(&  +  ex)      ab-¥  (2i*  —  <tf)*" 

J  yP  _  3^c  -  b*) \/R  L        ^  —  ** 

7. 


/ 


8.  /      -      =-Li„6V"  +  3---?. 

9.  f\*  +  «  fa _ ìog^x  +  y^T/)  _ are sen  —  . 
»/    ar\/Jr  —  a  * 

+  iMi.  log  [^±M- + fcf" +1P + v*^] 


:(v^Z_^r)  +  Vn. 


-log    |W"    '    '    ;     ~  '      *    I     .    A     ■*    =-*<■    ^ 


11.  Se  m  è  intero  positivo  abbiamo 

J  \/7+k?         mb     <-  <"' --)**" 


(,-!)(.  -3)    a- 
+  (,„_2)(m-4)    *' 


(„-l)(».-3)...r..3  «J 1      («-^«-JJ-SJ  «^    /-    A 

(m-2)(>»-4)...4.2  ^_,     J+     »(»-3) 2     if./V«+5ì 


_,_  (»-lX»-3...4.2  «  «  1  . 

±  -7 w ;,    -  ..   -^  se  m  dispari  ; 
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*•*.. 


J  xm 


dx 


\/a  +  bx* 


__       Ya  +  òx*  ["    1  m  —  2    b      1 

~~       (tn—i)a  lxm-1       m  —  3  ~a  x^13 


+ 


(w  — 2)(w  — 4)    *«      1 


(w  — 3)(w  — 5)    **   at«-5 


(m  —  2)(w  —  4)...  2  <M 


-5— i 


(w  —  3)  (w  —  5)...3.1     1!L 


a* 


-4j 


se  m  pan, 


+ 


m— I 


(m  — 2)(w  —  4)  ...3  b  * 
(m  —  3)  (i«  —  5)  ...  2 


^ 1  1 


#£.' 


i*: 


m— 1 


__  (m  —  2)(m  —  4)  ...3.1  *  2 


(w  —  l)(;w 


-4). .31  b  *      f        dx  ,    ,.       . 

— ^ T-r  r  /  = —  se  «  e  dispan; 

-3)  ...4.2    «rJ,/  *ya+^  K 


1 


V* 


log(£*  +  VéV*-***) 


se  *>0 


2 


V  *+£#*— Va 

V-à  xV—b 


se  £<0,  *>0; 


*/    # 


£& 


\ 

—  t 


1 


V* 


_  log  V  aVa+bx*— a 


se  *>0 


Y*+**f 


2  v«+***-**V* 

are  tg  — 


l9 

Ivi 


/ 


(1  +  **>fc 


v-« 


se  <*<0,  *>0. 


(1-*')\/1+a-<       V2 


—  —  log  — 


1  — * 


si  ponga  j-~p—Jj  • 


13. 


./ 


(1  —  x*)dx 


(l+x*)Vl  +  x4         Y2 


1  xV2 

= are  sen  — - — - 

1  +  ** 


f{x,  Vl  +  **)(*  +  V1  +  *1)      d*,  dove  «,«  sono 
di  funzione  razionale,  si   riduce   razionale  in  x 


■^       Vi  +  «* 


(»-2«X*  +  Vl+«')' 


ale  /(*  ,y)àx,  dove /è  simbolo  di  funzione   ra- 
rità come  funzione  di  x  da  una  equazione  della 


V"~ *x  +  .,.  +  àm—ìyx™—*  +  £„,— 1  a1"-1  ; 
si  trova 

-'  +  òrt"-*  +  , .  ■  +  èm-tj  +  ^-j 

["  +  «it"-  ■  +  ...  +  ««-,{-*-*„       ' 

1  +  ^"-'  +  , . .  +  &._lt«  +  fc_^ 

[»  +  a,^-'  +  ...  +  a™-,  {  +  «*„     ' 

ile,    il    differenziale    proposto    diviene  razionale 


Cosi  abbiamo,  essendo  y*  —  2**  +  3*y  =  0, 


fydx  =  f\yx3+yx*  +  &  +  y^-y^  +  A  ^=3-^    *t 


dove  { = 


„  yi/.T«yi  h-"^^ -5-(1+v,1  +  *') 


|/i+Vli 
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Integrazione  di  alcune  funzioni  trascendenti. 


225.  È  quasi  superfluo  notare  che  i  differenziali  trascendenti  della 
forma  /[«(*)]  ti(x)dx9  ove  u(x)  indica  una  qualunque  funzione  trascen- 
dente e  /  è  simbolo  di  funzione  razionale,  si  rendono  razionali  po- 
nendo u  =  u(x)  e  prendendo  u  per  variabile.  La  stessa  sostituzione 
riesce  poi  utile  sempre  trasformando  il  differenziale  integrando  in 
f(u)du.  Così  abbiamo  immediatemente 


j 
I 


=.  log(arc  sen  x  —  a)  -f  C, 


\/ 1  —  x*  (are  sen  x  —  a) 

dx(siTc  tg  x)m  (arctgx)"*-*-1 

TV**        ~~        w  +  1        +     ' 

dx 


«Vl  +  flog*)1 


=  log[log*  +  \/l      (log*)*]  +  G 


226.  I  differenziali  della  forma  /(^^'jdx,  dove  /è  simbolo  di  fun- 
zione razionale,  si  rendono  razionali  in  y  ponendo  eax=y}  giacché 
allora 

a  y 

Pc**dx         1   f  dy 
Esempio.  /  — =  —  /  — - 

11                                     1                 2cax  4- 1 
=  —  log  (ea*- 1)  -  —  logfo***-*-*1*    1) —  are  tg — -     4-  C 

Sa  6*  a\/S  \/3 

227.  Sia  da  calcolare  l' integrale  I  = /«*  Pdr,  dove  u  è  una  fun- 
zione trascendente  e  P  è  una  funzione  qualunque  di  x. 

Fatte  le  posizioni 

(i)      fPdx  =  Pì:f?i^Ldx^Pì  ./?,**  =  ?„.. 


•andò  per  parti, 

£*=»~  "■-«■-  «/-*£* 

intero  e  positivo,  ricaviamo 

-'  P,  +  »(»  -  1)»— ■  P,  -»(»-1>(h_2)i<"jP,  +  .. 

-l)-„(»-l)(»-2)...2.iP„+1  +  C, 

;  ridotta  al  calcolo  degli  integrali  (1). 


e sen  x)"dx. Abbiamo  a  =:  are  sen*,  P  =  l, 

■ — -j        rf*       __  /*  —  xdx  .■ — 

—    &    _ 

P  si  riproducono  periodicamente;  in  conseguenza 
=  affare  sen  *)"  —  «(«  —  1)  (are  sen  *)*— * 
»  -  1) (»  -  2)(«  -  3)  (»c sen  «)-'  - . . .] 
[w(arc  sen  *)"-'  —  w(n  —  1  )  (w  —  2)  (are  sen  xy-3 
(» -2)(»-3)(» -4)  (aro  sen*)— -•_... ]  +  C. 


Questo  risultato  si  può  anche  ol 
poi  usando  la  forinola  dell'  esercizio 


/* 


p=«, 

p,  =  t,p, 

p3 

= 

{f™ 

dx 

\/Y^i 

= 

^ 

«sea»)'-- 

p, 

P5 

= 

1 

4.2.3 

1 

(are  sen  xf  — 
-  (are  sen  xf  - 

4.2.3. 

per  i 

cui 

Jx{»xcstax)*dx  =  ~{x 

+  *VÌ^^(arcsen^  +  |(- 

—  g-*Vl  —  **uc« 

Si  vede  da  questo  procedimento 
nare  /#(arc  sen  *)"  dx  quando  «  è  ini 

228.  I  differenziali   della  forma  j 
di  funzione  razionale,  si   riducono   ra 

zione  tg  —  x—y,  poiché,  avendosi 

2dy 
dx  = t-  ,  sen  x  =  2  sen  - 

1  +y 

,  1 
cos  *  =  cos*  —  x  —  sen 


il  proposto  dilferenziale  diventa 


,/     1y         \-f\Jdy_ 
'\  li-/'    I  +//  1  +/ 


11      f—*—ìf  *>  g-f * 

'    J  a  +  bvxx  <S  a  +  b  +  (a  —  t>)y'       a—b\a+b 


e  quindi 


[v»b'*(feM')+c  seW>,i[ 

1  .  Ia+  b 

log ^=  +  c    .  h<:>i 


'       ■*»  .Vi1 -a'  1  ./« 

.-ri.»,-  r  «t*-v*— ; 

I cot  -»tI,  »    a  =  —  b. 

2)     ,=  /• * =  ,f * 

J  asen*  +  icos*  +  c  <*   ic  —  b)f  +  'Zay  +  e  +  b 

t-C  sect>a<  +  bt 


\'c'  —  *•  —  «'  Ve'  —  *'  —  »' 

I  .  (e-»)tgÌ  +  «-V«,  +  *"- 


'  jV«"  +  »'  —  £'         (e _  J) tg  i-  +  «  +  \U<  +  b'—c' 

se  £"<«•  +  *• 

2 

+  C    se  <r*=z0!  +  6*  {escluso  3  =  0, c=b). 

(c-»)tgÌ  +  « 
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Se  c=0,  abbiamo 


a  sen  x  +  b 


V" 


Questo    integrale    possi: 
usare  la  sostituzione  tg  —  - 

Posto  a  =  p  cos  k,6  =  p 
abbiamo 


p        dx 

*f  a  sen  x  + 


229.  Se  il  differenziale 
basterebbe  porre  tg  *  =_y, 


*=I 

-.  t  sen 

si  ridurrebbe 

al  differer 

Esempio   — 

/— 

«/  cos*  .1 

1           t     y\f% 
V2               1-/ 

V2 
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li  differenziali  della  forma  Pdx,  dove  P  in- 
•  coseni  o  di  seni  e  coseni  di  funzioni  li- 
mente  nel  modo  seguente, 
lente  ste  P  ~  cos{ax  +  b)  cos  (a'x  +  b');  poi- 
scrivere 

+  b  +  f]  +.  -i  cos  [{a  —  a')x  +  b—¥\, 


sono  diversi  da  zero. 
;  a  +  a'  ~  0,  è 
+  b  +  />')  cos(b  —  V) 


•  +  b')       sen(2<7*  4  *  —  b') 

2  Aa 

lerale  di  un  prodotto  di  n  fattori 

ca^ax  +  b')  cos(a"*  +  b") , 

jrsi  alla  somma  di  2"— '  termini  il  cui  tipo 
x  +  fi),    e    quindi    si    calcola    immediata- 

.__  .__    _     'ri  di   P   siano   tutti   seni   o    in  parte  seni 

e  in   parte   coseni    si    riduce   subito   al    precedente,   osservando   che 
sen(ax  +  b)  =  cos  I  ax  +   b —  \. 

Esempio.  —  Volendosi   /cos" dx,  dove  n  è  intero   positivo,   rani- 

V"-- iTeTT* j 

w,  cos(«  —  2)x  ■+  «jCOs(«  — i)x  +  ... 


mentiamole    formole     I  nt  — 


É  se  n  è  pari 
se  «  è  dispar 


!«*■  ■ 


fi r. 
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ed  abbiamo 


2n~lJc 


cos*  #</*  = 


sen  nx  sen(«  —  2)x  sen(«  —  4)jr 

■  +  n\  — z — ^ •"  »«  — ì: ; -+- 


n 


n  —  2 


n  —  4 


+ 


1  r 

—  n„_X  +  C 
^         2 


«„_i  sen  #  -f  C 


se  «  è  pari 


se  n  è  dispari. 


6* 


*_■  •' 


il-' 


a* 


fé- 


Il  valore  di  /senn  #<£*  si  ricava    da   questa  stessa  forinola  sosti- 
tuendovi — x  in  luogo  di  x. 

Troveremo  ora  altre  formole  che  ci  danno  gli  stessi  integrali. 

231.  I  differenziali  della  forma 

senw#  cosnxdx 

si  riducono  a  differenziali  binomi  mediante  la  sostituzione 

—                                           ày 
(1)    sen  x  =y7  cos  x  =(l  — y*)  *  ,  cos  xdx  =  dy,  dx  = — 


(1-jO« 


giacché  otteniamo 


»— 1 


senm#  cosnxdx  =ym(l  —y1)  -    dy. 

Le  formole  (3),  (4),  (5),    (6)  del    n.    223,   ove    in   esse  si  faccia 

n y 

ti  =  2j  ^=1,  b  =  —  1,  e  si  sostituisca  y  in  luogo  di  #, —  in 

luogo  di  p,  e  poi  si  ripassi  alla  variabile  x  mediante  le  (1),  ci  danno 
le  seguenti  formole  di  riduzione: 


(2) 


/««"«"**' 


sen™-1  x  cosM-1  x        m  —  1 

-r 


tn  ■+•  n 


m  + 


—  /senm— *  x 

«e/ 


COS*  X  dx. 


(3) 


/sénm  x  cos*  x  dx 


senm+1  x  cos 
m  ■+-  n 


n— 1 


-f /sen,w  x  cosM— *  x  dx% 


»  +  »+£  r 

m      1   «Z8" 


fi, 


560™+'  x  cos"+'  x 
'  «"+1 


«  +  «  -t-  2    /•  , ,      , 

n       1     «/ 


inali  le  due  prime  valgono  sempre,  eccetto  quando  m  +  n=Q, 
un  caso  di  riducibilità  a  forma  razionale  pel  precedente  di  fie- 
le binomio,  la  terza   vale  sempre,  eccetto  quando  m  +  1=0, 
erte  e  pure  un  altro  caso  dì  riducibilità  a  forma  razionale  pel  difie- 
iale  binomio,  e  l'ultima  vale  sempre,   eccetto   quando  «  =  —  1, 
qual  caso  il  differenziale  binomio  è  razionale. 
Notiamo  che  nel  caso  m  +  ti  =  0  si  ha  la  forinola  di  riduzione 

J  tg"  x  dx  — J tg""-1  x(  I  +  tg!  x)dx  —Jxg^-*  x  dx 

Le  precedenti  forinole  di  riduzione  si  adoperano  in  modo  ana- 
>  a  quello  per  gli  integrali  a  differenziale  binomio,  e  permettono 

in  ogni  caso  di  ridurre  l'integrale    /sen™*  cos"  x  dx    ad    un    altro    in 

cui  gli  esponenti  m  ed  «  siano   numeri  in   valore  assoluto  compresi 
tra  0  e  1. 

Nel  caso  speciale  di  m  e  «  numeri  interi  (caso  che  è  compreso 
in  quello  trattato  al  n.  228,  ma  che  giova  meglio  considerare  in  questo 
modo,  e  cui  corrispondono  casi  di  riducibilità  a  forma  razionale  pel 
corrispondente  differenziale  binomio)  le  formole  precedenti  permet- 
tono di  ridurre  il  nostro  integrale  ai  seguenti,  che  otteniamo  in  ter- 
mini finiti: 

j dx  .-*,  /sen*  dx=  —  cos* ,f  cos  x  dx  =  sen  x, 

/sen*  *       „            cos'  *       _         sen  2* 
sen  x  cos  *  dx  =  - hC~ — ■  +  C,  ~  - — V  Lt, 
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Integrazione  di  alcune  funzioni  trascendenti. 


225.  È  quasi  superfluo  notare  che  i  differenziali  trascendenti  della 
forma  /[«(*)]  ti(x)dx9  ove  u(x)  indica  una  qualunque  funzione  trascen- 
dente e  /  è  simbolo  di  funzione  razionale,  si  rendono  razionali  po- 
nendo u  =  u(x)  e  prendendo  u  per  variabile.  La  stessa  sostituzione  J 
riesce  poi  utile  sempre  trasformando  il  differenziale  integrando  in 
f(u)du.  Così  abbiamo  immediatemente 


j 
I 
J 


dx 

=  log(arc  sen  x  —  a)-fC, 


\/ 1  —  x1  (are  sen  x  —  a) 
</#(arc  tg  #)m  (are  tg  x)"1-^1 

dx 


x\'\  +  (log*)5 


=  log[log*  +  Vl      (log*)*]  +  C 


226.  I  differenziali  della  forma  f{eax)dx,  dove  /è  simbolo  di  fun- 
zione razionale,  si  rendono  razionali  in  y  ponendo  eax=j?ì  giacché 
allora 

a  y 

fefi*dx          1    P  dy 
Esempio.  /  — =  —/  -= r- 

11  1  ^t>,JC  -4-  1 

=  7T  log  («* x  - 1  )  -  7T  logte^H-  e«*    1  ) —  are  tg  - — — -    +  C 

3a  6"  a\/S  V3 

227.  Sia  da  calcolare  l' integrale  I  =  /un  P<&,  dove  u  è  una  fun- 
zione trascendente  e  P  è  una  funzione  qualunque  di  x. 

Fatte  le  posizioni 

CD     /p<&=plf/p1*&=Pt  ./p8^^=p,,... 


si  ottiene,  integrando  per  parti, 


du 


I  =Ju»Pdx  =un?t  —  njun-1  Pj  ^  dx. 


J^n-l  ?i  ^  dx  _  „„-l  Pj  __  („  _   \)Jun-*Y% 


fu«-*  Y^dx=i  u»--*  P3  —  {n  -  2)Jln-3  P2 


dx 


dxy 


dx, 
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A 


cosichè,  se  «  è  intero  e  positivo,  ricaviamo 

I  =  un?l  -  nun-1  P8  +  «(«  —  1)«»-2  P3— «(«  — 1)(«— 2)w»~3  P4  +  ... 

+  (—  1)H  »(»  —  1)  (»  —  2)  .  .  .  2  .1  Pn+!  +  C, 

e  la  questione  è  ridotta  al  calcolo  degli  integrali  (1). 


Esempi 


1)1=  /(are sen x)ndx. Abbiamo  u  =  are  sen  *,  P  =  l, 


xdx 


P,=/P*=,,r,=  /-Ì^=--VT-,- 


P,= 


=  —  Nl  —  xl  -^=-—  =  —  x,P4=  !  =z\/\—  x' 

J  Vi  —  *8  ./  Vi  —  ** 


p.= 


J  Vi  —  X* 


e  in  seguito  le  P  si  riproducono  periodicamente;  in  conseguenza 

I  =  #[(arc  sen  x)n  —  «(«  —  1)  (are  sen  x)"— * 

+  «(«  —  !)(«  —  2)  («  —  3)  (are  sen  *)"-4  —  . . .] 


+Vl  —  x*  [«(are  sen  *)"— '  —  »(«  —  1  )  («  —  2)  (are  sen  *•)"— 3 
+  «(«—  !)(«  —  2)(«—  3)(«  —  4)  (are  sen  *)»-'•  — . . .]  +  C. 


i 
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Questo  risultato  si  può  anche  ottenere   ponendo   arc  sen  x  =  y  e 
poi  usando  la  formola  dell'esercizio  33  a  pag.  461. 


2)  j #(arc  sen  x)A  dx  ; 


*%    -         1  1 


P  =  #,  Pj  :=:  — - ,  P2  =  —  are  sen  x x\/l  —  x* 

£4  4 


P3  =  -—  /are  sen #  — ====: /ttfr 


=   ,    ^  (are  sen  x)% — — -  #*, 

4.2  v  '         4.2      \ 

P4  =  — — i— —  (are  sen  xf J    ^   ^  are  sen  x  -f    j    ^   ^  *"V  ''1  —  **, 

*         4    •>    Q  v  '  4    2    *>  '499*  ' 

Ps  =  4^4  (afC  SCn  ^  "  4^2  ^  "»  *>*  +  4-2^2  *> 
per  cui 

/#(arc  sen  a;)4  Ar  = — (  x%  +  -—  J  (are  sen  #)4 

+  #Yl  —  #*  (arc  sen  *)3  +  ~k~(  —  x*  +  "^"  )  (arc  sen  *)* 

—  -|-  #\/l  —  x1  arc  sen  #  4-  —  x*  +  C. 

Si  vede  da  questo  procedimento  come  si  possa  anche  determi- 
nare /#(arc  sen  x)n  dx  quando  n  è  intero  positivo. 

228.  I  differenziali  della  forma /(sen*,  co%x)dxi  ove /è  simbolo 
di  funzione  razionale,  si  riducono  razionali  in  y  mediante  la  posi- 
zione tg  —  x  =y,  poiché,  avendosi 

,  2dy  1  1  2y 

Jx  =  j—t,  sen*  =  2sen  -  *  cos  -  *  =  -—>  , 

.1  ,1  1-/ 

cos  x  =  cos-  —  x  —  sen8  —  x  =  ^     '    , 


2y         1— /\     %<fy 

Esempi 

f  dy  __      2      r  ■» 

/«  +  *  +  («_*)/      a_*  1  g  +  b 

7>(\£FM*)+C  seW>!i| 

xt  —  x  +  C  »    a  =  —  b. 

_2   / « 

osx  +  c        ~"   (e  —  è)y  +  2ay  +  e  +  è    ' 

;tg +C  »<,><'t(l 


+  C 


(c-»)tg-+a  +  V'>,  +  *'.-<' 

se  e'  <  a"  4-  i* 
—  +  C    se  e*  =  a!  +  *'  (escluso  a  =0,  e  =6). 


r>v-  .• 


K^; 


»'« .: 
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3)  L'integrale  I  xa(\ogx)H  dx,  posto  #  =  **,  si  riduce  a  Jynà*  :  1  >r</y?  che 

sappiamo  conseguire    in    termini  riniti  se  »  è  intero  positivo  (Vedi 
n.  ?05),  e  si  ottiene 

y*                           tf'-H  r                       n 
x<*(log  #)n  J#  = (log  x)n (log  x)n~ l 

n(n  —  1)    ..        .      ,  /.vi   w(» —  T..2  _ 

+  "iri? (log *>    ~ ' •  • + (_ v)     e + D-1  ,og * 


+ (- 1)' 


«(«  —  1) . . .  2 . 1 
(a  +  1)« 


]  +  c, 


che  vale  per  a  qualunque  diverso  da  —  1  ;  per  a  =  —  1  abbiamo 


/- 


log  *)»  dx  _  (logJp)>+1  _  c 

X  «-fi 


4)  Integrando  per  parti,  prendendo  ea  c  per  fattore  finito,  abbiamo 


peax 

J    Xn 


dx 


eax  a        /*  eax 


(*-]) 


la  qual  formola,  quando  n  è  intero  positivo  diverso  dall'  unità,  ripe- 
tutamente adoperata,  riduce  il  calcolo  del  nostro  integrale   a  quello 

, .     f^aoo  dx 

J '      e  Pero  non  saPPÌamo  conseguire  in  termini  finiti. 

x 

Posto  eax  =y,  quest'  ultimo  integrale  diviene  /-  ,    che   si 

e/     \ogjy 

considera  come  una  nuova  trascendente,  cui  è  stato  dato  il  nome  di 
logaritmo  integrale  o  iper logaritmo. 


233.  Abbiamo  calcolato  al  n.  205  l' integrale  j eaxf{x)dx,ovfif(y 

è  funzione  razionale  intera.  Se  f(x)  è  funzione  razionale,  decompe 
nendola  nella  sua  parte  intera  e  in  frazioni  semplici,  avremo  da  cai 

colare  integrali  della   forma  f  xmeiìX  dx,  che  conosciamo,  e  della  form 
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y*  ea3!  dx  Feo*  dy 

— — -r- .  i  quali,  posto  x  —  <*—j>,  si  riducono  a  e"1*  I — - — ■  che 
(*  —  a)"  t/        y»      ' 

abbiamo  precedentemente  considerati. 

Sappiamo  pure  conseguire  in  termini  finiti  gli  integrali  della  forma 

dovey  è  simbolo  di  funzione  razionale  intera,   giacché    questo  inte- 
tegrale  verrà  a  essere  composto  dalla  somma  di  integrali  della  forma 

A  fx" em"x e*** ...e'"dx  =  A Jx* «*"  dx, 

dove  A  indica  una  certa  costante  ed  è  h  =  ma  +  kb  +  ...  +  le. 

Notiamo  infine  che,  se   negli   integrali   considerati  comparissero 
delle  esponenziali  a",  essi  si   ridurrebbero  ai  precedenti  osservando 

Che    ■7' =  £*''•(!•'. 


I 

aV  «  V"  +  Ì""  +  V  •> 

f ÌL -J     2  VJ+ìsT. 


/■  sen*  #  coss  *  /•        tg!  *  rf# 

"  ./(sen3*  +  cosa  *)*   *  ~~ /  (1  +  tg3#)!cos! 


/-sen'jifr  _1      7 

Ja+bcos'x~\  


I     *       — 

/"  cos'x  dx    _  1       fi        òt&x 


£       2*V    '  a+b 


tgx-  ■ 


**+"   *+< 


mediante  questi  integrali  si  calcolano  subito  gli  integrali 

r       dx         I                      u    f       dx        \        f sen*  * dx 
I     -      -       -      e  quindi  anche/ —     ,     / ----- 

r  cos*  x  dx 
J  a+b  sen1  x  ' 

r  cos  x  dx  x         or       dx 

J  a  f  B  cos  x  b         h^J  a  +  b  cos  * 

7.  Si  provi  che  si  possono  determinare,  quando  \a\  è  diverso  da 
le  costanti  A,  B.  C  in  guisa  che  risulti  identicamente 

/\h  +  g  cos  x)dx     _         A  sen  x  /*(B  +  C  cos  #>/* 

(a  4  b  cos  #)*  -H  {a  +  5  cos*}"       «/     (a      è  cos  #)" 

sì  lm„  a—  n  —  hh     R  ._  <*h  —  bg    r_(«— iK-w-. 
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e  quindi  la  forinola  di  riduzione 

h  -f  g  cos  x)  dx  ag 


A 


bìl 


senx 


(a  -+•  h  cos  x)n+l         n(a*  —  P)    (a  +  b  cos  x)n 


+ 


1 


n(at  _  P) 


/- 


n(ah  —  bg)  -f  («  —  1)  (ag  —  bh)cos  x 


(a  -f-  b  cos  x)n 


Jx, 


che  riduce,  se  ti  è  intero  positivo,  il  nostro  integrale  a  una  parte  finita 
Cosi  ad  es.  è 


bcosx 


dx 
4-  b  cos  x 


/'    cos  #  a#      1       r    a  sen  x  P 

(a-\~  b  cos  xf        a*  —  b*  |_  a  -+-  b  cos  a*        J  a  -\ 

Se  lai  =  |£|  avremo  da  calcolare  /— — - -  -dx.  o /  — — 

11         '    '  /(1-fCOS^-r1      '   e/    (1- 


7/  -f  #  cos  x 


cosar)»»  • 
i  quali,  osservando  che  1  +  cos  x  =  2  cos*  —  xy  1  —  cos  x  =  2  sen2—  *, 

cos  *  =  cos2  —  x — sen*  —  x.  si  riducono  alla  forma  di  quelli  consi- 


derati  al  n.  230.  Cosi  ad  es.  è 


/, 


cosx  dx 


1 


(I  -j-  cos#) 


X  1         3   X 

x7~~~~2tg'2~~~àÌg  ~2' 


P     /         ix      /         i  x  j         a:  cos  2 
8.      /sen(#  +  l)sen(A:  —  l)dx=  —     —  — 


sen  2x 


y*                ^                .IT  cos  6#        cos  4x 
sen  x  sen  2x  sen  3#  a*  =  —  | : ._-     —  cos  2x 


8  L     3 


P  1         (b  —  c)sen(b  —  c)x+  acos(b 

1 0.      /  eax  sen  bx  sen  ex  dx=-~  c*x  - - - ^ - — ~ 

**  2  a1  +  (b  —  cf 


—  c)x 


1         (b  -f  e)  sen  (b  +  c)x  +  a  cos(b  -f  c)x 
~  2~ tJX  ?      (*  +  *)*  ' 

eax  cos{bx  +  f)^A*  z=  — — —  [a  cos(£#  +  c)-ì-  b  sen(£#  +  Cj|. 
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12.  Si  dimostrino  le  forinole  di  ridu 

e3"  cos"  bxdx= 

+ 

/                               *«  sen"-'  é 
e-"1  sen"  bxdx=:     — 

+ 

utili  se  «  è  intero  positivo. 

13.  Si  provi  che,  se  ti  è  intero  divei 

guire  in  termini  finiti  gli  integrali  h 
cosi  ad  es.  :  è 

/  *'  are  sen  *  dx  =  —  [&T3  are  sei 

/are  sen  x  <&        ,        1  —  V  '  — 
J ^ì =I°8 — 

/re  tg  ,r  dx  x 

**     ~  ogvm?~ 

tgxdx 


14.   f^}^±  = 
J         \'x 


2V'*arctg*+  - 


—  V  2  are  tg  - 


/■  log  x  dx   1  /  x  log  x  lo 

°\/  (a  +  'bxj  —  ~7\T+~ìk 

./         «V*  '  +  V 


